RESUME DE COURS : PRODUIT SCALAIRE - ESPACES EUCLIDIENS

Dans tout ce chapitre, F désigne un espace vectoriel sur R.

1 Notion de produit scalaire

Définition 1.1 Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : E x E — R telle que :

1. ¥(x1,m2,y) € E%, Y(A1, A2) € R?, (A1 + oo, y) = Mig(21,y) + Aagp(w2,9).

2. ¥(z,y1,y2) € B3, V(A1,\2) € R, o(z, A\1y1 + Aaye) = Mio(z,y1) + Xaw(z, y2)-
En d’autres termes, une forme bilinéaire est une application qui est linéaire en chacun des deux arguments
dont elle dépend (en 'occurence, des vecteurs de E). A noter que, pour toute forme bilinéaire f sur E, et
pour tous z,y € E,on a: f(z,0) = f(0,y) = 0.
Définition 1.2 Une forme bilinéaire ¢ sur E est dite :

1. symétrique si : V(x,y) € E?, o(z,y) = oy, x).

2. positive si : Vx € E, p(z,x) > 0.

3. définie si :Vx € E, p(x,2) =0 = = =0.

Définition 1.3 Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.

En général, si ¢ est un produit scalaire sur F, le réel o(x,y) est noté (z|y) ou (z,y). Dans la pratique, pour
déterminer qu’une application ¢ : E x E — R est un produit scalaire, on doit vérifier quatre conditions,
a savoir que ¢ est bilinéaire, puis symétrique, puis positive et enfin définie.

Définition 1.4 Soit { , ) un produit scalaire sur E. La norme euclidienne sur E associée a { , ) est
Papplication qui, a tout © € E, associe le réel ||z|| = \/(z,x).

A noter que la norme d’un vecteur x € E est par définition le réel ||z|| = +/(x,z). A présent, on va
présenter deux exemples fondamentaux de produits scalaires, & connaitre par coeur.

Exemple 1.5 Un premier exemple de produit scalaire est donné par le produit scalaire canonique sur R,
lequel est défini pour tout x = (x1,...,2,) € R™ et y = (Y1, ...,Yn) € R™ par :
n
<$>y> = kayk =T1U + ...+ TnYn-
k=1

En particulier, la norme associée est définie pour tout v = (v1,...,x,) € R" par : ||z| = /22 + ... + z2.

Exemple 1.6 Un deuxiéme exemple de produit scalaire est donné par le produit scalaire canonique sur
M., 1(R). Plus précisément, si lon identifie toute matrice de M1 1(R) a un réel, alors le produit scalaire
canonique sur My 1(R) est défini par :

T Y1

VX =| | eMua®), WW=[:]eMu(R), (X,V)="XY=> .
Tn Yn =1
T
La norme associée est définie pour tout X = | © | € My 1(R) par : | X|| = VIXX = /a2 + ...+ 22.
Ty,

A noter que, d’un point de vue géométrique, la norme d’un vecteur est la longueur de ce vecteur (mesurée
a laide du produit scalaire). En particulier, si £ = R? ou E = R?, alors la norme d’un vecteur © € E
(pour le produit scalaire canonique) est la longueur usuelle de x. De fagon générale, le produit scalaire
canonique sur R? ou R3 n’est ni plus ni moins que le produit scalaire usuel utilisé en géométrie euclidienne,
c’est-a-dire la géométrie apprise dans le secondaire. A noter que la distance euclidienne entre deux vecteurs
x et y de E est définie comme le réel d(z,y) = ||z — y||

Théoréme 1.7 Soit (, ) un produit scalaire sur E. Alors, pour tous (z,y) € E?, on a :

lz +yl* = llzl* + 2z, ) + llyl]*.



A noter que cette égalité se retraduit sous la forme suivante (que l’on appelle identité de polarisation).
Pour tous (z,y) € E?, on a :

1
() =5 [lz+ol* = ll=]* = llyll*]

En particulier, on voit qu’un produit scalaire est complétement déterminé par sa norme associée.

Théoréme 1.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (, ) un produit scalaire sur E. Alors, pour tous
(x,y) € E%, on a : |(z,y)| < ||z].||lyll, avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

A noter que I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit de fagon équivalente sous la forme (z,y)? < [|z[].||y||?
pour tous z,y € FE. En particulier, pour le produit scalaire canonique sur R™, 'inégalité de Cauchy-
Schwarz peut s’écrire sous la forme suivante :

n 2 n n
V((l’l,-~-,$n)a(y1,---,yn)) € (Rn)2v (Z%%) < (Zz?> X (Zy?>

D’un point de vue géométrique, on peut interpréter cette inégalité de la facon suivante. Si E = R? ou
E =R3, on sait que le produit scalaire canonique de deux vecteurs .,y € F est égal au produit des normes
(c’est-a-dire des longueurs) des vecteurs x,y et du cosinus de l’angle entre ces deux vecteurs. Du coup,
comme un cosinus est toujours compris entre —1 et 1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’en déduit aussitot.
A noter que le cas d’égalité se produit si et seulement si le cosinus de cet angle est égal & 1, c¢’est-a-dire
si I’angle entre x et y est un multiple entier de m, ou en d’autres termes si x et y sont colinéaires.

Théoréme 1.9 Soit (, ) un produit scalaire sur E, et soit || || la norme associée. Alors :

1.Vzx e E, |z =0 < z=0.

2. Vx e E, VAR, |Az| = |||z

8. V(x,y) € E?, ||z + vyl <|lz|| + |yl (Inégalité triangulaire).
D’un point de vue géométrique, l'inégalité triangulaire signifie que, si 'on considére le triangle construit
a l'aide des vecteurs x,y,z + y, alors la longueur du "coté" x + y est inférieure ou égale a la somme des

longueurs des "cotés" x et y. Dés lors, on voit que I'inégalité triangulaire devient une égalité si et seulement,
si les vecteurs z et y sont colinéaires et de méme sens, c’est-a-dire s’il existe un réel A > 0 tel que z = \y.

2 Orthogonalité

A partir de maintenant, on désigne par E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (, ), et
par || || la norme euclidienne associée.

Définition 2.1 Deuz vecteurs x ety de E sont dits orthogonaux si (x,y) =0, et on note alors : x L y.

A noter que le seul vecteur orthogonal o tout vecteur de E est le vecteur nul. En effet, si x est un vecteur
orthogonal & tout vecteur de F, alors x est orthogonal & lui-méme, ce qui entraine que ||z||*> = (z,z) = 0,
et donc = 0g (vu que (, ) est un produit scalaire, et qu’il est en particulier défini). A noter aussi que,
dans 'espace vectoriel R” muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont deux
a deux orthogonaux. D’un point de vue géométrique, la notion d’orthogonalité dans R? et R? (munis du
produit scalaire canonique) correspond & celle que 'on connait depuis le secondaire, a savoir que deux
vecteurs du plan ou de l'espace sont orthogonaux si et seulement si ’angle entre ces vecteurs est un angle
droit, c’est-a-dire de la forme 5 + k7, ot k € Z. Plus généralement, on a la :

Définition 2.2 Une famille (eq,...,e,) de E est dite orthogonale si :
V(i,j) € {l,...,n}? i#j = (ee;)=0.

Théoréme 2.3 (Pythagore)
1. Pour tous (xv,y) € E?, ona :z Ly < ||v +y||?> = ||=||* + ||y]]?-

2. Plus généralement, si (v1,...,x,) est une famille orthogonale, alors : || > _, x| = Y p_, llzkl?

A noter que la premiére assertion dans le théoréme de Pythagore est bel et bien une équivalence, alors
que la deuxiéme ne I’est pas (il s’agit juste une implication, la réciproque n’étant pas toujours vraie).

Théoréme 2.4 Toute famille orthogonale de E ne contenant pas le vecteur nul est libre.



Définition 2.5 Une famille (ey,...,e,) de E est dite orthonormée (ou orthonormale) si (eq,...,ey,) est
orthogonale et si de plus : Vk € {1,....,n}, |lex] = 1.

Théoréme 2.6 Toute famille orthonormée de E est libre.

A titre d’exemple, dans ’espace vectoriel R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est
orthonormale. A noter que, si n > 2, il existe bien d’autres bases orthonormées dans R" que la seule
base canonique. A noter aussi qu’un vecteur v € E est dit wnitaire si |u]| = 1. En d’autres termes, une
famille (eq,...,e,) de E est orthonormale si elle est orthogonale et constituée de vecteurs unitaires. Dans
ce qui suit, on va voir que ’on peut toujours "orthonormaliser" une famille libre de vecteurs, c’est-a-dire
la transformer en une famille orthonormée. Plus précisément, on a le :

Théoréme 2.7 (Orthonormalisation de Schmidt) Soit (e1, ..., e,) une famille libre de E. Posons :
€1

e — Zk:_11<ekafi>fi
— O ot Vke{2,..n), fu= i .
B= e @ VREBonh o= e

Alors la famille (f1, ..., fn) est orthonormée et de plus : Vk € {1,...,n}, Vect(ey,...,er) = Vect(f1, ..., fx)-

A noter que, si la famille (eq, ..., e,) est déja orthonormée, alors le procédé d’orthonormalisation de Schmidt
ne modifie pas cette famille (ce que 'on peut vérifier par récurrence). On retiendra surtout que ce procédé
permet de transformer une famille libre de vecteurs donnée en une famille orthonormée qui engendre le
méme sous-espace vectoriel. A noter aussi que la notion d’orthogonalité se généralise aux sous-espaces
vectoriels. Plus précisément :

Définition 2.8 Deuz sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonauz (notation : F 1L G) si :
V(u,v) € F x G, (u,v) =0.

En d’autres termes, F' et G sont orthogonaux si tout vecteur de F' est orthogonal & tout vecteur de G. On
dispose alors d’un critére pour déterminer si deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux, & savoir le :

Théoréme 2.9 Soient (e1,...,ep) et (f1,..., fq) deux familles de E, et posons F' = Vect(eq,...,ep) et
G = Vect(f1,..., fq). Alors F L G si et seulement si : V(i,7) € {1,...,p} x {1,...,q}, (e, f;) = 0.

Ce résultat permet notamment de vérifier facilement que deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux

si ’on en a des familles génératrices.

3 Espaces euclidiens

3.1 Définitions et propriétés de base

Définition 3.1 On appelle espace euclidien tout espace vectoriel réel E de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

A partir de maintenant, on désigne par E un espace euclidien, et par {, ) le produit scalaire associé.

Définition 3.2 Une base orthonormée de E est une famille orthonormée et une base de E.

A titre d’exemples, la base canonique de R™ (resp. M, 1(R)) est une base orthonormée de R™ (resp.
M.,,.1(R)) pour le produit scalaire canonique. A partir des théorémes de la base incompléte et d’orthonor-
malisation de Schmidt, on obtient les :

Théoréme 3.3 Tout espace euclidien EE non réduit au vecteur nul admet une base orthonormeée.

Théoréme 3.4 (de la base incompléte orthonormée) Toute famille orthonormée de E peut étre
complétée en une base orthonormée de E.

Théoréme 3.5 Toute famille orthonormée formée de n vecteurs de E, avec n = dim(E), est une base
orthonormée de E.

L’un des intéréts d’une base orthonormée B est que 'on peut facilement calculer les coordonnées d’un
vecteur quelconque dans la base B, c’est-a-dire sans avoir a résoudre un systéme linéaire. Plus précisément :



Théoréme 3.6 Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. Alors, pour tout © € E, on a :

n

(woen)er et || = (z,en)”.

1 k=1

i
M-

>
Il

En d’autres termes, le réel (x,ey) est la k-éme coordonnée du vecteur x dans la base orthonormée B. A
noter que, si 'on identifie les éléments de M 1(R) avec les réels, alors on a le :

Théoréme 3.7 (Expression matricielle du produit scalaire en base orthonormée) Soit B une
base orthonormée de E, et soient x,y deuz vecteurs de E, de coordonnées respectives (x1,...,2p), (Y1, .-, Yn)
dans la base B. Alors :

(z,y) ="XY et |z||° ="XX, avec X =| : |et Y =

T Yn

En particulier, on obtient que, pour toute base orthonormée B de E et tous vecteurs z,y de E de coor-
données respectives (z1, ..., Zn), (Y1, ..., Yn) dans la base B :

n n
(z,y) szﬁkyk et ||33H2:Z$i-
k=1 k=1

En d’autres termes, on voit que le calcul du produit scalaire de deux vecteurs z,y de F se raméne & la
somme des produits des coordonnées de x, y dans une base orthonormée (comme pour le calcul du produit
scalaire canonique). De méme, on peut définir le produit scalaire & partir d’une matrice, comme suit :

Définition 3.8 Soit B = (ey,...,e,) une base quelconque de E. La matrice du produit scalaire (, ) dans
la base B est la matrice A = ({e;, €j))1<i,j<n-

On dit aussi que A = ((e;,€;))1<i,j<n €st la matrice de Gram associée a la famille (eq, ..., ep).

Théoréme 3.9 (Expression matricielle du produit scalaire en base quelconque) Soit B une base
quelconque de E, soit A la matrice du produit scalaire dans la base B et soient x,y deuz vecteurs de E,
de coordonnées respectives (x1,...,xn), (Y1, .., Yn) dans la base B. Alors :

L1 Y1
(z,y) ="XAY et ||z]? ="XAX, avece X =| : |et V =

T Yn

En particulier, on voit que, si la base B est orthonormée, alors (e;,e;) = 1sii=j et (e;,e;) =0sii# j,
et donc A = I,, ce qui nous redonne ’expression matricielle du produit scalaire en base orthonormée. A
noter que la matrice d’un produit scalaire dans une base (e1, ..., e,) quelconque est toujours symétrique
réelle, puisque (e;, e;) = (e;, e;) pour tous ¢, j. A noter aussi que la matrice d’un produit scalaire caractérise
complétement ce dernier. Plus précisément, on montre (et nous admettrons) que, si A, B sont deux matrices
symétriques réelles de taille n telles que X AY = X BY pour tous X,Y € M,, 1(R), alors A= B.

3.2 DMatrices orthogonales

Définition 3.10 On appelle matrice orthogonale toute matrice P € M, (R) telle que ‘PP = I,,.

A noter que, comme PP = I,,, une matrice orthogonale P est toujours inversible, et de plus ‘P = P~!.
En particulier, si ‘PP = I,,, alors on a la relation PP = I,,. A noter aussi qu'une matrice P € M, (R) est
orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une famille orthonormée de M,, 1 (R) (pour le
produit scalaire canonique). Typiquement, les matrices orthogonales interviennent dans les changements
de bases orthonormées. Plus précisément, on a le :

Théoréme 3.11 Toute matrice de passage entre deux bases orthonormées de E est orthogonale.

Réciproquement, on montre (et nous admettrons) que, si dim(E) = n, alors toute matrice orthogonale
P € M, (R) est la matrice de passage entre deuz bases orthonormées de E. En outre, on vérifie facilement
par le calcul que tout produit de matrices orthogonales est une matrice orthogonale.



3.3 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Définition 3.12 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors l'orthogonal F+ de F (dans E) est I’ensemble
défini par F+ = {x € E|Vu € F, (z,u) = 0}.

Théoréme 3.13 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F+ est un sous-espace vectoriel de E.

En d’autres termes, 'orthogonal de F' est ’ensemble des vecteurs de F orthogonaux a tous les vecteurs de
F. A titre d’exemple, on vérifie facilement que {0} = E et E+ = {0}. De plus, on voit que l’orthogonal
d’une droite dans le plan est une droite du plan, et I’orthogonal d’un plan dans ’espace est aussi une
droite. Dans ce cas, on parle aussi (en géomeétrie) de droite normale.

Théoréme 3.14 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors E = F & F*.

En d’autres termes, les sous-espaces vectoriels F' et F'+ sont supplémentaires dans E. En particulier, on
parle souvent de F'- comme du supplémentaire orthogonal de F' (dans E). Dans la pratique, pour trouver
I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel, on procéde comme dans la démonstration du théoréme 3.14. Plus
précisément, on commence par déterminer une base orthonormée (e, ...,e,) de F' (en partant d’une base
de F' alaquelle on applique le procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Ensuite, on compléte cette base
de F' en une base orthonormée (eq, ...,e,) de E (en utilisant d’abord le théoréme de la base incompléte,
puis en modifiant la base obtenue & I’aide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Enfin, on conclut
en disant que la famille (ep41, ..., ;) est une base de 'orthogonal de F' dans E.

Corollaire 3.15 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors : dim F+ = dim E — dim F.

Corollaire 3.16 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors : (F)1 = F.



