Lycée Clemenceau Jeudi 9 novembre 2023
ECG 2 Durée : 4 heures

Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°2

Corrigé de l’exercice 1. On consideére la suite (uy) de premier terme ug = 1, de deuxiéme terme u; = 2 et
telle que, pour tout entier k > 2 :
wp = Buj_y + “%—2.

4
Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 0, calcule et affiche w,,. Pour ce faire, on va
procéder de fagon récursive, et ce comme suit :

def suite(n):
if n==0:
return 1
elif n==1:
return 2
else:
return (3*(suite(n-1))**2+(suite(n-2))*x*2)/4
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Corrigé de I’exercice 2. Pour tout entier n > 1, on pose : S,, = Z
k=1
(1) Complétons la fonction en Python suivante pour qu’elle calcule et affiche la somme S,,.

def somme(n):

return s
Pour ce faire, on va utiliser les commandes spécifiques a Python pour les vecteurs, et ce comme suit :

def somme(n):
s=np.sum((-1)**np.arange(1,n+1))/(np.arange(1,n+1)**3)
return s

(2) A T'aide d’une boucle, écrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 1 entré par
l'utilisateur, calcule et affiche .S,,. Pour ce faire, on va procéder comme suit :

def somme2(n):
s=0
for k in range(1,n+1):
s=s+((-1)*xk/ (k**3))
return s

o s ) . . . _ n k »
Corrigé de D’exercice 3. Soit n un entier > 1. On peut remarquer que la somme S = Y ' | > sin(l)
correspond & la somme des sommes cumulées du vecteur (sin(1),...,sin(n)). Dés lors, pour la calculer, on
pourra utiliser la commande suivante :

s=np.sum(np.cumsum(np.arange(1,n+1)))
1. SuseT TYPE EDHEC-EML

Corrigé de I’exercice 4. Dans tout I’exercice, on désigne par F un espace vectoriel de dimension n (avec
n > 2), on note Id I’endomorphisme identité de E et § Pendomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme
f de E, on appelle trace de f le réel, noté Tr(f), égal a la trace de n’importe laquelle des matrices représentant
f- On admet que lapplication trace ainsi définie est une forme linéaire sur L(FE).

Partie I : préliminaires



(1) On considére un projecteur p de E, c’est-a-dire un endomorphisme de F tel que p o p = p.
(a) Montrons que : E = ker(p) ® Jm(p). Tout d’abord, on commence par vérifier que ker(p) et Jm(p)
sont en somme directe. Pour ce faire considérons un vecteur x € ker(p) N Jm(p). Alors, on voit que
p(z) = 0 et qu'il existe un vecteur z de E tel que z = p(z). Comme p o p = p, ceci entraine que :
0=p(z) =pop(z) =p(z) ==,
et donc 2 = 0. En particulier, on a ker(p) N Im(p) = {0} et ker(p) et IJm(p) sont en somme directe.
Comme de plus dim E = dim ker(p) + dim IJm(p) d’apres le théoréme du rang, on en déduit que :

‘E = ker(p) ® Jm(p). ‘

(b) Etablissons que Jm(p) = ker(Id — p). Tout d’abord, on va montrer que Jm(p) C ker(Id — p). Pour
ce faire, considérons un vecteur = de Jm(p). Alors il existe un vecteur z de E tel que x = p(z), ce
qui entraine que :

(Id = p)(z) = & — p(x) = p(z) —pop(z) =0,
car p o p = p par hypothese. En particulier, on a :

‘ Jm(p) C ker(Id — p). ‘

A présent, montrons que ker(Id —p) C Jm(p). Pour ce faire, considérons un vecteur x de ker(Id — p).
Alors, on voit que (Id — p)(z) =  — p(xz) = 0, ce qui entraine que = = p(x), et donc x appartient a
Jm(p). En particulier, on a :

‘ker(ld —p) C Jm(p). ‘
Par conséquent, on en déduit par double inclusion que :

‘ Jm(p) = ker(Id — p). ‘

(¢) Montrons que : rg(p) = Tr(p). Pour ce faire, considérons une base By = (eq,...,e,) de Jm(p) et
une base By = (€441, -..,en) de ker(p). Comme E = ker(p) ® Jm(p) d’aprés la question (1)(a), la
concaténation B = (e, ..., e,) des bases B; et Bs donne une base de E. Comme e; appartient & Jm(p)
pour tout ¢ € [1,7] et que IJm(p) = ker(Id — p) d’apres la question (1)(b), on voit que p(e;) —e; =0
pour tout ¢ € [1,7], et donc p(e;) = e; pour tout ¢ € [1,r]. De plus, comme e; appartient a ker(p)
pour tout i € [r+ 1,n], on voit que p(e;) = 0 pour tout ¢ € [r + 1,n]. En particulier, la matrice de
p dans la base B est donnée par :

1 0 0
0
1
mats(p) =
0
: oo 0
0 ... ... ... 0 0

Des lors, ceci entraine avec les propriétés de la trace que :
Tr(p) = Tr (matg(p)) =1+ ... + 1 = r = card(By) = dim TJm(p).
Mais par définition du rang, on en déduit que :
rg(p) = Tr(p).
(2) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout k € N* par :

P(k) : ’si En, ..., Ey, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors dim(E1+...4+E) < dim(E1)+...+dim(Ey)”.

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie car dim F; < dim E;. A présent, supposons P (k) vraie pour un
certain k € N*| et montrons que P(k + 1) lest aussi. Soient E1, .., Ex, Fr11 des sous-espaces vectoriels
de E. D’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(E; + ... + Ex + Egy1) = dim(Ey + ... + E) + dim Fy 1 — dim((Ey + ... + Ex) N Eg4q).
Comme dim((Ey + ... + Ex) N Ex4+1) > 0, ceci entraine que :
dim(E; + ... + Ex + Egy1) < dim(Eq + ... + Ey) + dim Ey4.
Mais comme dim(F; + ...+ Fy) < dim(F4) + ... +dim(E}) par hypothese de récurrence, il s’ensuit que :
dim(Ey + ... + Ex + Egy1) < dim(Eq) + ... + dim(Ey) + dim By 1,
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et donc P(k+1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre k > 1.
Par conséquent, on vient de montrer que, pour tous sous-espaces vectoriels F1, ..., Ex de E, on a :

| dim(By + ... + By) < dim(By) + ... + dim(Ej). |

Partie IT : CNS (condition nécessaire et suffisante) pour qu’une somme de projecteurs soit un
projecteur

Soit k£ un entier > 2. On considére des projecteurs pi,...,px de E, et I'on pose qx = p1 + p2 + ... + pk.

(1) Montrons que si, pour tout couple (i,5) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6, alors g est un
projecteur de E. Remarquons tout d’abord que ¢ est un endomorphisme de E car gj, est une somme
finie d’endomorphismes de E et L£(FE) est un espace vectoriel. Si de plus on suppose que p; op; = 0
pour tout couple (i, ) € [1,k]? tel que i # j, alors on trouve par distributivité de la composition par
rapport a 'addition que :

@ = (p1+.+pK)oP1+ ...+ pr)

k k
= 2D pions
i=1 j=1

k
= ZpiopH- Z Pi O p;
i=1

1<i, i<k, i#j
k
= St ¥
i=1 1<i,j<k, i#j
k
= Zpi = gk
i=1

Par conséquent, on en déduit que si, pour tout (4,5) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0, alors :

’ qx est un projecteur de F. ‘

On suppose dans toute la suite que qy est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple
(i,7) € [1,k]? tel que i # j, on a p;op; = 6.

(2) (a)

Montrons que Jm(q) est inclus dans Jm(py) + ... + Jm(py). Pour ce faire, considérons un vecteur
x de IJm(gg). Alors il existe un vecteur z de E tel que z = gx(z). Comme g = p1 + ... + pg, ceci
entraine que :

z=qr(z) = (p1+ - + 1) (2) = p1(2) + - + pr(2).
Comme chaque vecteur p;(z) appartient & Jm(p;) pour tout ¢ € [1, k], il s’ensuit que = appartient
a Jm(p1) + ... + Jm(py). Mais comme ceci est vrai pour tout z € Jm(gq), on en déduit que :

| m(g) € Tm(py) + .- + Im(py). |

Etablissons tout d’abord que rg(gx) = dim(Im(p1) + ... + Im(pg)). D’apres la question précédente,
on a Jm(gg) C IJm(p1) + ... + Im(pg), ce qui nous donne avec la question (2) de la partie I que :

rg(qr) = dim Im(gx) < dim (Jm(py) + ... + Im(pg)) < dim Im(py) + ... + dim Im(py).
Par définition du rang, ceci entraine que :
rg(qx) = dim Im(qg) < dim (Jm(py) + ... + Im(pr)) < rg(p1) + ... +rg(pr). (%)

Par ailleurs, comme g, p1,...,pr sont des projecteurs, on obtient avec la question (1)(b) et par
linéarité de la trace que :

rg(qr) = Tr(qr) = Tr(py + ... +pr) = Tr(p1) + ... + Tr(pr) = rg(pr) + - +18(pr).  (+%)
En associant les relations (%) et (xx), il s’ensuit que :
rg(gqr) = dim Im(gx) = dim (Im(py) + ... + Im(pr)) = rg(p1) + ... + rg(pr)-

Par conséquent, on en déduit que :

‘rg(qk) = dim(Jm(py) + ... + Im(py)). ‘




A présent, montrons que Jm(qx) = Im(py) + ... + Im(px). D’apres la question (2)(a) de la partie 1,
on a l'inclusion de sous-espaces vectoriels Jm(gx) C Jm(py) + ... + Im(py). De plus, comme on vient
de montrer que rg(gx) = dim Jm(gx) = dim (Jm(py1) + ... + Im(pk)), on en déduit que :

| m(g) = Im(pr) + .- + Im(py). |

Etablissons I’égalité : Jm(qx) = Jm(p1) & ... ® Im(py). D’apres la question (2)(b) de la partie II, on
sait que Jm(qx) = IJm(p1) + ... + Im(py). Par ailleurs, on a montré a la méme question que :

rg(qr) = dim Im(qg) = dim (Im(py) + ... + Im(pg)) = rg(p1) + ... + rg(pr),
ce qui entraine la relation suivante :
dim Jm(gx) = dim (Jm(p1)) + ... + dim (Im(py)) .

Par conséquent, on en déduit que :

‘Jm(qk) =Jm(p1) @ ... & Im(p). ‘

Montrons que, pour tout j € [1, k], on a : gx o p; = p,. Pour ce faire, considérons un vecteur z € E.
Comme pj(z) appartient & Jm(p;) par définition et que IJm(gx) = Im(p1) & ... ® Im(py) d’apres la
question (2)(c) de la partie II, on voit que p;(x) appartient & Jm(gx). Dés lors, comme g est un
projecteur de E par hypothese, on voit d’apres la question (1)(b) de la partie I que p;(x) appartient
a ker (Id — ¢), ce qui entraine que p;(x) — gi o p;(x) = 0, et donc g o pj(x) = p;(x). Mais comme
ceci est vrai pour tout z € E, on en déduit que :

qk °Pj = DPj-

Montrons que, pour tout j € [1, k] et pour tout z € F, on a : Zle it pi(pj(z)) = 0. Pour ce faire,
fixons un vecteur z € E. Comme g, op; = p; d’apres la question précédente et que g, = p1+... +pi
par hypothese, ceci nous donne que :

k
qr o pj(z) = (sz) opj(x) = pj(x).

Par distributivité de la composition par rapport a ’addition, on trouve que :

k
> piop;(x) = pi(2).
=1

En particulier, ceci entraine que :
k

> pilpi(@) = pi(x) —p3 ().

i=1, i#]
Comme p; est un projecteur, on sait que p; = p?, et donc :

k
> pilpi(x) = pi(x) — pi(x) = pj(x) — p;(z) = 0.
i=1, i#j

Par conséquent, on en déduit que, pour tout j € [1, k] et pour tout z € F :

> pilpi(a) =0,

i=1, i#j

Montrons alors que, pour tout (i,j) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0. Pour ce faire, fixons un
vecteur x € E. D’apres la question précédente, on sait que :
k
> pilpi(x) =0.
i=1, i

Comme p;(p;(x)) appartient & Jm(p;) par hypothese, on voit que le vecteur u = Zf;l itj Pi (pj(x))
appartient & Jm(p;) @ ... ® IJm(pg). Comme cette somme est directe et que u = ZLL i Pi(pj(2)),
on voit que cette écriture de u est sa décomposition dans la somme directe Jm(p;) & ... ® Tm(pg).
Des lors, il s’ensuit que, pour tout indice ¢ # j :

piopj(x) = 0.
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Mais comme ceci est vrai pour tout x € E, on en déduit que, pour tout (4,5) € [1, k]? tel que i # j,

on a l'égalité :
[piop; =0

(4) A la question (1) de la partie I, on a montré que, si pour tout couple (i,5) € [1,k]? tel que i # j, on
a p; op; = 0, alors g, est un projecteur de E. De plus, on a établi la réciproque de cette assertion a la
question (3)(c) de la partie II. Par conséquent, on peut en conclure que :

qr est un projecteur si et seulement si, pour tout (i,7) € [1,k]* tel que i # j, on a p; o p; = 6.

Corrigé de I’exercice 5. On dit qu'une matrice M € My (R) est involutive si M2 = I, ot I désigne la
matrice identité de Mo (RR). Dans ce qui suit, on considére une matrice M € M2 (R) de la forme :

(1) (a)

a c
w=(55).
Montrons que M? = (a+d)M — (ad — be)I. Pour ce faire, on pose N = M? — (a+d)M + (ad — be)l.
Par des calculs simples, on trouve que :

N = M?—(a+d)M+ (ad —bc)I

()G &) a3 vl )

a? + be ac+cd><a2+ad ac+cd> (ad—bc 0 >

ab+bd be+d? ab+bd ad+ d? 0 ad — be

(a +be —a?® — ad + ad — be ac+cd — ac — cd ) . (O 0)

ab + bd — ab — bd be+d? — ad — d? + ad — be 0 0

Par conséquent, on en déduit que :

| M2 = (a+d)M — (ad — be)l |

Montrons que M est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Supposons tout d’abord que M soit
inversible et montrons que ad — bc # 0. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde et on suppose que
ad — bc = 0. Partant de la relation précédente, on voit que :

M? = (a+d)M.
Comme M est inversible, on obtient par produit avec M1 que :
M=MM"=(@+dMM™" = (a+d)l.

Deés lors, il s’ensuit par identification que a =a+d=d,b=0et c=0,et donca=b=c=d = 0.
En particulier, la matrice M est nulle, ce qui contredit le fait qu’elle soit inversible. En d’autres
termes, on vient de montrer que, si M est inversible, alors ad — be # 0.
Réciproquement, supposons que ad — bc # 0, et montrons que M est inversible. D’apres la question
précédente, on sait que :
M? = (a+d)M — (ad — be)I.
Comme ad — be # 0 par hypothese, on obtient par des calculs simples que :
M—(a+dI| 7
—(ad —bc) |
En particulier, il existe une matrice N € Ma(R) telle que MN = I, et donc M est inversible. Par
conséquent, on en déduit que :

|

‘M est inversible si et seulement si ad — bc # 0. ‘

Dans le cas ol ad — bc # 0, écrivons M ! en fonction de a, b, ¢,d. D’apres les calculs de la question
précédente, on voit que :

M~ = A{(_ac(la—+bi))1 B adl—bc {_ <Z CCl) Hlatd <(1) (1))] .




Par conséquent, on en déduit apres simplification que :

1 d -—c
M= :
ad — be <—b a )
Montrons que la matrice al, ou a € R, est involutive si et seulement si @« = 1 ou a = —1. Par des
calculs simples, on trouve que :

M?>=] «— o’I’=] < dI=] <— dod’=1 < a==+1.

Par conséquent, on en déduit que :

ol est involutive si et seulement si « =1 ou o = —1.

Dans cette question, on suppose que M # I et M # —I. Montrons que M est involutive si et

seulement si a +d = 0 et ad — bc = —1. Supposons tout d’abord que M soit involutive et distincte
de I et —1I, et montrons que @ +d = 0 et ad — bc = —1. Comme M? = I, on voit avec la question
(1)(a) que :

M? =1=(a+d)M — (ad — be)I.
Des lors, il s’ensuit que :
(a+d)M — (ad — bc+ 1)I = 0.
Si 'un des coefficients a+d ou ad—bc+1 était non nul, alors les matrices M et I seraient colinéaires.
Comme M? = I, la matrice M est non nulle, et donc il existerait un réel a tel que M = od. Mais

comme M est involutive, il s’ensuivrait d’apreés la question précédente que M = =4I, ce qui est
impossible par hypothese. Par conséquent, on vient de montrer que :

’si M est involutive, alors a +d =0 et ad — bc = —1. ‘

Réciproquement, supposons que a +d = 0 et ad — bc = —1, et montrons que M est involutive.
D’aprés la question (1)(a), on trouve que :

M? = (a+d)M — (ad —bc)[ =0x M — (—=1) x [ = 1.

Des lors, il s’ensuit que :

’si a+d=0et ad —bc= —1, alors M est involutive. ‘

Par double implication, on en déduit que :

‘M est involutive si et seulement si a +d = 0 et ad — bec = —1. ‘

Ecrivons une fonction en Python qui, & partir d’'une matrice M € Ms(R) distincte de I et —1,
détermine si M est involutive ou pas et affiche le résultat. Pour ce faire, on pourra utiliser la question
précédente de la fagon suivante. On écrit une fonction qui calcule les réels a + d et ad — bc + 1, puis
qui demande s’ils sont tous deux égaux a 0 ou pas, et enfin affiche le résultat en conséquence (on
fera bien attention ici auzx décalages d’indices dans les coefficients matriciels). Plus précisément, on
procedera comme suit :

def invol(m):
x=m[0,0]+m[1,1]
y=(m[0,0]*m[1,1])-(m[0,1]*m[1,0])+1
if x==0 and y==0:
print(’la matrice M est involutive’)
else:
print(’la matrice M n est pas involutive’)

(3) Dans cette question, on suppose que a =5, b=2, c=—4,d = —1.

(a) Trouvons un réel « tel que M = al 4+ B, ou B est involutive. Pour ce faire, supposons qu’un tel réel

« existe. Comme la matrice M (et donc la matrice M — o) n’est pas un multiple de I, on voit avec
la question (2)(b) que la trace de M — o (c’est-a-dire la somme "a + d") doit étre égale & 0, ce qui
nous donne par linéarité de la trace que :

Tr(M —al)=Tr(M) —aTr(I) =5—-1—-2a=4—-2a=0,

d’ou il s’ensuit que o = 2. Vérifions a présent que @ = 2 convient bien. Par des calculs simples, on
trouve que :

ar-ar= (037 ) -0 )62 -(08 BE)-00)



En particulier, la matrice B = M — 2I est bien involutive, et donc :
a=2.

Calculons M™ en fonction de I, B,n pour tout n € N. Comme M = 2[ + B et que les matrices 21
et B commutent, la formule du binéme entraine que, pour tout n € N :

M™ = (2] + B)" = i (’;) B*(21)"*.

k=0

Comme B2 = I, on voit que B% = (B?)! = [' = I et B**! = (B?)!B = I'B = B pour tout i € N.
Des lors, on obtient en développant la somme ci-dessus et en en séparant les termes d’indice pair et
impair que, pour tout n € N :

Mr = (g) BY(21)" + (’D B'(2D)' + <Z) B2(20)% + ...+ (Z) B"(21)°

"Yorr 4 (Mot 4+ (") on2r 4 4+ (" )20B”
0 1 2 n

3 (Z)T—’f I+ > (Z)Tb—k B.

0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

Toujours d’apres la formule du binéme, on trouve que :
n __ S n kon—k _ n n—k n n—k
2+1)" = Z(k)m = > | (k)2 + Z | (k>2
k=0 0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

n

S (e =y (e (1)

k=0 0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

2-1"

Par sommation et différence de ces égalités, on obtient que :
n 1 n 1
7P =_(3"+1) et 2" =_(3" - 1).
> (rreyesn @ 5 (Prregen-y
0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

1 1
M" = (3" + DI+ (3"~ 1)B.

2
Montrons que M est inversible et vérifions que la formule de (3)(b) est encore valable pour n = —1.
Pour ce faire, on désigne par N la matrice obtenue a ’aide de la formule ci-dessus pour n = —1,

c¢’est-a-dire :
1 1 2 1
N=-3'+1DI+=3'-1)B==I-=-B.
2( +1) +2( ) 37 3

D’apres les propriétés du calcul matriciel, on trouve que :

MN = (2I+ B) (;1;3)

4 2 2 1
= —-IxI+-BxI—-—-IxB—--BxB
3 3 3 3

4 1
= -I-_-B2
3 3
Mais comme B2 = I, on trouve que :

4 1 1
MN=-I—--B)=_T—-]=1.
37 3 37 3



Des lors, il s’ensuit que M est inversible, d’inverse N. Mais comme N est la matrice obtenue a l'aide
de la formule de la question (3)(c¢) pour n = —1, on en déduit que :

1 1
M est inversible, d’inverse : M ! = 5(3*1 +1)I+ 5(3*1 —-1)B.

Corrigé du probléme 1.

Préliminaires :

1

1) (a) Justifions que, pour tout n € N, on a : et = o L). Pour ce faire, on pose y = 2 et
t

t—)?—oo
o= . Comme y tend vers +o0o quand ¢ tend vers 400, on obtient par croissances comparées et
par composition des limites que :

n+2
2

n+2e=t" — v — 0.

eY t—+oo

Des lors, il s’ensuit que ¢ (t"e_t2) tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0, et donc :

2 1
" —t — -
€ t—+o0 o (t2>

(b) Montrons que, pour tout n € N, 'intégrale fj;f tne=t"dt converge. Comme la fonction t — ¢"e~t"
est paire (resp. impaire) si m est un entier pair (resp. impair), il suffit de vérifier que l'intégrale

f+°° tne=t"dt converge. De plus, comme la fonction ¢ —s t"e~t est continue sur [0, +o0], l'inté-

0
grale en question présente une impropreté en +oo. Reste a étudier cette impropreté. Mais comme
2
the”” = o (t%) et que l'intégrale f1+oo % converge (en tant qu’intégrale de Riemann), on voit que

t——+o00
lintégrale [ 1+oo tne=tdt converge aussi d’apres le critere de négligeabilité. En particulier, 'intégrale

f0+°° tne=t"dt converge, et donc :

+oo 5
I'intégrale / t"e~ " dt converge.

— 00

(¢) Montrons que, pour tout polynéme P € R[z], 'intégrale fjoooo P(t)e~*dt converge. Etant donné un
polynéme P : x — ag 4+ a1z + ... + a, 2™ quelconque de R[z], on obtient par un calcul évident que,
pour tout £t € R :

n
P(t)e*t2 = Z apthe ™.
k=0

Mais comme chaque intégrale fj;o the=t"qt converge d’apres la question précédente, il s’ensuit par
linéarité de l'intégrale que, pour tout P € R[z] :

—+o0
I'intégrale / P(L‘)e_t2 dt converge.

— 0o

+o0 +oo
(2) On rappelle que / e~ dt = /7, et I'on pose pour tout n € N : I,, = / et dt.

— 00 — 00

(a) Montrons que, pour tout n € Ny on a : I;,40 = ("T'H) I,,. Pour ce faire, soient a,b des réels tels que
a < b, et posons u(t) = % et v(t) = —e®” pour tout ¢t € [a,b]. Alors les fonctions u et v sont

de classe C! sur [a,b], et de plus u/(t) = 2™ et v/(t) = 2te="" pour tout ¢ € [a,b]. Dés lors, par



intégration par parties, on obtient que :

/bt"+26_t2dt = /bu(t)v’(t)dt
~ lutneel - [ " Botar
trtle—t? ’ b+ 2
— [_2 1@—/@ Tt” X (—e_ )dt

prtlo—b? n+1,—a® 1 b
et +<n;r >/t”et2dt.

Comme b"le=t” tend vers 0 quand b tend vers 400 et que a™*le=%" tend vers 0 quand a tend vers
—oo d’apres la question (1)(a), il s’ensuit par passage & la limite quand b tend vers +o0o, puis quand
a tend vers —oo que :

+oo +oo
1
/ 2ot gp — (";’ )/ et dt.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

n+1
In+2:( 2 )In

(b) Montrons que, pour tout p € N, on a : Ispq1 = 0. Par définition, on sait que :

+o0 R
IQerl :/ t2p+1€_t dt.
—00

Notons que la fonction f : t — t2P*1e=t" est impaire sur R. En effet, pour tout ¢ € R, on a :
f(—=t) = (_t>2p+1e—(—t)2 _ (_1)2p+1t2p+16—t2 _ _t2p+1e—t2 = —f(t).

Des lors, il s’ensuit que, pour tout p € N :

+o00
Igp+1 = / f(t)dt = 0

— 00

Par conséquent, on en déduit que, pour tout p € N :

(¢) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout p € N par :

P): "Iy = S

P 92pp

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car :

too too (0)!
Io:/ Pt dt:/ e Vdt =7 VT

- - ~ 200!

A présent, supposons que P(p) soit vraie, et montrons que P(p + 1) 'est aussi. Par hypothese de
récurrence, on sait que :

(2p)*

2p = 22pp!
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D’apres la question (2)(a), on trouve alors que :

2p+ 1
IQp = (2) I2p

§

2p+1
22pp'

2p+1)(2p+2
22(p+1)

2p)! Jr

Qpp!

(s
()
Sk

(2p+2)(2p+1)(2p)!
22 x 222(p + 1)p! VT

B (2p + 2)!
e

2 1))!
N IR L
22(p+1) (p + 1)!
et donc P(p + 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre
p € N. En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout p € N :

Gy

P 92y

I. Calculs d’intégrales dépendant d’un parametre :

(1) Montrons que, pour tout z € R, les intégrales f0+°° sin(mt)e*trzdt et f0+°o tcos(:vt)e’tgdt convergent.
Pour ce faire, considérons la premiere intégrale. Comme la fonction ¢ — sin(an‘t)e_t2 est continue sur
[0, +00], I'intégrale fo sin(zt)e""dt présente une impropreté en +oo. De plus, comme |sin(zt)| < 1
pour tout t € [0, +o00[, on obtient que, pour tout t € [0, +o0] :

’sin(:mf)fft2 <e?.

Deés lors, comme 'intégrale f0+°° et converge d’apres 1’énoncé, et que les fonctions ¢ — | sin(xt)e*t2|
et t —s e~'" sont positives sur [0, +00[, lintégrale f0+oo |sin(xt)e’t2|dt converge d’apres le critere de
comparaison des intégrales de fonctions positives. En particulier, I'intégrale fOJrOO sin(ﬁlct)e*t2 dt converge
absolument, et donc :

400 5
I'intégrale / sin(zt)e”" dt converge.
0

A présent, considérons la deuxiéme intégrale. Comme la fonction t — tcos(xt)e*1t2 est continue sur
[0, +00[, 'intégrale fo-'rootcos(:z:t)e_t2 dt présente une impropreté en +oco. De plus, comme | cos(zt)| < 1

pour tout ¢ € [0, +o0o[, on obtient que, pour tout ¢ € [0, +o00] :
<te "

‘tcos(mt)e_t

Des lors, comme 'intégrale f0+°° te=t"dt converge d’aprés la question (1)(b), et que les fonctions ¢ —s
—¢2 _¢2 i ye 42 +oo _¢2 y N
|t cos(xt)e™"" | et t — te™"" sont positives sur [0, +ocl, intégrale ["" |t cos(xt)e™"" |dt converge d’aprés
le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives. En d’autres termes, on voit que l'intégrale
+oo —¢2
Jo  tcos(xzt)e" dt converge absolument, et donc :

+oo
I'intégrale / tcos(zt)e~ " dt converge.
0

(2) On considere a présent les fonctions S et C' définies pour tout « € R par :

+o0 5 400 )
S(x) :/ sin(zt)e " dt et C(x) z/ tcos(zt)e " dt.
0 0
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Montrons que, pour tout (a,\) € R% on a :

2
|sin(a + A) — sin(a) — Acos(a)| < %

Pour ce faire, on peut remarquer que la fonction f = sin est de classe C2 sur R, et que de plus

sin’(z) = cos(z) et sin”(z) = —sin(z) pour tout z € R. Dés lors, d’aprés I'inégalité de Taylor-
Lagrange appliquée a la fonction f sur l'intervalle I d’extrémités a et a + A, on a :
/\2

[sin(a + \) — sin(a) — Acos(a)| < supmel\f”|(x)7.

Mais comme |f”(z)| = |sin(z)| < 1 pour tout € I, on voit que sup,¢;|f"|(z) <1, et donc :

2
|sin(a 4+ A) — sin(a) — Acos(a)| < %

Montrons que, pour tout x € R, on a :

. S(x+h)—S(z) B
Ilzlinof —C(z)=0.

Pour ce faire, partant de la question précédente ou l’on remplace a par xt et A par th, on obtient
que, pour tout (z,h,t) € R? :
t2h?
|sin((x 4+ h)t) — sin(xt) — thcos(zt)| < -

t

Si 'on multiplie cette inégalité par e~ 2, alors on trouve que, pour tout (z,h,t) € R? :

2h2e—t"
TR

Si 'on integre cette inégalité entre 0 et un réel o avec @ > 0, alors on obtient avec 'intégalité
triangulaire et par lindarité de I'intégrale que, pour tout (z,h,t) € R? :

[e% « «
/ sin((z + h)t)e_tht - / Sin(act)e_t2 dt — / th cos(;vt)e_t2 dt
0 0 0

| sin((x + h)t)e*t2 — sin(xt)e*t2 —th cos(mt)e*t2| <

IN

«
/ | sin((z + h)t)e_t2 - sin(mt)e_t2 —th cos(gct)e_752 |dt
0

o y2p2 —t?
< / e g
O 2

Comme les intégrales S(x + h), S(z),C(x), 0+°° t2e="dt convergent d’apres les questions précé-
dentes, il s’ensuit par passage a la limite quand « tend vers +oo que, pour tout (z,h) € R? :

400 1272 —t2
t“h
S/ R,
0

+oo 2 +o0 2 +o0 5
/ sin((z + h)t)e " dt —/ sin(xt)e™" dt —/ thcos(zt)e " dt 5
0 0 0

ce qui se retraduit a l'aide des fonctions S, C et de l'intégrale I5 sous la forme :

w@+hyﬂﬂm—hcwﬂg%%%

En divisant par |h|, on obtient que, pour tout x € R et tout h € R* :

S(z+h) — S(z)

- — C(x)

I
< < —=|h|.
0<| < 2/

Mais comme 12—2|h| tend vers 0 quand h tend vers 0, le théoreme des gendarmes entraine que, pour
tout x € R :

S(x+h)—=S(@) C@)| — 0,
h h—0
d’ou 'on déduit que, pour tout z € R :
lim S+h)—5() C(z) = 0.
h—0 h
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()

Montrons que S est dérivable sur R, et que S’ = C. D’aprés la question précédente, on voit que,
pour tout z € R :
S(zx+h)—S(x
ligg S@+h) = 5@) _ C(x).
h—0 h
Mais ceci signifie exactement que S est dérivable en x pour tout x € R, et que de plus S’ (z) = C(z).
Par conséquent :

la fonction S est dérivable sur R et de plus : S’ = C.

Etablissons que, pour tout x € R :

1 =z
C(z) == — =S(x).
() = 5~ 25(a)
Pour ce faire, fixons un réel a > 0, puis posons u(t) = 1 cos(xzt) et v(t) = —e'” pour tout t € [0, a].
Alors les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, a], et de plus u/(t) = — iz sin(at) et v/(t) = 2t

pour tout ¢ € [0, «]. Dés lors, par intégration par parties, on obtient que :

/Oa teos(zt)e Udt = /Oa u(t)v' (t)dt

2
3 @ 1 1 a
= —% + 3~ §x/0 sin(xt)e_tzdt.

Comme |cos(za)| < 1 pour tout a > 0, on voit que cos(:coz)e*”‘2 tend vers 0 quand « tend vers
+00. Dés lors, il s’ensuit par passage a la limite quand « tend vers 400 que :

+oo +o0
1 1
/ tcos(xt)e*ﬁdt =-- f:c/ sin(xt)e*ﬁdt.
0 2.2 Jo

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € R :

Montrons que, pour tout x € R, on a :
22 T 2
2T S(x) = / eTdt.
0

%2
Pour ce faire, on pose f(z) = 2e°7 S(z) pour tout z € R. Alors la fonction f est dérivable sur R
comme produit de fonctions dérivables (vu que S est dérivable d’apres la question (2)(c)). De plus,
pour tout = € R, on trouve avec les questions (2)(c) et (3)(a) que :

P = (20 5@)

= 2 (g) B%S(JJ) + 26%5'(38)

— 2eTS(z) 4205 (1 _ 9”5(9[;))
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z2 , . oy . 2
Deés lors, comme les fonctions f’ et * — e’T sont égales sur R, leurs primitives sont aussi égales
sur R & une constante additive pres. En particulier, il existe un réel Cj tel que, pour tout x € R :

flx) = Qe%S(x) = / e%dt—l—C’o.
0

Mais comme sin(0) = 0, on obtient par définition de S que :

+oo 5 +oo
S(0) :/ sin(z.0)e™" dt :/ 0.dt = 0.
0 0

En particulier, il s’ensuit que :

2

0 2
F(0) =2eTS(0)=0= / eTdt + Cy = Cy,
0

d’ott 'on déduit que Cy = 0. Par conséquent, on a pour tout x € R :

m2 r t2
QeTS(:E):/ eTdt.
0

(c) D’apres la question précédente, on obtient que, pour tout z € R :

1 z 2 1 22 z
S(x) = — / erTdt=—e T eTdt.
0 2 0

Comme de plus C(x) =
que, pour tout x € R :

1 a2 [T 2 1 22 [T 2
C(x)zi—g.ie_T/o ertzi—ze_T/o eTdt.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € R :

1 .2 [T 2 1 22 [T 2
S(x) = Ee_T/O eTdt et C(z) = 3~ Ze_T/O eTdt.

II. Obtention d’un développement limité

(1) Montrons que, pour tout z € R, lintégrale g(z) = f+oo —L e tdt converge. Tout d’abord, on peut

—o0 14+z2t2

remarquer que la fonction ¢ — * est paire sur R, et donc il suffit d’établir la convergence

1t

N s 112222 € )
b4 I R . 1t :

de l'intégrale fo eeredc dt. De plus, comme la fonction ¢ — 7€ | est continue sur [0, +o00],

2t2

Iintégrale f0+oo 1Jrgc%we_tzdt présente juste une impropreté en +oo. Enfin, comme 1 + z°t* > 1 pour

tout ¢ € [0, +oo[, on trouve que, pour tout ¢ € [0, 00| :
1 2 2
0< ———e " <e .
1+ a2t -
D’apres la question (1)(b) des préliminaires, on sait que l'intégrale fjooj 2=t gt converge pour tout
p € N, et donc fo+oo 2=t dt converge aussi pour tout p € N. En particulier, on voit en prenant p =0

sz +oo 42 N sz +o0 —2 N PN
que lintégrale [;"” e~ dt converge. Dés lors, 'intégrale [; m%t?e " dt converge d’apres le critére de
. . ’ . oy 7 . p— 2
comparaison des intégrales de fonctions positives. Par conséquent, comme la fonction ¢t — M%*Qe ¢

est paire sur R, on en déduit que, pour tout x € R :

+oo 1

m€7t2 dt converge.

I'intégrale g(x) = /

— 00

(2) (a) Montrons que, pour tout u > 0, on a :

0<(1—u+u?) —
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Par des calculs simples, on trouve que, pour tout u > 0 :

1 14u)(l —u+u?) -1
1- 2o — =
T 1+u

l—u+uwl4+u—u?4ud—1
1+u

ud

1+u

ud
14w

Comme u > 0, on voit que 1 +u > 1, et donc 0 < < u3. Par conséquent, on en déduit que,

pour tout u >0 :

1
u

w

Montrons que, pour tout x € R, on a :

+o0 1
0< / (1—2%t* + x4t4)e*t2dt —g(z) < STﬁxG.

— 00

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout v > 0 :

1
0<(1—u+u?) - <u?
<( +tu) -7 T S
En remplacant u par 2%¢2, on obtient que, pour tous z,t € R :
1
0<1—a2? + 2™t — ——— <%,
- + 1+ 222 —
En multipliant le tout par e’tQ, on trouve que, pour tous x,t € R :
1 2 2
0<(1—222+athe ™ — — et < 85",
<( + ) T <
D’apres la question (1)(b) des préliminaires, on sait que 'intégrale fj;o 5e=t dt converge, et donc
I'intégrale f_Jr;o 256t qt converge par linéarité. D’apres le critere de comparaison des intégrales
de fonctions positives, on obtient que I'intégrale fj;o[(l — 222 42t )e ! — 1M¥2t2e*tz]dt converge.
Deés lors, il s’ensuit par croissance de l'intégrale que, pour tout z € R :
+oo 5 1 2 +oo 5
0< / (1- 2t + x4t4)e_t — ﬁe_t dt < / 25t8%e~t dt.
oo 1+ 2%t oo

Comme l'intégrale fj;o( 1— 222 4+ 244 e~ dt converge d’apreés la question (1)(c) des préliminaires
et que lintégrale g(z) = j;o 1+;2t2 et converge d’apres la question (1) de la partie III, on

obtient par linéarité de 'intégrale que, pour tout z € R :

+oo 2 +oo 1 2 oo 2
0 g/ (1 — 2%t + 2*th)e™! dt—/ ———e dt g/ 25t5e dt.
1+ 2242

— 00 — 0o — 00

Toujours par linéarité de I'intégrale, ceci entraine que, pour tout z € R :

too 2 +oo 1 2 too 2
0< (1 — 22 + 2t e " dt — ———e Vdt <2 tSe=t dt.
1+ z2¢2

— 00 — 00 — 00

Comme I = fj;o t5¢=**dt, on voit avec la question (2)(c) des préliminaires que :

(2 x 3)! 6x5x4x3x2
I: =
o vr 26 x 3 x 2

15
22x33] V=gV

En reportant ceci dans I'encadrement ci-dessus, on obtient que, pour tout z € R :

0< /+OO(1 — 2%t + x4t4)e*t2dt - /+OO #e*ﬁdt < gﬁf
- 14 222 -8 '

— 00 — 00

Mais par définition de g, on en déduit que, pour tout = € R :

400
1
0< / (1— 22 + 2*tYe " dt — g(a) < ;ﬁxG.

— 00
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(3) Montrons que g admet un développement limité & Pordre 5 en 0 et donnons ce développement limité.
D’apres la question précédente, on sait que, pour tout = € R :

+o0 .
0< / (1— 2> + l’4t4)67t2dt —g(x) < =/ma®.

D’aprés la question (1)(b) des préliminaires, on sait que I'intégrale ff;: 2=t dt converge pour tout
p € N. Par linéarité de 'intégrale, on trouve que, pour tout z € R :

+o0 R +o0 9 4 +o0 4 5 15
0 S/ et dt—xQ/ tre " dt +x / tte ™V dt — g(x) < gﬁxﬁ

— 00 oo — 00

Par définition de I,,, ceci entraine que, pour tout = € R :
15
0 < Iy— La?+ Lia* —g(z) < g\/?rxﬁ. (%)

A noter que Iy = /7 d’aprés la question (2)(c) des préliminaires. De plus, on voit d’aprés la méme
question que :

(2 x 1)! 2 1
b= Sy Ve = gVr = vm
Par ailleurs, on trouve avec la méme question que :
(2 x2)! 4x3x2 3
L= Smag VT = —35 VT VT

En particulier, I'inégalité (x) se réécrit sous la forme suivante, pour tout z € R :

1 3 15
0<Vrm— 5\/77'362 + 1\/7?334 —g(z) < gﬁxﬁ. (%)
Considérons alors la fonction € : R — R, définie par £(0) = 0 et pour tout 2 € R* par :

s ks Vit )

x
D’aprés 'encadrement (), on voit que, pour tout 2 > 0 :

0<e(z) < %ﬁx
De méme, toujours d’aprés (xx), on constate que, pour tout x < 0 :
%\/ﬁc <e(x) <0.
Dans tous les cas, ceci nous donne que, pour tout x € R* :
VAl < e(e) < Tvalal

D’apres le théoréme des gendarmes, il s’ensuit que e(x) tend vers 0 quand z tend vers 0. Par ailleurs,
on sait par construction de la fonction € que, pour tout z € R :

9(z) =V — VT + SVt — ae(e).

Par conséquent, on en déduit que g admet un développement limité a ’ordre 5 en 0 donné par :

o(&) = V7~ VTR 4 S+ ola?)

0

ITI. Nature d’une série :

ontrons que, pour tout p € N, l'intégrale u, = et converge. Tout d’abord, on peut
1) Mont tout p € N, Iintégrale u, = [T

—oo t2+(2p)!
2 2

#;p)!e_t est paire sur R, et donc il suffit d’établir la convergence de

0+°° %e*trzdt. De plus, comme la fonction ¢ — %e*tz est continue sur [0, +o0l,

I'intégrale f0+oo %e*ﬁdt présente juste une impropreté en +oo. Enfin, comme 2 + (2p)! > (2p)!

pour tout t € [0, 400[, on trouve que, pour tout ¢ € [0, +00] :

remarquer que la fonction ¢ —

Iintégrale

2P 2 2p 2
0< —— et < ¢t
T+ (2 T (2p)
D’aprés la question (1)(b), on sait que lintégrale fjof 2=t dt converge, et donc f;oo 12—t gt
+oo 2P

. . . 7’ — 2 . 7 . 7 . . . 7’
converge aussi. Des lors, 'intégrale e~ %" dt converge par linéarité, ce qui entraine que I'intégrale

0 (2p)!
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+o0 2P —¢2 B < RN . . , . .
fo T dt converge d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives. Par

conséquent, on en déduit que, pour tout p € N :

+oo t2p t2
I'intégrale u, = / ———e¢  ° dt converge.
gty = | Ei(2p) 8

Montrons que, pour tout p € N, on a : 0 < u, < é;‘;!. Comme a la question précédente, on voit que,
pour tout t € R :
t2p t2p
0< 7642 < 7671&2
12+ (2p)! (2p)!

Par croissance de l'intégrale, ceci entraine que :

+o0 +oo $2p 2 too 42p 2
/ 0.dt g/ — e Vdt g/ ——e tat,
— s 12+ (2p)! — (20!

vu que toutes les intégrales en question convergent d’apres les questions précédentes. Des lors, par
linéarité de 'intégrale, il s’ensuit que :

+oo 2P 2 1 Foo 2
0 g/ et dt < —/ t2Pe=t" dt.
—eo 124 (2p)! 2! -

Par définition de u,, et Iy, on en déduit que, pour tout p € N :

Iy
(2p)!

Montrons que la série Y u, converge. Tout d’abord, on voit que Y u, est une série & termes positifs
d’apres la question précédente. De plus, d’apres la question ci-dessus et la question (2)(c¢) de la premiére
partie, on trouve que, pour tout p € N :

Ly,  (2p)! 11 )
=) 22pp!ﬁ * @) 22”p!ﬁ_ 4;0! v
(1)°

Drapres le cours, on sait que la série exponentielle > converge, et donc la série VT

0<u, <

1\P
(1)

p!
aussi par linéarité. Des lors, la série Y u,, converge d’apres le critére de comparaison des séries & termes

positifs, et donc :

converge

la série E u, converge.

2. Sujet type ESSEC

Corrigé du probléme 2. On désigne par I lintervalle [1,4o00[, par E 'espace vectoriel des fonctions

continues et bornées sur I a valeurs réelles et par C*(I,R) I’espace vectoriel des fonctions de classe C! sur I &
valeurs réelles. On fixe enfin un réel a strictement positif. Pour tout élément f de E, on dit quune fonction

y de C*(I,R) est une solution du probléme (Ej) si :

Veel, y(z)—ay(z)+ flz)=0.

L’objectif de ce probléeme est de montrer qu’a tout élément f de E, on peut associer une unique solution g
de (Ey) qui soit bornée sur I, puis d’étudier Vopérateur U : f — g. Les trois parties du probléemes traitent,
souvent a partir d’exemples, de propriétés de l'opérateur U.

(1)

Existence et propriétés élémentaires de 1’opérateur U :

(a) Etude de l’équation (Efy).

(i) On consideére f € E et y € C}(I,R). Commencons par écrire la dérivée de x — e~ @y(z).
Comme les fonctions y et exponentielles sont de classe C! sur I, on voit par produit que la
fonction g : & — e~ %@y(x) est de classe C! sur I et de plus, on a pour tout z € I :

axr

g'(x) = —ae~y(x) + ey (x) = e~ (—ay(x) + ¥/ (1)), |

Montrons alors que y est solution du probléme (Ey) si et seulement sil existe K € R tel que :

Ve el, y(z)=e™ (K - /l e“”f(t)dt) .

1



(iii)

(iv)

17

Pour ce faire, on part du fait que :

y est solution du probléme (Ef) <= Vaxel, y'(z)—ay(z)+ f(z) =0

l

Veel, ¢'(z) =—e " f(z)

!

g est une primitive de x — —e ™ f(x) sur I

e 3JKEeR, Vzel, g(x):K—/ e f () dt
1

< dJKeR, Veel, ylz)=e* {K—/ e‘”f(t)dt}.
1

Par conséquent, on en déduit que :

y est solution du probléme (Ey) <= 3K € R, Vz eI, y(x) =" {K - / e " f(t) dt} .
1

Montrons que, s'il existe une solution de (Ey) qui soit bornée sur I, celle-ci est unique. Pour ce
faire, supposons qu’il existe deux solutions y; et yo de (Ef) qui sont bornées sur R. D’apres la
question précédente, il existe deux réels K; et K tels que, pour tout z € I :

v (z) = e (Kl— /1 me“”f(t)dt) ot yo(z) = o <K2— /1 " emat f(t)dt).

Comme y; et yo sont bornées sur I, leur différence yo — 31 l'est aussi. En particulier, la fonction
x — (K1 — K3)e® est bornée sur I. Comme cette fonction tend vers +0co quand x tend vers
+oo si Ky # Ky (car a > 0), il s’ensuit que K7 = K>, et donc y; = yo. Par conséquent :

‘si (Ef) admet une solution bornée, alors elle est unique. ‘

Vérifions que l'intégrale 1+°° e~ f(t)dt est convergente. Comme la fonction f est continue sur I
par hypotheése, la fonction ¢ — ¢~ f(¢) est continue sur I comme produit de fonctions continues
sur I, et donc l'intégrale 1+°° e~ f(t)dt est impropre en +00. De plus, comme f appartient a E,
cette fonction est bornée sur I par une constante positive que l'on notera K, et donc |f(¢)| < K
pour tout ¢ € I. En particulier, ceci nous donne que |e~? f(t)| < Ke~* pour tout ¢t € I. Comme
a > 0, 'intégrale exponentielle ffLOO e~ dt converge, et donc l'intégrale ffoo Ke™%dt converge
par linéarité. D’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives, il s’ensuit
que l'intégrale 1+OO e~ f(t)dt est absolument convergente, et donc convergente. Par conséquent,
on en déduit que :

+oo
Iintégrale / e~ f(t)dt converge.
1

Démontrons que la fonction g : x — e%* f;oo e~ f(t)dt est 'unique solution de (Ey) qui soit
bornée sur [1, +oo[. D’apres la relation de Chasles, on voit que, pour tout x € I :

g(z) = e /;_OO e " f(t)dt = ™ (/1+<><> e " f(t)dt — /lw e_atf(t)dt> .

Si 'on pose K = f1+°° e~ f(t)dt, alors ceci nous donne que, pour tout x € I :

g(z) = eo= (K - /1 "ot f(t)dt) .

En particulier, on obtient d’apres la question (1)(a)(¢) que g est solution de (Ey). De plus, on
trouve avec l'inégalité triangulaire que, pour tout x € I :

+o0 +oo
o) = e | e‘”f(t)dt‘ée‘”” [ e sl

Comme f appartient a F, la fonction f est bornée sur I. Soit C est un majorant de |f| sur I.
Comme |f(t)] < C pour tout ¢t € I, ceci entraine par croissance et linéarité de U'intégrale que,



pour tout x € I :

“+oo
lg(z)] < Ceax/ e tdt
xr
Y
< Ce* lim e~ dt
y—+oo .
efat Yy
< Ce* lim {— }
y—r+oo a
x
e T C
< Ce* x — = —.
a a

En particulier, la fonction g est bornée sur I, et donc g est une solution bornée de (Ey) sur I.
D’apreés la question (1)(a)(i¢), on en déduit que :

+oo
g:xr— e / e~ f(t)dt est I'unique solution bornée de (E;) sur I.
xr

Dans toute la suite du probléme, si f € E, on note U(f) la fonction g obtenue d la question (1)(a)(iv).

(b) Linéarité de U.

(i) Explicitons U(f) dans le cas ot f = 1. Par des calculs simples, on trouve que, pour tout € I :

U(f)(z) = o= /m e~ X 1% di

Y
= e lim e~ dt

y—+oo J.
—atY
. e @
= e lim |-
y—+oo a
xT
—axr
e
= e x =-.
a a

Par conséquent, on en déduit que :

I —
U(f):{

T

S

(ii) Montrons que U est un endomorphisme de E. Pour ce faire, soient fi, fo des éléments de FE et
soient a1,as € R. Comme f1, fo sont continues et bornées sur I, la fonction oy fi + as fo est
continue et bornée sur I. De plus, on obtient par linéarité de 'intégrale que, pour tout x € I :

Ul(arfi +azfa) (v)

+oo
e* / e (ayfi + aofy) (t)dt

+oo +oo
= a1e® / e f1(t)dt + e / e fo(t)dt

= U (f) () + a2l (f2) (),

d’ott il s’ensuit que U (a1 f1 + aafe) = a1U (f1) + a2U (f2), et donc U est linéaire. De plus, pour
tout f € E, on sait d’apres la question (1)(a)(iv) que la fonction U(f) est bornée sur I. Des
lors, comme f est continue sur I, la fonction ¢ — e~ f(¢) est continue sur I comme produit de
fonctions continues sur I. En particulier, la fonction z — flz e~ f(t) est de classe C! (et donc
continue) sur I comme primitive d’une fonction continue sur I. Or on voit d’aprés la relation de
Chasles que, pour tout = € I :

/:oo e “f(t)dt = /:oo et F(t)dt — /fe_atf(t)dt.

1
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En particulier, la fonction z —— f;roo e~ f(t)dt est continue sur I comme différence d’une
constante et d’une fonction continue sur I. Par produit avec la fonction z — ™", il s’ensuit
que la fonction U(f) est continue sur I, et donc U(f) appartient & E car U(f) est aussi bornée
sur I. En d’autres termes, I’application U envoie tout élément de F sur un élément de E, d’ou
I’on déduit que :

‘ U est un endomorphisme de E. ‘

Montrons que 'endomorphisme U est injectif. Pour ce faire, il suffit de vérifier que ker(U) = {0}.
Soit f un élément de E tel que U(f) = 0. Alors, cela signifie que, pour tout = € I :

—+o0
U(f)(z) = e“/ e f(t)dt = 0.

Comme e** # 0 pour tout = € I, ceci entraine que, pour tout = € I :

+oo
/ e " f(t)dt = 0.

D’apres la relation de Chasles, on obtient que, pour tout =z € I :

+oo x
—at _ —at —
/1 e~ f(t)dt /1 e~ f(t)dt = 0.

Comme la fonction  — [i" e f(t)dt est une primitive de la fonction z — e~ f(z) sur
lintervalle I, il s’ensuit par dérivation que —e™%* f(x) = 0 pour tout x € I, ce qui entraine que
f(z) = 0 pour tout z € I, et donc f = 0. Par conséquent, on en déduit que ker(U) = {0} et :

U est injectif.

On définit les puissances successives de U par U = Idg et pour tout n € N* par U" = U 1o U.
Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

+o0 (t _ x)n

n!

P(n): “Vf € B, Vo € I, UM (f)(z) = e / et F(1)dt.”

xr
Tout d’abord, on remarque par définition de U que, pour tout f € E et pour tout = € I :

+oo 0

D oy,

x)

U (@) = U = [ e = e [T

x x
et donc P(0) est vraie. Supposons maintenant que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N,
et montrons que P(n + 1) l'est aussi. Fixons un élément f de E et posons g = U(f). Comme
U est un endomorphisme de E d’aprées les questions précédentes, on voit que g appartient a F.
Deés lors, on obtient par hypotheése de récurrence que, pour tout x € I :

t—ax)"

n+2 o n+1 _ n+1 __ax +OO( —at
U (f)(@) = U (U()(@) = U™ (g)(2) = ™ | e"“g(t)dt.

n!

Comme g = U(f) est solution du probléeme (E¢), on voit que g est de classe C' et que, de
(t—x)" !
(n+1)!
pour tout t € [x,y]. Alors les fonctions u et v sont de classe C! sur [z,y] et de plus, on a
U (t) = —ae~g(t)+e g (t) = —e " f(t) et ' (t) = % pour tout ¢ € [z, y|. Par intégration

par parties, on trouve que :

/xy(tx)neatg(t)dt = /myu(t)v'(t)dt

n!

plus ¢ —ag + f = 0 (x). Fixons un réel y > x et posons u(t) = e %g(t) et v(t) =

= e - [ oo

= [—e‘“(t o) ]z + /my e f(t) (t—a)™ dt

(n+1)! (n+1)!
—ay( — x)ﬂ-ﬁ-l Y —at (t — x)n-i-l
= y(n—i—l)! +0+/x e IOt



20

Comme e~%(y—x)" ! tend vers 0 quand y tend vers +o0o par croissances comparées, on obtient

par passage a la limite quand y tend vers +oo dans 1’égalité ci-dessus que, pour tout x € I :

+o0 — ) too o 1
/ %e_atg(ﬂdt = / e—atf(t>udt.

. (n+1)!
En particulier, ceci nous donne que, pour tout x € I :
+oo n +oo n+1
n+2 __ _ax (t — J?) —at __ ax —at (t — l‘)
) = e [ ey mar = e [T e

et donc P(n + 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout
ordre n € N, et donc :

> (t—a)

vneN, VfeFE, Vxel, U"H(f)(x):e“/ ne*“tf(t)dt.

© n!

(¢) Cas des fonctions exponentielles.

(i) Pour k un nombre réel positif et fi la fonction # — =% explicitons U(fx). Comme k > 0 et
que a > 0, on voit que k + a > 0. Deés lors, on trouve que, pour tout x € I :

U(f)(@) = / T et kg

+oo
= e‘“”/ e (@thtgy
xr

Y

= e lim {— ! e(‘”k)t]

Yy—+00 a+k z
1 1
_ ax —(at+k)z _ —ka:.
¢ a+ ke a+ ke
Par conséquent, on en déduit que, pour tout k£ > 0 :
Ufe) = ——
M+ kT

(ii) Montrons que, pour tout réel A €]0, 1], on a ker(U — Aldg) # {0}. Fixons un réel X €]0, 1] et
posons k = % — a. Comme \ appartient a ]0, %], on voit que % > a, et donc k > 0. De plus,

d’apres la question précédente, on trouve que :

U(fk):aikfk: =

fx = M.

a+§—a

En particulier, ceci nous donne que (U — Mdg)(fx) = U(fx) — Afx = 0. Comme la fonction f
est non identiquement nulle sur I, il s’ensuit que ker (U — Aldg) # {0}. Par conséquent :

VA € }0, ﬂ , ker(U — Aldg) # {0}.

(iii) Pour tout n € N, explicitons tout d’abord U™ (f). D’apres la question (1)(c)(i), on sait que
U(fr) = ﬁ fx- Montrons alors par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

P00 = (57 ) A

0

Pour n = 0, on constate que U? (fy) = fr = (ﬁ) fx, et donc P(0) est vraie. Supposons

maintenant que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N, et montrons que P(n + 1) l'est
n

aussi. Par hypothése de récurrence, on sait que U™ (fi) = (ﬁ) fx, ce qui nous donne par

linéarité de U que :

. 1 \" 1\" 1\ 1 L™
U+1<fk>=U[(a+k) fk}=(a+k) U(fk):<a+k> mf’“:(a+k> i
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et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout
ordre n € N, et donc :

WneN, U(fy) = (aik) Ji.

A présent, pour tout & € I, précisons lim,,_, 1o [U"(f%)] (). D’aprés les propriétés des limites
des suites géométriques, on en déduit que :

0 sia+k>1
lim [U"(fy)](z)=¢ e * sia+k=1
noeo +o0o siat+ k<1

(d) Cas des fonctions sinus et cosinus.
Dans cet exemple seulement, on supposera que a = 1.

(i) Explicitons U(sin) et U(cos). Pour tout = € I, on voit que :

+oo
U(sin)(z) = €” / e tsin(t)dt.
x
Fixons un réel y > x et posons u(t) = e~* et v(t) = —cos(t) pour tout ¢t € [z,y]. Alors les
fonctions u et v sont de classe C! sur [z,y] et de plus, on a v/(t) = —e~! et v/(¢) = sin(t) pour

tout ¢ € [z,y]. Par intégration par parties, on trouve que :

/:e_tsin(t)dt = /:u(t)v’(t)dt

y
= —e Ycos(y) + e Fcos(z) — / e~ " cos(t)dt.
x

Posons maintenant u(t) = e~¢ et v(t) = sin(t) pour tout ¢ € [z,y]. Alors les fonctions u et v
sont de classe C! sur [z,y] et de plus, on a u/(t) = —e~t et v/(t) = cos(t) pour tout t € [x,y]. De
nouveau par intégration par parties, on obtient que :

/: e 'sin(t)dt = —e Ycos(y) +e " cos(z) — ([e‘t sin(t)]” — /: —sin (t) e_tdt)

y
= —e Ycos(a) + e Fcos(z) — e Vsin(y) + e “sin(x) — / e~ 'sin(t)dt.
T

En particulier, ceci nous donne que 2 [ e~ sin(t)dt = —e~¥ cos(y) + e~ cos(z) — e Y sin(y) +
e " sin(x), et donc :

Y 1

/ e 'sin(t)dt = 5 [—e Y cos(y) + e cos(z) — e Ysin(y) + e “sin(z)] .

x
Comme les fonctions cos et sin sont bornées sur R et que la fonction ¢t — e~* tend vers 0 en
+00, on voit que e Y cos(y) et e ¥Ysin(y) tendent vers 0 quand y tend vers +oo. Dés lors, il
s’ensuit par passage a la limite quand y tend vers +oo dans 1’égalité ci-dessus que :

+oo 1
/ e 'sin(t)dt = 5 [e™" cos(x) + e~ sin(z)] .

En particulier, ceci entraine que, pour tout = € I :

U(sin)(x) = e® X % [e™" cos(z) + e “ sin(z)] = %cos(:v) + %Sin(:r).

Par conséquent, on en déduit que :

1
U(sin) = 3 (cos+sin).
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(iii)

Par des calculs analogues, on trouve aussi que :

1
U(cos) = 3 (cos —sin).

Montrons tout d’abord que le sous-espace P de E engendré par les fonctions sin et cos est stable
par U. Pour ce faire, on considére un élément f de P. Par définition, il existe des réels o, 5 tels
que f = asin+f cos. Comme U est linéaire d’apres la question (1)(b)(¢9), on trouve d’apres la
question précédente que :

U(f) = U(asin+pcos)

= aU(sin) 4+ BU(cos)
1 . 1 .
= ax §(c05+sm)+[3 X §(cosfsm)

= (OK;B> sin + (a—;—ﬁ) Cos,

et donc U(f) appartient & P. Comme ceci est vrai pour tout f € P, on en déduit que :

‘P est stable par U. ‘

A présent, montrons que (sin,cos) est une base de P. Comme P est le sous-espace vectoriel
engendré par sin et cos, la famille (sin, cos) est génératrice dans P. De plus, pour tous réels a, b
tels que asin +bcos = 0, on on constate en évaluant cette relation en x =0 et en x = § que :

asin(0) +bcos(0) =b=0 et asin (g) + bcos (g) =a=0,

d’on il s’ensuit que a = b = 0, et donc la famille (sin, cos) est libre. Par conséquent :

’ (sin, cos) est une base de P. ‘

Enfin, écrivons la matrice M de ’endomorphisme Up : P — P, f —— U(f) dans la base
(sin, cos). D’apres la question précédente, on sait que :

(— sin 4+ cos) .

N =

U(sin) = % (sin4cos) et U(cos) =

Par conséquent, on en déduit que :

1/1 -1
M_2(1 1)'

Calculons M?2, M3, M*. Par des calculs simples, on trouve que :
1/1 -1 1/1 -1 1 /0 -2
2 _ * z ==
M_2(1 1>X2<1 1) 4(2 0>'
Des lors, ceci nous donne que :
1 /0 -2 1/1 -1 1 /-2 -2
3_ 1 - i
M4(2 0)X2<1 1)8(2 —2>'
Enfin, on obtient avec les calculs précédents que :
1/0 -2 1/0 -2 1 /-4 0 -1
4 _ 1 2 _ - - -
M‘4<2 o>x4(2 O>_16<0 —4)‘412'

Par conséquent, on en déduit que :

1 /0 -2 1 /-2 -2 -1

2 4 3_ 1+ 4_ 1
M‘4(2 0)’ M 8(2 —2)’ M=k
A présent, explicitons M"™ pour tout n € N. En multipliant la derniére relation ci-dessus par

M™, on voit que M"t* = ’TlM ™ pour tout n € N. Des lors, il est facile de vérifier par récurrence
que, pour tout n € N :

an __ 4An+1 _ 4An+2 _ 2 4n+3 _ 3
M _(4)1, M <4>M, M (4>M, M <4)M.
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Enfin, précisons la limite des coefficients de M™ lorsque n tend vers I'infini. D’apres les résultats
précédents et comme tous les coefficients de I, M, M?, M3 sont majorés en valeur absolue par %,

on voit que tous les coefficients de M4, M47+1 Ar4n+2 Nf47+3 sont majorés en valeur absolue

par 1(1)" pour tout n € N. En particulier, tous les coefficients de M™ sont majorés en valeur

absolue par %(1)["/4) pour tout n € N. Comme 0 < % < 1, la suite géométrique ((3)") tend
vers 0. Par encadrement, on en déduit que :

’tous les coefficients de M™ tendent vers 0 quand n tend vers 'infini. ‘

(e) Une autre famille de fonctions.
Pour tout n € N, on considere la fonction ¢,, de FE définie par ¢,, : ¢ — e~ *z", et on note ¥, la
fonction U(gy,).

(i) Pour tout n € N*, établissons une relation entre ¥,,, ¢, ¥,—1. Pour tout n € N*, on voit que :

+oo —+oo
Yn(x) = e‘”/ e e dt = e‘”’/ e~ (Fa)tngy,
T x

Fixons un réel y > & et posons u(t) = ———e~ 10t et y(t) = t" pour tout ¢ € [x,y]. Alors les
y T y

fonctions u et v sont de classe C! sur [z,y] et de plus, on a u'(t) = e~ (@Dt et v/(t) = nt"~!
pour tout t € [z, y]. Par intégration par parties, on trouve que :

Yy Yy
/e*“*a)tt”dt = /u’(t)v(t)dt

= Tl - [ uo @

Y Yy 1
- = e~ (1+a)tyn _/ _ o—(+a)t m—1
1+a " s Ll+a
L 2y 1 —(+a) n /y —(14a)tm—1
= - " DEgh atgn=Lay,
1+ae Y +1—|—ae x +1—|—a we

Comme e~ (119" tend vers 0 quand y tend vers 400 par croissances comparées, on obtient
par passage a la limite quand y tend vers +oo dans 1’égalité ci-dessus que :

+oo 1 n +oo
/ 67(1+a)ttndt — 67(1+a)mxn + / 67(1+a)ttn71dt.
" 1+a 1+a/,

Par produit avec ’exponentielle, il s’ensuit que, pour tout = € I :

+o0o
v(e) = e [ ety
T

1 n teo
— e~ T + er/ 6_(1+a)ttn_1dt
1+a 1+4+a .

1 .. n
= m@ X + 1+awn_1(ﬂf).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

n
'l/}n - m@n + mwn—l'
(ii) Pour tout p € N, montrons tout d’abord que le sous espace F}, de E engendré par (¢o, 1, ,©p)

est stable par U. Pour ce faire, on commence par vérifier par récurrence la propriété P définie
pour tout n € N par :

P(n) : “U(py) est combinaison linéaire de ¢, ..., ©n."

Tout d’abord, on sait d’apres les questions précédentes que U(ypg) = U(f1) = ﬁfl = H%(po,
ce qui entraine que U(yg) est combinaison linéaire de ¢, et donc P(0) est vraie. Supposons
maintenant que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N, et montrons que P(n + 1) lest
aussi. D’apres la question précédente, on sait que :

1 n+1 1 n+1
U(¢n+1) = ¢n+1 = §<,0n+1 + Twn = §<Pn+1 + 9 U(‘Pn)~




Comme U(p,) est combinaison linéaire de (g, ..., p, par hypothése de récurrence, il s’ensuit
d’apres 1'égalité ci-dessus que U(pp+1) est combinaison linéaire de ¢y, ..., ©n, Pnt1, €t donc
P(n+1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n € N,
et donc :

‘pour tout n € N, U(g,,) est combinaison linéaire de o, ..., @, ‘

A partir de la, considérons un élément f de F,. Par définition, il existe des réels ay, ..., o, tels que
f=>",a;p;. Par linéarité de U, on trouve que U(f) = >-"_  a;U(¢;). Comme chaque U (y;)
est combinaison linéaire de o, ..., @;, il est combinaison linéaire de ¢y, ..., pp (VU que ¢ < p), et
donc il appartient & F),. Comme F}, est un espace vectoriel, il s’ensuit que la combinaison linéaire
U(f) =" o aiU(p;) appartient & F),. Mais comme ceci est vrai pour tout f € F),, on en déduit
que, pour tout p € N :

‘ F,, est stable par U. ‘

A présent, montrons que F}, admet pour base (¢, ..., ¢p). Comme F), est engendré par ¢y, ..., ¢p,
la famille (g, ..., ¢p) est génératrice dans F,. Reste & vérifier que cette famille est libre. Pour ce
faire, considérons des réels ay, ..., o tels que Y ¢ ap; = 0. Alors on a pour tout = € I :

P P
Zaigoi(x) = Zaixie_”” =0.
i=0 i=0

Par multiplication avec ’exponentielle, on trouve que, pour tout x € I :

p
E a;xt = 0.
i=0

En particulier, le polynéme z — Y7  a;z* admet une infinité de racines, a savoir tous les
éléments de I, ce qui entraine qu’il est nul, et donc a9 = ... = a;, = 0. Des lors, la famille
(0, ..., pp) est libre, d’ou I'on déduit que :

‘ (0, ..., p) est une base de F, |.

(iii) On prend ici p = 2. Ecrivons tout d’abord la matrice T5 de I'endomorphisme U : Fp —
Fy, f+— U(f) dans la base (pq, p1,p2). Comme pg = fi par définition, on voit d’apres les
questions précédentes que U(po) = U(f1) = H%fl = 1-5%1900’ et donc :

U = 0 x 0 X s.
(¢0) 1+ a?° + P+ P2
D’apres la relation de la question (1)(e)(¢), on trouve que :
1 1
U = — —U
(¢1) T+t T Ta (o)
IS S S
1+ a(pl 14a 1+ a(po
= ! + ! +0 x
- (1 +a)2@0 1 +CLL)01 L)02'
Partant de 1a, on obtient aussi que :
1
U = —U
(2) T a2t TV
b2 1 L1
T 1447 114 (1+a)2900 1+a’t
2 L2 L1
BT EA R C I P W
Par conséquent, on en déduit que :
a o® 23 1
To=|0 a 2a%]| aveca= T
0 0 a ta
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A présent, calculons 73" pour tout n € N. Pour ce faire, on commence par écrire que :

0 o 2a3
To=al+N avec N=|0 0 22
0 O 0

Par des calculs simples, on trouve que :

0 0 24
N2=|0 0 O et N3=0.
00 0

En particulier, ceci nous donne que, pour tout k > 3, on a N¥ = N¥=3 x N3 = N*=3 x 0 = 0.
Comme ol et N commutent, on obtient d’apres la formule du bindme que, pour tout n > 2 :

¢ = (al+N)"
_ Z (Z) NEon—k n—Fk
k=0
2 n
_ Z (k> Nkanfklnfk
k=0
_ <7(_)L> NOanf(JInfO + <T) Nlanfllnfl + (Z) NQOLH*QIH*Q

—1
= a"] 4 nan—lN + n(n2 )an—2N2.

Il est facile de vérifier par le calcul que cette formule est encore valide pour n =0 et n = 1. Par
conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

(n—1)

77 = o™ +na™ 'N + n 3 a"2NZ,

Enfin, précisons la limite des coefficients de T3 lorsque n tend vers l'infini. D’apres le résultat
ci-dessus, on voit que tous les coefficients de 745" sont des combinaisons linéaires des termes
généraux des suites ("), (na"1), (n?a"2). Comme o = 1J1ra et que a > 0, on obtient que
0 < a < 1, et donc ces trois suites convergent vers 0 par croissances comparées. Par conséquent,

on en déduit que :

‘tous les coefficients de T3 tendent vers 0 quand n tend vers l'infini.

(f) Une autre expression de U(f).
Soit f € E. Montrons que, pour tout € I, on a :

—+oo
U(f)(x) = / e~ F (a4 )dt.

Pour ce faire, on pose u = x +t pour tout ¢ > 0. Alors la fonction u est bijective de classe C* de R

dans [z, 4o00[ et de plus, on a du = dt, u tend vers  quand ¢ tend vers 0 et u tend vers +oo quand

t tend vers +oo. Par changement de variables dans 'intégrale de droite ci-dessus, on trouve que :
—+oo

“+oo “+o0
—at dt = —a(u—zx) du = az ,—au du.
/o e~ f(xz+t)dt /x e f(u)du / e f(u)du

€T

Par linéarité de 'intégrale, il s’ensuit que, pour tout z € I :

+o0 oo
/ e f(x +t)dt = e / e” " flu)du =U(f)(x).
0 x

Par conséquent, on en déduit que, pour tout f € E et pour tout € [ :

—+oo
U(f)(x) = / et Fa 4 )dt.

(g) Positivité de U.
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(i) Pour tout f € E, montrons que : |[U(f)| < U(|f|). D’aprés l'inégalité triangulaire pour les
intégrales, on trouve que, pour tout « € I (vu que toutes les intégrales ci-dessous convergent) :

U(H) (@) =

+o0 +oo
e [T e < [ e ol = v @),
x x
Par conséquent, on en déduit que, pour tout f € E :

U< U]

On considére maintenant un élément ¢ de E & valeurs positives et I'on pose ¢ = U(p).

(ii) Montrons que v est & valeurs positives. Comme ¢ est positive sur I, on obtient d’apres la question
(1)(f) et par positivité de l'intégrale que, pour tout = € I :

+oo
¢@ﬁﬂﬂ@@»=é =0t f(z 4 1)t > 0.

Par conséquent, on en déduit que :

‘w est a valeurs positives. ‘

(iii) On suppose que ¢ est décroissante. Montrons tout d’abord que ay) < ¢. D’apres les résultats sur

les intégrales exponentielles, on sait que f0+oo e~ dt converge et vaut é En particulier, on voit
par linéarité de I'intégrale que, pour tout x € I :

a

1 oo —at _ oo ae—at T
w@—wmxf—w®é e w—A ().

Comme ¢ est décroissante, on voit que p(z+t) < ¢(x) pour tout ¢ > 0. Deés lors, on obtient par
croissance et linéarité de l'intégrale et d’apres la question (1)(f) que, pour tout z € I :

+o00 +oo
ap(z) = aU(p)(z) = / e “ap(z +t)dt < / ae” " o(z)dt = o(z).
0 0
Par conséquent, on en déduit que :

A présent, montrons que v est décroissante. Pour ce faire, fixons deux éléments x,y de I tels
que z < y. Alors on voit que x + ¢t < y + ¢t pour tout ¢ > 0, et donc (x +t) > ¢(y + t) pour
tout ¢ > 0 vu que ¢ est décroissante. Des lors, on obtient par croissance de l'intégrale et d’apres
la question (1)(f) que :

+oo +oo
Y(x) =U(p)(z) = /O e” %oz + t)dt > /0 e” %oy +t)dt = U(p)(y) = ¥(y).

Comme ¥ (x) > 9 (y) pour tous x,y € I tels que > y, on en déduit que :

‘¢ est décroissante sur I. ‘

(h) Commutation de U avec la dérivation.

On note By = {f € ENC*(I,R) / f' bornée sur I} et D lopérateur de dérivation qui, a tout
élément de F4, associe sa dérivée.

(i) Pour tout f € E7, montrons, en utilisant la question (1)(f), que : aU(f) = f + U(f’). Pour ce
faire, fixons un élément f de F; et un réel z € I. D’apres la question (1)(f), on voit que :

—+oo
quwr:A e~ F(t 4 )i,

Fixons aussi un réel y > 0 et posons u(t) = f(z +t) et v(t) = e~ pour tout ¢ € [0,y]. Comme
f est de classe C* sur [0,y], les fonctions u et v le sont aussi et de plus, on a u/(t) = f'(x +1) et
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v'(t) = —ae™* pour tout ¢ € [0, y]. Dés lors, on obtient par intégration par parties que :

/Oe_“f(t—l-a?)dt = /Ou(t)v(t)dt
= u(t)(t)]} / u(t)' (1)t
= o]l — [ oo e+

= ) - f@) e [ e+ o
0

Comme la fonction f est bornée sur I et que e~ Y tend vers 0 quand y tend vers 400, on voit
que f(z+y)e % tend vers 0 quand y tend vers +o0o. En particulier, on trouve par passage a la
limite quand y tend vers +oo dans 1’égalité ci-dessus que :

+o0 +oo
U@ = [ et = —f@) o [ it =~ (@) + oV ()a).
Par conséquent, on en déduit que :
laU(f) = f+U(f).]

(ii) Montrons que, pour tout élément f de F1, on a: D(U
du probleme (Ey), on voit que U(f) — aU(f) + f
précédente que :

DU(f) = U) =aU(f) = f=f+U) = fF=U") = UD(f)).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout f € Fj :
| DU(f)) =UD()).]

(iii) Pour toute fonction f de E; & valeurs positives et décroissante, retrouvons le résultat de la
question (1)(g)(4i7), c’est-a~dire : U(f) est décroissante. Comme f est décroissante, on voit que
f’ < 0 sur I. Dés lors, on obtient avec la question précédente et la question (1)(g)(i%) que
U(f) =DWU(f) =U(D(f)) =U(f") <0sur I, et donc :

‘ U(f) est décroissante. ‘

(f)) =U(D(f)). Comme U(f) est solution
= 0. Des lors, on trouve avec la question

(2) Comportement asymptotique de U(f) au voisinage de +oo :

Dans cette partie, on traite ici quelques cas fondamentaux, en partant d’exemples de fonctions f pour
lesquelles on peut connaitre le comportement de g = U(f) au voisinage de +oo.

(a) Résultats préliminaires.
On considere ici a et 8 deux fonctions a valeurs réelles, continues sur I. On suppose que, pour tout
xel, B(x) >0 et que f1+oo B(t)dt converge.

(i) On suppose ici que a(x) o o(B(x)) et on se propose de montrer que :
+o0 +oo
/I altyit = 0< x B(t)dt) .
Soit € > 0. Montrons tout d’abord que : A > 0, Vx > A, ‘f+oo ‘ <e ( B(t)d )
Pour ce faire, on revient a la définition axiomatique de la limite. Comme alz) = o(f(x)),le

T—>+00

quotient gg;g tend vers 0 quand z tend vers +oo, et donc :

Ve >0, dA>0, Vt>A,

’a

B(t)
Fixons un réel A qui convient pour le réel € > 0 en question. Comme la fonction /3 est positive,
on voit que |a(t)] < ef(t) pour tout ¢ > A. En particulier, on obtient que, pour tout x > A,
I'intégrale f;oo a(t)dt est absolument convergente (et donc convergente) d’apres le critére de
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comparaison des intégrales de fonctions positives. De plus, d’apres 'inégalité triangulaire et par
croissance de l'intégrale, on trouve que, pour tout z > A :

[ oo < [ et [ eswa=c [ s

x

En particulier, ceci nous donne que :

/:OO a(t)dt‘ <e (/:OO 5(t)dt> .

En d’autres termes, on vient de montrer que :

JA >0, Vx> A,

[ at)dt
[ Bt dt

Deés lors, le quotient ci-dessus tend bien vers 0 quand x tend vers +oo, et donc :

/r ™ et =0 ( :OO /3(t)dt> .

55 . +oo +oo
(ii) On suppose maintenant que «a(z) et B(z). Montrons que [ a(t)dt Mool L7 B(t)dt.
Comme a(x) ~ f(z),on voit que a(z)—pF(z) = o(B(x)). D’apres la question précédente
r—+o0 r—+0o0

Ve >0, dA >0, Vx> A,

et par linéarité de l'intégrale, il s’ensuit que :

/;OO a(t)dt — /:OO B(t)dt = /jm(a _BWdt = o < :OO B(t)dt) .

r—r+00

Par conséquent, on en déduit que :

+o0 +oo
/ a(t)dt  ~ Bt)dt.

r——+00 -

(b) Cas des fonctions admettant une limite en +00.

Si f est un élément de E admettant une limite finie b en +oco, montrons que g = U(f) admet

une limite en +00 que 'on précisera. Pour ce faire, supposons tout d’abord que b = 0. Alors cela

signifie que la fonction f tend vers 0 en +oo, et donc f(t) = o(1). Par produit, on voit que
Tr—r+00

ft)e—at = o(e™). Comme la fonction ¢ — e~ est strictement positive et que I'intégrale

exponentielle 1+°° e~ dt converge, on obtient d’apres la question (2)(a)(i) que :

+o0 . +o0 .
/z e Y f(t)dt o © (/I e dt) .

¢ pour tout = > 1, et donc :

Comme & la question (1)(c)(4), on trouve que f;oo e~ %dt =
—+oo
—at _ —ax
/m e" " f(t)dt oo © (e7®).

Par produit avec ’exponentielle, il s’ensuit que :

+oo
U(f)(x)= e‘”/ e ft)dt = o(e xe ™) = o),

r—+o0 r——+00

ce qui signifie exactement que U(f)(z) tend vers 0 quand x tend vers 4+o0o. Par conséquent :

si lim f(z)=0, alors lim U(f)(z)=0.

T—r400 T—~+00

Supposons maintenant que f tend vers b en +oo. Alors la fonction f — b tend vers 0 en +o00, et
donc U(f — b) tend vers 0 en +oo d’apres ce qui précéde. Comme Papplication U est linéaire et que
U(1) = £ d’apres les questions (1)(b)(i) et (1)(b)(ii), il s’ensuit que U(f —b) = U(f) — £ tend vers
0 en +o00. Par conséquent, on en déduit que :

si lim f(z)=0, alors lim U(f)(z) = —.

Tr—r—400 Tr—r 400 a
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1
Dans cette question et la suivante, on désigne par w un réel > 0, par f, la fonction t — ” et 'on

pose g, = U(fw)

(i) Montrons tout d’abord que g, (x) = Jol@) ggwrl(ac). Pour ce faire, fixons un réel y > 0 et
a

posons u(t) = m et v(t) = —Le=* pour tout t € [0,y]. Alors les fonctions u et v sont de

classe C! sur [0,y] et de plus, on a u'(t) = — )T et v'(t) = e~ pour tout t € [0,y]. Deés

lors, on obtient par intégration par parties que :

v 1
/e”t———ﬁ
0 (t+x)*

/y w(t)v' (t)dt
0

1 —at 1 /y w 1 —at
- |-= Y . A
a (t+ x)~ 0 (t+az)wtt a
1 1 11 w

W
a  (y+x)*

- e %dt.
a x%

Yy
_A a(t + z)=+1

Comme me"”’ tend vers 0 quand y tend vers +oo (vu que w > 0), on trouve par passage &
la limite dans ’égalité ci-dessus et par linéarité de l'intégrale que :
+oo . 1
U(f,)(x) = e Y ——dt
(@ = [ e
1 +oo .
= — _ T _eatgt
ax® /0 a(t + x)wtl ¢
—+oo
_ L) _w Ly,
a aft, (t+z)t!
fulz) w
= Y FUf,
22U (f) @)

Par conséquent, on en déduit par définition de g, que :

gule) = 14D 20 )
fo

et % Comme f,,11(x)

sur I, on obtient d’aprés la question (2)(a)(i) que :
Jot1(2) = U(for1) (@) (U(fo)(x))

Des lors, il s’ensuit que :

fu(z)

a

o(fu(x)) et que f, est >0

A présent, montrons que g, (x)
x r—r+o0

o
—+oo

r—r+00

0(gu ().

Tr—+00

= 00(@) + ~0on1(2) | = gu(2) + 0lg0()).

Par conséquent, on en déduit que :

~

r—r—+0o0 a

9w ()

A Daide de I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction g : ¢ — e~%*, montrons que
pour tout x € I, on a :

z ,—at too L ak .
J =) = S -y

Pour tout n € N, on sait que la fonction g : t — e~ est de classe C"*! sur R et de plus,
on a gt (t) = (—a)"tle~ pour tout t € R. En particulier, on a [¢ D (¢)] < a™+! pour
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tout t € R;. D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a ’ordre n et a la fonction g sur
Iintervalle [0, ¢], on obtient que, pour tout ¢ > 0 :

- 5900
k=0

En divisant le tout par ¢, on trouve que, pour tout ¢ > 0 :

an-‘rltn—i-l
~ (n+ 1)

—at n tk‘fl

0

k=0

anJrltn
[ —
~ (n+ 1)V

e

ce qui nous donne apres simplification que, pour tout ¢ > 0 :
an+1tn
~(n+ 1)

D’apres l’inégalité triangulaire et par croissance de 'intégrale, on trouve que, pour tout z > 1 :

e—at n (—a)ktk_l
t -2 k!

k=0

ktk 1 T | —at n (—a)ktk71
< _ S
< )dt < /1| . ; o dt
x an+1tn an+1 1
= e O
/1(n+1)!dt SN ) ()

Par ailleurs, on obtient par linéarité de l'intégrale que :

x ktk 1 me—at n (_a)k x 1
/(—Z )dt = /1tdt_z=: o /115 dt

En associant les relations (x) et (x), il s’ensuit que, pour tout x € I :

/1 e—ta dt — In(z) — Z(—1)’“% (% — 1)

k=1

an+l

S s o A OS

Comme le terme de droite ci-dessus tend vers 0 quand n tend vers +o0o par croissances comparées,
ceci entraine par encadrement que, pour tout x € I :

T o—at n ak
/1 - dt—ln(m)—Z(—l)kkk' (zF-1) — 0.

n——+oo
k=1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € I :

x e—at +oo & G/k: &
dt =1 —1)f— (2" = 1).
[ St =mie) + Yo )
k=1
Par définition de g; et d’apres la relation de Chasles, il s’ensuit que, pour tout z € I :

B e “+o0 e—at
alz) = e dt
= t

+oo _—at x _—at
€0 ( / € _at— / ¢ dt>
1 t 1t

too aF Foo ,—at
o (—ln(x) — Z(—l)’“%k!(x’“ —-1) +/1 - dt> .

k=1
Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € I :

e ak +oo e—at
g1(z) = e® (- In(z) — ZH)km(xk —1) +/1 - dt) .

k=1

(d) Cas des fonctions comparables auzx fonctions puissances f,,.

On note toujours f un élément de E et g = U(f).
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Prouvons que, si f est négligeable devant f,, au voisinage de 400, alors g est négligeable devant
g au voisinage de +o0o. Comme f est négligeable devant f, au voisinage de 400, on voit par
produit que :
—at _ —at
L) = o fult).

Comme la fonction t — e~ f,,(t) est > 0 sur I, on a d’aprés la question (2)(a)(i) que :

/+OO e—atf(t)dt x—>:+oo o (/+°° e_atfw(t)dt) )

En particulier, ceci nous donne par produit que :

U(F) () = e /:me-aff(t)dt ~ o /ﬂcme‘“tfw(t)dt) = oU(fu(@))).

r—+o0 r—+o0

Par conséquent, on en déduit par définition de g et g,, que :

‘ g est négligeable devant g, au voisinage de + oo. ‘

. , . N P 4 . N i P
Prouvons que, si f est équivalent a f,, au voisinage de +00, alors g est équivalent a £ au voisinage

de +o00. Comme f est équivalente a f,, au voisinage de +00, on voit par produit que :

e f(t) ~ e f(t).

t——+o0

Comme la fonction ¢ — e~ f,,(¢) est > 0 sur I, on a d’aprés la question (2)(a)(i4) que :

/;OO e f(t)dt ~ /:OO e f (t)dt.

r——+00

En particulier, ceci nous donne par produit que :
—+oo

+oo
U(f)(x) = o / (Bt~ e / e (O)dt ~  U(fu(z)).

2 Tr—r+00 Tr—r+00

Deés lors, il s’ensuit par définition de g et g, que les fonctions g et g, sont équivalentes au
voisinage de +o00. Mais comme g, et % f. sont équivalentes au voisinage de +oo d’apres la
question (2)(c)(iz) et que f et f, le sont par hypothese, il s’ensuit que :

Julz [z

T—+o0 a r—r—+o0 a

Par conséquent, on en déduit que :

g est équivalent a f au voisinage de + oo.
a

(3) Convergence absolue de 1+°° U(f) :

Dans cette partie, on s’intéresse a la convergence de 1+°° U(f)(t)dt dans le cas ou f;roo |f(&)|dt est
elle-méme convergente. On note toujours g = U(f).

(a) Etudes d’exemples.

(i)

Pour tout réel k > 0 et fi : t — e~ on pose gr = U(f). Vérifions que I'intégrale froo gr(t)dt

est convergente. D’apres la question (1)(c)(7), on sait que g, = U(fx) = ﬁfk. Comme l'intégrale

—+oo

exponentielle 1+°° fe(t)dt = fl e Fdt converge vu que k > 0, on en déduit par linéarité que :

+o00
Iintégrale / gk (t)dt est convergente.
1

Pour tout réel w > 0, on note encore f, : t —> t% et g, = U(f,). Déterminons pour quelles

valeurs de w l'intégrale f1+oo g (t)dt est convergente. D’aprés la question (2)(c)(i7), on sait que :
W ~ L@
Y T—+00 a z—+oo qr¥ ’
Or, on sait aussi d’apres le cours que l'intégrale de Riemann f1+oo t%dt converge si et seulement

si w > 1. Par linéarité, I'intégrale f1 < at%dt converge si et seulement si w > 1. Des lors, on en

déduit d’apres le critere d’équivalence des intégrales de fonctions positives que :

—+o0
lintégrale / 9w (t)dt converge si et seulement si w > 1.
1




(b) Cas des fonctions positives.

Dans cette question, on désigne par f un élément de E, & valeurs positives et tel que l'intégrale

f1+°° f(t)dt est convergente. On note F : x +— [ f(t)dt, g =U(f) et G : x— [{ g(t)dt.

(i) Vérifions que G’ —aG = —F + g(1). Comme g est continue sur I, la fonction G est par définition
la primitive de g sur I qui s’annule en 1. De méme, comme f est continue sur I, la fonction F
est la primitive de f sur I qui s’annule en 1. En particulier, les fonctions F' et G sont de classe
Cl sur I et de plus, on a F’ = f et G’ = g. Posons alors :

H=G -aG+ (F—g(1))=g—aG+ F —g(1).

Comme g est 'unique solution du probléme (Ey) qui est bornée sur I, la fonction g est dérivable
sur I. Des lors, la fonction H est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions
dérivables sur I et de plus, on a pour tout z € I :

H'(z) = g'(z) — ag(z) + f(x) =0,

vu que g est solution de (Ey). En particulier, la fonction H est constante sur I'intervalle I. Mais
comme F(1) = G(1) = 0 par construction, on trouve que :

H(1)=g(1) —aG(1)+ F(1) —g(1) =0.
Par conséquent, on en déduit que H est nulle sur I, et donc :

|G/ —aG=—F+g(1) |

(ii) Justifions tout d’abord que F appartient & F. Comme F est une primitive de f sur I, la fonction
F est dérivable (et donc continue) sur I. De plus, comme f est positive sur I par hypothése, on

voit que F/ = f > 0, et donc F' est croissante sur I. En outre, comme 'intégrale f1+°° f)de
converge par hypothése, on obtient que :

Flz) = /1 Fde — /1+oo F(t)dt.

—+0o0

En particulier, comme F' est croissante sur I, il s’ensuit que, pour tout z € I :

—+oo
FO<F@< [ s,
1
et donc la fonction F' est bornée. Par conséquent, on en déduit que :

A présent, montrons qu’il existe une constante réelle K telle que, pour tout « € I, on a :

G(z) = Ke®* + [U(F)] (x) — .

D’apres la question précédente, on voit que la fonction G est solution de 'équation (Ep_g1)).
Des lors, d’apres la question (1)(a)(4), il existe un réel Ky tel que, pour tout € I, on a :

Glz) = e (KO - /1 " et [P () — g(1) dt) .

Par linéarité de 'intégrale, on trouve que, pour tout = € I :

eu (KO _ /1 " et R () — g(1)] dt)

e” (Ko—/ e_‘”F(t)dt—i—g(l)/ e_“tdt)
1 1

o (KO _ /j e~ F(t)dt + g(1) {—ie_atI)

e (KO - /j e “F(t)dt — @e*“ + gme“) .

[¢ a

G(x)

D’apres la relation de Chasles, il s’ensuit que, pour tout z € I :

G(z) =™ (Ko - /1+OO e F(t)dt + /:OO e F(t)dt — %1)6_(” + g(al)e_a> .
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o0 g—atp

Sil'on pose K = Ko — [,

(t)dt + %6_% on on voit que, pour tout x € I :

" (K + /:oo e” " F(t)dt — g(l)e—m)

a

G(x)

+oo
1
Ke® + e‘“”/ e F(t)dt — 9() ).
- a
Par conséquent, on en déduit par définition de U(F') que, pour tout x € I :

G(x) = Ke* + [U(F)](z) -

(iii) Vérifions que la fonction z — Ggf) est bornée sur I. Comme U est un endomorphisme de

E d’aprés la question (1)(b)(ii) et que g = U(f), la fonction g est bornée sur I. Considérons
alors un réel M > 0 tel que |g(x)| < M pour tout x € I. D’apres I'inégalité triangulaire et par
croissance de 'intégrale, on obtient que, pour tout = € I :

/jg(t)dt g/1$|g(t)|dt§/1det:M(x—1).

En particulier, ceci nous donne que, pour tout x € I :

C@| o p=) gy

Par conséquent, on en déduit que :

la fonction z — est bornée sur I.

G(x)

(iv) Montrons que K =0et G =U(F) — %. D’apres la question (3)(b)(i¢), on a pour tout x € I :

1
G(2) = K™ + [U(F))(z) — 22
a
Apres division par = et réarrangement, ceci nous donne que, pour tout x € [ :

e _Gl) _ [UBdI) | g()

T T T axr

K

Comme U est un endomorphisme de E d’aprés la question (1)(b)(ii), la fonction U(F) est

bornée sur I. En particulier, il est facile de voir que les fonctions z — 2 otz — %

G(z)
T

sont bornées sur I. Comme de plus la fonction = —— est bornée sur I, on obtient avec

ye . 7 . . ax 7 . . . ’ .

I'égalité ci-dessus que la fonction z — K< est bornée sur I comme combinaison linéaire de
. ’ . . azx

fonctions bornées sur I. Mais comme a > 0, I'expression “— tend vers +oo quand z tend vers

. 7’ N . az 7’ .

+0o par croissances comparées. Deés lors, comme la fonction x —— K<~ est bornée sur I, il
: 1 . P

s’ensuit que K =0, et donc G = U(F) — %. Par conséquent, on en déduit que :

9(1)

(v) Montrons alors que l'intégrale f1+°o g(t)dt est convergente. Comme la fonction U(F’) est bornée

sur [ et que G =U(F)— % d’apres la question précédente, la fonction G est bornée sur I. Deés
lors, comme la fonction f est positive sur I par hypotheése, la fonction g = U(f) est positive sur
I d’apres la question (1)(g)(é¢). En particulier, comme G’ = ¢ par construction, la fonction G
est croissante sur 1. Mais comme la fonction G est bornée (et donc majorée) sur I, il s’ensuit que
G admet une limite finie en +o00 d’apres le théoréme de la limite monotone. En d’autres termes,
la fonction z — ff g(t)dt admet une limite finie en +o00, d’ott 'on déduit que :

+oo
I'intégrale / g(t)dt converge.
1

(¢) Cas général.

1+°O f(t)dt converge

absolument. Montrons que 'intégrale f1+°o g(t)dt est absolument convergente. Comme f appartient
a F, la fonction f est continue et bornée sur I. Dés lors, la fonction |f| est continue et bornée sur

Dans cette question, on désigne par f un élément de E tel que l'intégrale



34

I, et donc elle appartient & E. De plus, comme |f| est positive sur I, on voit d’aprés la question
précédente que l'intégrale 1+oo U(]f])(t)dt converge. Mais comme |g| = |U(f)| < U(]f|) d’apres la
question (1)(g)(4), il s’ensuit d’apres le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives
que l'intégrale 1+°O |g(t)|dt converge, et donc :

+oo
lintégrale / g(t)dt converge absolument.
1




