PREPARATION AUX ORAUX DE MATHEMATIQUES : ALGEBRE

1. ESPACES VECTORIELS - APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel euclidien. On note ( , ) son produit scalaire.
(1) Pour tout u € F, on note ¢, 'application qui & tout vecteur x de E associe ¢y, (x) = (u,x).
(a) Montrer que ¢,, est une forme linéaire.
(b) Montrer que I'application ¥ qui, & tout vecteur u de E, associe ’application ¢, est injective.
(¢) En déduire que, pour toute forme linéaire ¢, il existe un unique vecteur v de E tel que ¢ = ¢,,.

Dans toute la suite, n désigne un entier > 2. Pour tout A = (a; ;)1<i,j<n € My (R), la trace de A est
notée tr(A). On admet que I'application g définie sur M,,(R)? par g(A, B) = tr(*AB), est un produit
scalaire sur M, (R). Dans toute la suite, H désigne un hyperplan de M,,(R).

(2) Montrer qu’il existe A € M,,(R) telle que pour tout M € M, (R), on a:
MeH <+ twAM)=0.
(3) Soit (E; j)i<i,j<n la base canonique de M, (R). On pose :

n
B=FE,+ ZEz‘,i—L
i=2
Montrer que la matrice B est inversible.
(4) On note f lapplication linéaire canoniquement associée & A et on pose pour tout entier r € [1,n] :

JT = XT: Ez,z
i=1

a) Montrer qu’il existe deux bases B et By de R™ et un entier r > 0 tels que matg, 5 =J,.
1,02
(b) En déduire qu’il existe deux matrices inversibles P et @ telles que A = PJ,.Q.
(5) Montrer que H contient une matrice inversible.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n > 2 et soit v un endomorphisme de F.
On suppose qu'’il existe un entier p € N* tel que u? = 0 et uP~! # 0, ot 0 désigne 'endomorphisme nul. Un
tel endomorphisme w est dit nilpotent.
(1) (a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a: u(ker(u*)) C ker(uf~1).
(b) Montrer que l'on a :

ker(u) C ker(u®) C --- C ker(u?) = E.

Prouver que toutes ces inclusions sont strictes.
(c) Soit By une base de ker(u). On la compléte en une base B de ker(u?). On continue le procédé
en complétant, pour tout k € [0,p — 1], une base By de ker(u*) en une base By, 1 de ker(u*+1).
On trouve ainsi une succession de bases By C By C ... B, ol B, est une base de E. Ecrire la
matrice représentative M de u dans la base B,. Préciser sa diagonale.
(2) On note N 'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(R), ot n > 2. On note tr Papplication trace.
(a) L’ensemble A est-il un espace vectoriel ?
(b) Déterminer la dimension de ’espace vectoriel ker(tr).
(¢) Montrer que Vect(N) C ker(tr).
(3) Pour tout (i, ;) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de M,,(R) dont le seul coefficient non nul vaut 1 et
se situe & 'intersection de la i-me ligne et de la j-éme colonne. Pour tout k& € [1,n], on pose :

N =FE11—FEv .+ Epy — B

(a) Montrer que la famille {(Ny)a<p<n, (E; ;)ixj} est libre.
(b) En déduire l'égalité: Vect(N) = ker (tr).

Exercice 3. Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie et soient a et b deux réels distincts. On note
Idg application identité de E. Dans tout ’exercice, f désigne un endomorphisme de F vérifiant la relation :
f2=(a+b)f+abldg =0 (%)
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(1) Quelles sont les homothéties vérifiant la relation (x)?
(2) (a) Déterminer une condition suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit bijective.
Calculer alors f~1.
(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit
un projecteur sans étre une homothétie.

On suppose désormais que f n’est pas une homothétie.

(3) (a) Déterminer deux réels A et p tels que : f = A(f —aldg) + p(f — bldg).
(b) En déduire qu’il existe deux projecteurs p et g tels que f =bp+aget gop=poq=0.
(4) On suppose désormais que a et b sont non nuls. Montrer que pour tout n € N, on a :
fr=0b"p+a"q (%)
Pour tout entier n > 0, si f est bijective, on définit f=" par f~" = (f~1)". La relation (x*) est-elle
vérifiée pour tout n € Z?

Exercice 4. Soient n,m deux entiers tels que n > 1 et £ > 2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension
finie n. Le rang d’un endomorphisme f de E est noté rg(f) et Idg désigne ’endomorphisme identité de E.
Enfin, on note 0(gy 'endomorphisme nul de E.

(1) Soient Fy, Fy,..., F) des sous-espaces vectoriels de F vérifiant E = F} @ F» @ --- @ F. Pour tout

k
i € [1, k], on note p; le projecteur de E sur F; parallelement au sous-espace G; = @ F;.
j=1
J#i
k
(a) Montrer que ng(pi) =n.
i=1
k
(b) Montrer que Zpi =1Idg.
i=1

c) Montrer que pour tout couple (4, j) € [1, k]? vérifiant i # j, on a: p; o p; = Oz(p).
J (B)

(2) Dans cette question, soient ¢1,¢a, . .., qr des endomorphismes de E tous non nuls et tels que:

Gt @t t+a=1dp et rg(q)+rg(g) +-- +rgla) <n.
(a) Montrer que E = Jm(q1) ® Im(g2) @ - - - @ Im(qs).

(b) Montrer que, pour tout i € [1, k], 'endomorphisme ¢; est un projecteur de E et que, pour tout
couple (i, ) € [1,k]?* vérifiant i # j, on a: ¢; 0 q; = Oz ().

x>

~

(¢) Montrer que, pour tout ¢ € [1, k], g; est le projecteur sur Jm(g;) parallelement & K; = @ Jm(g;).

j=1
J#i

Exercice 5. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 0 et soit v un endomorphisme de FE.

(1) On suppose que, pour tout = € E, la famille (z, u(z)) est liée. Montrer que, si u # 0, alors u est une
homothétie, c’est-a-dire qu’il existe un réel A # 0 tel que v = Aldg.

On rappelle (ou on admet) que la trace de la matrice d’un endomorphisme u est indépendante de
la base dans laquelle ’endomorphisme est écrit. On la note tr(u). Dans toute la suite, u désigne un
endomorphisme non nul de F, de trace nulle.

(2) Montrer qu’il existe un vecteur zg tel que la famille (xq, u(xg)) soit libre, puis un sous-espace F' de
E, supplémentaire de Vect(xo) dans F et contenant u(zp).

On note p la projection de E sur F parallelement a Vect(zg).

(3) (a) Montrer que F est stable par p o u et que ’endomorphisme induit par p o u sur F' est de trace
nulle.
(b) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la
matrice de u a tous ses éléments diagonaux nuls.
(c) En déduire que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice dont tous les éléments
diagonaux sont nuls.
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2. DIAGONALISATION

Exercice 6. Soit n un entier > 2 et soit A € M,,(R) donnée. Soit T I’application définie sur M., (R) par :
VM € M, (R), T(M)= AM.

(1) Montrer que T" est un endomorphisme de M,,(R).

(2) Montrer que T est bijectif si et seulement si la matrice A est inversible.

(3) Dans cette question, on suppose que la matrice A est diagonalisable. Soient A1,...,\, ses valeurs
propres et soit (Xi,...,X,) une base de M, 1(R) formée de vecteurs propres de A. Pour tout
(i,7) € [1,n]?, on pose M; ; = X;'X;. Montrer que la famille (M; j)1<i j<n est une base de M, (R)
formée de vecteurs propres de T

(4) Dans cette question, on suppose que A admet au moins une valeur propre u et donc un vecteur propre
X associé. On suppose que T est diagonalisable. Soit (M; j)1<i j<n une base de M, (R) formée de
vecteurs propres de 7.

(a) Soit ® l'application définie sur M,,(R) par : VM € M, (R), ®(M) = MX. Montrer que ® est
surjective de M, (R) sur M, 1(R).
(b) En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 7. Soit n un entier n > 2. Pour tout k¥ € N* et tout A € M, (R) fixés, on pose :
Tp={M e M,R), AM =A""M}.

(1) Montrer que I’ensemble T'y, est un espace vectoriel.
(2) Montrer que, pour tout ¥ € N, on a : I'y C Tqq.
(3) Dans cette question uniquemnent, on prend n = 3 et on choisit la matrice :

A:

o O O
O O =
o~ O

Déterminer I'y, I'y et T's.
(4) On revient au cas général ou n > 2.
(a) Montrer que si A est inversible, alors T'; = T's.
(b) Etudier la réciproque (indication : On pourra s’intéresser a une matrice M dont toutes les
colonnes valent X, ot X € ker A).
(5) Pour tout k € N, on pose ux = dimI'y,. Montrer que la suite (uy) est croissante et qu’il existe un
unique entier p tel que :

Vk <p, up <ugg1 et VE2>p, up = up.

(6) Montrer que, si A est diagonalisable et admet 0 pour valeur propre, alors p = 2.

Exercice 8. Soit E l'ensemble des suites réelles (up)pen telles que : Vp € N, upi3 = duptro — Supi1 + 2up.

(1) (a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 3.
b) Vérifier que la suite (p),en appartient a E.
P
(c) Déterminer les suites géométriques appartenant a F.
(d) En déduire lexpression des suites appartenant a F.
(2) Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice :

7 3 —4
A=1|1-6 -2 5
4 2 -1

(a) Vérifier que 1 et 2 sont valeurs propres de A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable?
(¢) Montrer que la matrice A est semblable & la matrice :

1 10
T=1(0 1 0
0 0 2

(d) En déduire que le polynéme P : x — (z — 1)?(z — 2) est annulateur de A.
(3) (a) Soit A la matrice de la question précédente. Justifier que :

vpeN, J(ap, by, cy) €R?, AP = a,A2 + by A + cpls.

(b) Montrer que la suite (ap)pen appartient a E.
(c) Expliciter AP en fonction de A% A, I3.
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(d) La matrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse en fonction de A2, A, I3.

Exercice 9. Soit n un entier > 3. On considere les matrices A = (a; j)1<i j<n €t B = (b; j)1<ij<n de M, (R)
définies par :
V(i,j) € [1,n]? aij=i+j et bi;=i.
(1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux endomorphismes de E. On note
rg(f) et rg(g) leurs rangs respectifs. Montrer que rg(f + g) < rg(f) +rg(g).
(2) (a) Déterminer une relation entre A, B et ‘B.
(b) En déduire le rang de A.
(¢) En déduire une valeur propre de A et la dimension du sous-espace propre associé.
(d) Justifier que la matrice A est diagonalisable, et exprimer tr(A) et tr(A?) en fonction des valeurs
propres de A.
(3) (a) Exprimer tr(A2) en fonction de tr(B?) et tr(‘BB).
(b) En déduire tr(A2) en fonction de n.
(c) Déterminer toutes les valeurs propres de A.

Exercice 10. On note E = C°(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs réelles.

1
(1) Montrer que pour tout f € E et tout x réel, Uintégrale / fx + t)e'dt existe.
0

1
On pose alors : Vo € R, g(x) = / flx +t)e'dt.
0

(2) Montrer que g est de classe C! sur R et exprimer ¢’ en fonction de g et f.
(3) Soit ® lapplication définie sur E par : Vf € E, ®(f) = g. Pour tout entier n > 2, on pose

F,, = Vect(fo, fi,-- - fn), OU fi : & — e~k pour tout k € [0, n].

(a) Montrer que la dimension de F,, est égale a n + 1.

(b) Montrer que la restriction de ® a F), induit un endomorphisme de F,, qu’'on notera ®,,.

(¢) L’endomorphisme ®,, est-il bijectif ? Est-il diagonalisable ?
(4) Soit h la fonction définie pour tout = € R par :
—x
1 si =0

(a) Montrer que h appartient & E.
(b) Etudier les variations de h sur R.
(c) En déduire la dimension de chaque sous-espace propre de ®,,.

Exercice 11. Soit n un entier > 2 et posons F = R, [z].
xT

(1) Montrer que 'intégrale / P(t)e'dt converge pour tout P € E et pour tout x € R.

— 00

On pose alors T(P) : & — e_’”/ P(t)e'dt.

(2) Montrer que lapplication T': P — T'(P) est linéaire.

(3) Déterminer le noyau de T'.

4) Pour tout k € [0,n], on pose ey, : x — x*.

( p
(a) Calculer T'(eg).
(b) Montrer que, pour tout k € [0,n — 1], on a : T(ext1) = ex+1 — (K + 1)T(ex).
(¢) En déduire que, pour tout k € [1,n], on a: T(e) — ex € Vect(eq, ..., ex—1).
(d) En déduire que T est un endomorphisme de E.

(5) Montrer que (I —T)"* =0, ou I désigne I'identité de E.

(6) Déterminer les valeurs propres de T'. L’endomorphisme T est-il diagonalisable?

(7) En déduire une expression de 7! comme polynéome en 7.

3. ALCEBRE BILINEAIRE

Exercice 12. Soient A et B deux matrices symétriques d’ordre 2 & coefficients réels. On note D; =
diag(A1, A2) (resp. Do = diag(u1, p2)) une matrice diagonale semblable & A (resp. & B) avec A1 > Ay
(vesp. pi1 > pi2).

(1) Justifier que A + B est diagonalisable.
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(2) On note D = diag(v1,v2) une matrice diagonale semblable & A 4+ B, avec vy > vs.
a) Montrer que la trace d’une matrice symétrique d’ordre 2 est la somme de ses valeurs propres.
M lat d’ tri Stri d’ordre 2 est 1 d 1
(b) En déduire 'égalité :
v+ ve = A+ Ao+ p1 + po.
(3) (a) Montrer que pour tout vecteur  de R? muni de sa structure euclidienne canonique, on a :
Aolzll® < (Aw,z) < Mulfa]*.
(b) En déduire I'inégalité :
vi — v <A — A+ p1 — po.
(4) Etablir I'inégalité :
A1 — Ao — p1 + po| <vp—va.

(5) Montrer que l'ensemble des couples possibles (v1,12) est inclus dans un segment [a,b] dont on
déterminera les extrémités.

Exercice 13. Soit n € N. Pour tout (P,Q) € R,[z]?, on pose : (P,Q) = /1 wdt
° I n ) N ) 1 m *

1
. P(t)Q(t)

1) Montrer que pour tout (P, € R, [z]?, V'intégrale / dt est convergente.

(1) que p (P, Q) € Rp[a] grale [ —r—g g

(2) Montrer que (, ) définit un produit scalaire sur R, [z].
(3) (a) A laide du changement de variable ¢(u) = cos(u) sur un intervalle & préciser, déterminer la

1
1
valeur de ——dt.
| =

1
(b) Montrer que / T On note Tj le polyndéme constant égal a 1.
-1

22
——dx =
V1—a? 2
(4) (a) Déterminer un réel a pour lequel le polynéme T} : & — & — Ty vérifie les relations (T7,Tp) =0

et Vect(Ty,Ty) = Ry[z]. Préciser les racines de Tj.
(b) Déterminer deux réels A et p pour lesquels le polynéme Ty : x — 22 — AT} — uTp vérifie les
relations (Ta, To) = (Ta,T1) = 0 et Vect(T, T1,To) = Ra[x]. Préciser les racines de Tb.
(5) Soit P € R[z]. On suppose que P change de signe sur R et on note agy,...,q, (a1 < -+ < ;)
les racines de P telles que, pour tout ¢ € [1,7], le polynéme P change de signe au voisinage de «;.
Déterminer le signe du polynome :

.
P:xb—>H(m—ai).
i=1
(6) Soit (Tp,...,T,) une base de R, [z] formée de vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire défini &
la question (1), telle que pour tout k € [0,n], le polynéme Ty soit de degré k. Montrer que, pour
tout k € [1,n], le polynéme T}, possede k racines simples et que ces racines appartiennent & [—1,1].

Exercice 14. Soit n un entier > 2. On identifie 'espace vectoriel R™ avec M,, 1(R™), que 'on munit du
produit scalaire canonique noté (, ). Si A € M, (R), le spectre de A est noté Sp(A). On dit que A est une
contraction (resp. une contraction stricte) si ||Az| < ||z|| pour tout x € R™ (resp. ||Az| < ||z| pour tout
x € R™\ {0}). Dans toute la suite, on note P (resp. Q) une matrice associée, dans la base canonique de R™,
& un projecteur orthogonal p (resp. q).

(1) Dans cette question, on suppose que les matrices P et () commutent.
(a) On pose T = P — Q. Justifier que T est une matrice symétrique.
(b) Soit A € Sp(T) et soit & un vecteur propre associé & A. Montrer que, si Px = 0, alors A\ €
{—1,0}. Prouver aussi que, si Pz # 0, alors Pz est un vecteur propre de ). En déduire que
Sp(T) c {71,07 ]-}
(c) Montrer que T est une contraction.
(d) Prouver que, si T est une contraction stricte, alors on a nécessairement P = Q.
(2) Dans cette question, on ne suppose plus que P et ) commutent. L’objectif de cette question est de
montrer que T'= P — () est encore une contraction.
(a) Etablir la relation suivante :

IT2|* = {(I - Q)x, Px) + (I - P)x,Qx).
(b) Montrer que T est une contraction. En déduire que Sp(T') C [-1,1].
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Exercice 15. Soit n un entier > 2. On munit R™ de son produit scalaire canonique noté { , ) et de la norme
euclidienne associée notée || ||. On identifie tout vecteur de R™ avec la matrice colonne de ses coordonnées
dans la base canonique. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique.

(1)

Justifier 'existence d’une base orthonormée (eq,eq,...,e,) constituée de vecteurs propres de A as-
sociés respectivement a des valeurs propres A, Ao, ..., A\, avec A\ < Ag < -+ < A,

On suppose désormais que A1 > 0.

La matrice A est-elle inversible ?

Montrer que, pour tout vecteur u € R™, on a : {Au,u) > \||ul|*.

En déduire que Papplication ¢ : (u,v) € R™ x R™ — (Au,v) est un produit scalaire.
Soit b un vecteur non nul fixé dans R™. On considere 'application f définie sur R™ par:

1
fru— §<Au,u> — (u,b).
(a) Montrer que, pour tout u € R™ on a :
1
flu) = §>\1||u\|2 = {101 [Jul].

En déduire que la fonction f est minorée sur R”. Est-elle majorée sur R™?
(b) Montrer que I'ensemble f(R™) admet une borne inférieure négative ou nulle.

2||b
(c) Montrer que, si ||u|| > y alors f(u) > 0. En déduire que :
1

inf{f(R")} = inf{f(B,)},
2||b
ou B, est la boule fermée centrée en (0 et de rayon r = y
1

(d) Montrer que la fonction f admet un minimum global sur R™.

Exercice 16. Soit n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on note ||.|| la norme eucli-
dienne canonique. On désigne par £(R™) ’ensemble des endomorphismes de R™ et par Idg» ’endomorphisme
identité de R™. Soit u € L(R™) tel que :

(1)

Ve e R, Ju(@)| < ||
Soit y € ker (u — Idgn) N Im (u — Idg~ ). Montrer qu'il existe € R™ tel que :
1

VEENT, y=(uf(2) ),

ott uF € L(R™) désigne I'endomorphisme wou o ...owu (composé k fois).
En déduire que ker (v — Idg=) N Im (u — Idg~) = {0}.
Conclure que ker (u — Idgn) ® Jm (u — Idg») = R™.

Par la suite, on dit qu'une suite (zn)ny de vecteurs de R™ converge vers z € R™ (que l'on note

li = i I —z||=0.
yim 2y z) si N—l>m+oo||zN z|=0

N-1
Soit y € ker (u — Idgn). Etudier la limite de la suite < Z uk(y)> .
N
) | N-1
Soit y € IJm (u — Idgn). Etudier la limite de la suite (N uk(y)> .
N

En déduire que pour tout y € R™, on a :
N—1

. 1 k
G kZ_O u*(y) = ply),

ou p est un endomorphisme de R™ que 1’on caractérisera.

Exercice 17. Soit p un entier > 2. On considere l'espace E = M, 1(R) muni de son produit scalaire
canonique et de la norme euclidienne associée notés respectivement ( , ) et ||.||. On note B = (e1,...,¢ep) la
base canonique de E. La transposée d’une matrice M est notée ‘M. Soit A une matrice de M, (R).
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(1) Montrer que les valeurs propres de la matrice ‘AA sont toutes réelles positives.
Par la suite, on note ¢ la plus grande des valeurs propres de ‘AA.

(2) (a) Montrer que pour tout X € F, on a |[|[AX|]> < || X|[*.
(b) Etablir, pour tout couple (X,Y") de vecteurs de F et tout k € N*| I'inégalité suivante :

.
(ARX, V)| < eI X] = Y]

(3) On dit qu’une suite de matrices (Uy,)n>0 converge vers une matrice U si chacun des coefficients de

U,, converge vers le coefficient de U correspondant.
AFe. e
(a) Soit (i,4) € [1,p]?. Montrer la convergence de la série Z %
k>0 :
(b) On définit, pour tout n € N, la matrice B,, par :

"1
k=0

Montrer que la suite (B,,) converge vers une matrice notée C.
(¢) Exprimer les valeurs propres de C' en fonction des valeurs propres de A.

Exercice 18. Soit (a,b,c) € R? tel que s = a? + b? + ¢ # 0. On munit I'espace vectoriel R® du produit
scalaire canonique. Soit f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice :

0 —-b a
A=1| b 0 —c
—a c 0

(1) Déterminer ker(f) et montrer que Im(f) = (ker f)*.
(2) (a) Vérifier que P(X) = X3 + sX est un polynéme annulateur de A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable dans R?
(3) On note I3 la matrice identité de M3(R). Soit g 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la
matrice C = A2 + sls.
(a) Déterminer ker(g) et Jm(g).
(b) Dans cette question uniquement, on suppose que s = 1. Quelle est la nature de g?
(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante sur A € R la matrice B = A + AI3 est-elle inversible?
Dans ce cas, expliciter la matrice inverse B~ de B comme un polyndme en A.



