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AVANT-PROPOS

Ces annales corrigées de mathématiques des épreuves orales du concours ESCP regroupent
les exercices posés en 2023 ainsi que leurs corrigés dans les options scientifique et littéraire B/L.

Cet ouvrage devrait permettre aux futurs candidats une meilleure préparation a 'épreuve orale de
mathématiques de ESCP et fournir une aide efficace aux enseignants des classes préparatoires économiques et
commerciales.

De plus, ces annales constituent également un outil pouvant faciliter la préparation aux épreuves Gerites
de mathématiques du concours quelle que soit leur option (mathématiques approfondics, mathématiques
appliquées, littéraire B/L ou technologique) ; la plupart des thémes abordés dans les sujets d’oral se retrouvent
en cffet, peu ou prou, dans les sujets de éerit.

L’attention des candidats et des professeurs qui les préparent est néanmoins attirée sur le fait que les
corrigés proposés sont destinés aux interrogateurs qui savent bien que certaines formulations abrégées des
réponses ne sont pas exactement celles qui sont attendues des candidats (qui doivent étre plus complétes ou
plus conformes aux formulations préeises du programme officiel de leur filicre). De plus, certains exercices
publiés dans ces annales sont assez longs : ce sont des sujets d’étude et le jury n’en attend pas nécessairement
une résolution compléte.

Les énoneés et corrigés des exercices ont été regroupés en quatre rubriques : analyse, algébre, probabilités
ct sujets de Poption littéraire B/L.

Chaque candidat doit exposer en une vingtaine de minutes son sujet principal préparé en salle et résoudre
directement au tableau, pendant le temps restant, une courte question dont on trouvera, dans cet ouvrage, un
échantillon.

On trouvera le contenu des annales sur le site internet de ESCP (esep.cu) ; aller dans Programmes and
Training, puis Premaster year, puis ADMISSIONS ¢t LE CONCOURS PREPA ESCP BUSINESS

SCHOOL, puis, dans I'¢tape 2, les Annales des épreuves orales de Mathématiques.

Enfin ces annales n’auraient pu voir le jour sans la fidéle collaboration et Pinvestissement dans la conception
des excercices, de tous les examinateurs de Poral de mathématiques de ESCP . Nous les en remercions.

Léon LAULUSA, Directeur Général ESCP.
Muriel GRANJEAN, Responsable des Admissions ESCP.

Frédéric CADET et Henri LEMBERG, Responsables des épreuves orales
de mathématiques du concours ESCP.
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SuJeT 1.1

Soit n € N*, on note M,,(R) I'enscmble des matrices carrées d’ordre n a cocfficients récels.
SiM € M, (R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X € M, 1(R) | MX =0} et Im(M) = {MX | X € M,.1(R)}
le noyau et 'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M2 = I oi I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M, (R).
(a) Montrer que Ker(/ — A) et Ker({ + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n,n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(1 — A) et Ker({+ A) lorsque A est aussi symétrique
(M1 (R) est muni du produit scalaire canonique).
2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A ot B de M, (R).
(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) et (A — B) (A + B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B) NIm(A — B).
(¢) Prouver que Im(AB — BA) = Im(A + B)Nlm(A — B).

3. On se place dans le cas ot n = 2 ¢t on considére les matrices

01 1 0 -1 -1
m= (] g ) om0 )emma( )

(a) Existe-t-il Z € My(R) qui soit solution de I'équation MZ — ZM = N7

(b) On cherche maintenant & savoir s'il existe une matrice involutive A qui vérific MA — AM = No.
Montrer que 'on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(¢) déterminer U'ensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(¢) Si A et Z sont deux solutions de 'équation MU — UM = N d'inconnue U € Ms(R), que peut on
dire de la matrice Z — A7 En déduire U'ensemble des solutions de équation MU — UM = N,.
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SOLUTION DU SUJET 1.1

1.

2.

(a)

(c)
(a)
(b)

(c)

Avee le cours ou par vérification immédiate, on voit déja que Ker(I — A) N Ker(I + A) = {0}.
1 1

De plus, si X € M, 1(R), on peut écrire X = > (I+AX+(I-A)X) = 5 (X1 + X3) avee

(I —A)X; = I+ A)Xy = (I — A%)X = 0, et par suite M,, 1(R) = Ker({ — A) + Ker(I + A).

Finalement, on a bien M,, 1(R) = Ker(4 — A) @ Ker({ + A) et le cours nous dit alors que A est

diagonalisable.

Comme A = R™DR avee R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R™!DR) = Tr(DRR™!) =

Tr(D) = dim(Ker(I — A)) — dim(Ker( + A)) = 2dim(Ker({ — A)) — n. Si n est pair, on voit que

Iensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est U'ensemble des entiers relatifs pairs de [—n, n].

Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n, n].

Dans ce cas les sous espaces Ker( — A) et Ker(1 + A) sont des supplémentaires orthogonaux.

Comme A% = B?(=1I), on trouve (A + B) (A — B) = BA— AB ¢t (A— B)(A+ B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question préeédente on observe que
Y=(A-B)(A+B)X =—(A+B)(A—B)X € Im(A+ B)NIm(A— B),

ce qui implique bien inclusion voulue.

On éerit ¥V = (A4 B)Xy = (A — B)X,, avee 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; ct
(A+ B)Y = —(AB — BA)X,, d'on 2AY = (AB — BA)(X; — Xa).

Comme A? = I, on obtient

2Y = A(AB — BA)(X, — X,) = (B— ABA)(X, — X,) = (BA— AB)A(X, — X,) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est done prouvée et par suite Im(AB — BA) = Im(A + B) Nlm(A — B).
Supposons qu'il existe Z € Mo(R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace a cette égalité on
obtient 0 = Tr(MZ) — Tr(ZM) = Tr(N1) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a done pas de solution.
D’aprés la question 1. (b), Tr(A) € {—2,0,2}.

Supposons que Tr(A) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A cst diagonalisable (ef. 1. (a)) ct que
Sp(A) C {—1,1}, la scule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
Péquation. On a done nécessairement Tr(A) = 0. Avee la question 2. (¢), on voit que on doit avoir
Im(A+M)NIm(A— M) =Im(MA— AM) = Im(N2) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A + M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Veet(1, —1) ou Im(A + M) = Veet(1, —1).
Silm(A+ M) = Veet(1, —1) (resp.dm(A — M) = Veet(1, —1) ), la somme des cocfficients de chaque
colonne de A+ M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que l'on peut éerire
A avee un seul paramétre que Uon détermine facilement en calculant par exemple le coefficient
(MA—AM)q ;1.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = Ny est donc {( _23 _12 ) , ( _21 _32 )} .

Si A et Z sont deux solutions se 'équation MU —UM = Na, on observe que M (Z—A)—(Z—A)M =0
et par suite que Z — A appartient 4 Uensemble C des matrices qui commutent avee M que U'on
détermine facilement. En prenant pour A P'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que Uensemble 8 des solutions de équation MU — UM = Ny est donné par S = A+ C.

Finalement, on trouve
- 2 + k] ]_ + t . 2
s (200 2 Yimoew),
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SUJET 1.2

1. Soit P un polynoéme de degré k > 0 ct de cocfficient dominant 1 tel que : Vo € R, P (x) = kP(x) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P,
(b) En déduire qu'il existe 7 € N*, r < k ¢t @ un polynéme ne s’annulant pas en 0 tels que :
VeelR, Plr)=2"Q(x).
(¢) En conclure que : Vz € R, P(x) = z*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.
2. (a) On note Z(A) lensemble des polyndémes non nuls annulateurs de A, Justifier U'existence de
min deg(?). On note 7 ce minimum.
PcZ(A)

(b) Montrer qu'il existe un unique polynéme annulateur de A de degré r et de cocfficient dominant 1.
On note 114 ce polyndéme et on 'appelle le polyndéme minimal de A.

3. Omn suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.

(a) Montrer par 'absurde que A n'est pas inversible.
(b) Etablir que pour tout k € N, kA* = AkB — BA*.
(¢) En déduire que AIT, (A) = 0.
(d) En conclure que A" = 0.
4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB — BA = A+ C et BC = CB.
Montrer qu'il existe m € N* tel que (A+ C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 1.2

1.

(a)
(b)

()

(a)
(b)

(d)

On évalue la relation donnée en z = 0, ce qui donne 0'(0) = kP(0) avec k£ non nul, d’ou P(0) = 0.
Soit r lordre de multiplicité de 0 pour le polynéme P. Alors r € [1, k] et il existe Q € R[z] tel que
P(x) = z"Q(x), avee Q(0) # 0.

On a en dérivant : zP'(z) = z(rz" ' Q(z) + 2"Q'(x)) = rz"Q(z) + "1 Q' ().

D’on, d’aprés hypothése, r2"Q(x) + 2" H1Q' (z) = ka"Q(x).

On simplific par z". En 0, cela donne rQ(0) = £Q(0), d'ou k£ = r ct puisque P est unitaire :
P(x) = x*.

{deg(PP), P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, done cet ensemble admet un minimum.
Unicité : par absurde, si PP et Q sont deux polynémes disctints de degré r et unitaires, alors P — QQ
est non nul de degré inféricur ou égal a r — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de r.
Existence : si P2 est un polyndme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant o,
alors %I ? convient.

Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d'ot1 tr(ABA™! — B) = n, ¢’est a dire

tr(ABA=') — tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

Par récurrence sur k. Initialisation pour k£ = 0 triviale. Hérédité : on a
AR BARTY — A(A*B — BA*) + ABAF — BAM! = AkA* + (AB — BA)AF = kAR AR+
= (k+1)AF,

P

. ”
Posons 14 (x) = E arz®. Alors Iy (z) = E kogz*~1, don 21T, (z) = E kagz®.

o k=0 k=1 k=1
Ainsi :

AT (A) =" kapA* =Y "o (A¥B — BA¥) = (ZakAk)B — B(Zamk)
k=1 k=1 E=1 k=1
=TI4(A)B — Bll4(A) = 0.

Par unicit¢ de 74, on a : T4 (z) = 2211 (), soit r1l4(x) = zIT (),
d’ont IT4(z) = =", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+C, alors ’B—BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC =AB—-BA= A"

D’ou si m est le degré du polynéme minimal, alors A™ = 0, ¢’est a dire (A + C)™ = 0.
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SUJET 1.3
Soit (E, (, )) un espace cuclidien, p et g deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout x de E, on a |[p(x)|| < ||=]].
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a [A| < 1.

3. Montrer que pour tout z de E, on a (p(x),z) = ||p(x)||?.
En déduire que si A est une valeur propre de pog, on a A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a) Soit f =pogop.
Montrer que U'endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.

(b) Montrer qu’il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.
(¢) Soit G, H deux sous-cspaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* = G- N HL.
(d) Soit F' = (Ker(q) + Im(p))*+. Soit = € Ker(q) + F. Déterminer p o g(x).

(¢) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 1.3

1. Comme il s’agit d’'une projection orthogonale, p(x) et  — p(x) sont orthogonaux d’ot en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

llp@)I1? < llp@)I1* + |z — p(2)|[* = ||| [*.

2. Soit A une valeur propre de po g, et z un vecteur propre associé. On a p(g(x)) = Az. Donc

llp o a(@)I? = lIp(a@)I? < llg(@)|* < |||

Dot [A] ||z]|? < [|z||? et comme = est non nul, |A| < 1.

3. Pour tout = de E, p(z) ¢t x — p(x) sont orthogonaux.

Donc (p(z),z — p(z)) = 0 soit (p(x),z) = ||p(z)||%.

Soit A une valeur propre de po g, et & un vecteur propre associé. On a (p(q(z)), q(x)) = ||p(q(z))||* donc

Mz, q(z)) = |lp(g(x))||* done Allg(x)[[> = A?||=||>. .
Si A # 0 alors comme 7 est non nul, on a ||g(x)||? = A||z||> d’ot A > 0. On en conclut que A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a)

(c)

(c)

Soit x et y deux vecteurs, on a puisque p et g sont des endomorphismes symétriques

(f(z),y) = (pogqop(z),y) = (gop(z),p(y)) = (p(z). g o p(y)) = (=, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur E.
De plus soit x de Im(p), f(z) = p(qop(x)) € Im(p), done Im(p) est stable par f.

On applique le théoréme speetral a 'endomorphisme f restreint a Im(p). 1l existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
veeteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur x de Im(p), p(z) = z. Il existe done une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de pog.

Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Soit z € G+ N HL et soit y € G + H. Ainsi
Jue G, dve Hyy=u+wv.

Donc < x,y >=< z,u >+ < x,v >= 0. D'ott x € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H done (G+ H)t C Gt et (G+H)t C H- d'oit la
deuxicme inclusion.

D’aprés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(q)* N Im(p)* = Im(q) N Ker(p).
Soit z € Ker(q) + F, z = u + v avec u € Ker(g) et v € F' = Im(q) N Ker(p). On a
poq(z) = p(q(u) + pla(v)) = 0+ p(q(v)) = p(v) = 0.

On a

F @ (Ker(g) + Im(p)) = E.
d’onr

(F+ Ker(q)) + Im(p) = E.

e qui permet de conclure que p o g est diagonalisable.
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Al
SUJET 1.4
Dans tout 'exercice, on considére un entier n = 2 et on note £ = M, (R) ct F' = £(E , R) I'espace vectoriel
des formes linéaires sur E.
On note également S, (R), respectivement A, (R), le sous-espace vectoriel de E des matrices symétriques,
respectivement antisymétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E lapplication définic par : A+ 'A.

Calculer ¢ o et en déduire les sous-espaces propres de . L'endomorphisme @ est-il diagonalisable 7

3. On définit G : E — I comme Papplication qui, a toute matrice M € FE, associc Papplication G(M) de
E dans R définic par G(M) : A Tr(MA).
Justifier que ¢ est un isomorphisme de E sur F.

On considére dans la suite un élément non nul u de F, et on note ¢ Papplication de E dans E définie par :
P A u(A) L, .
4. (a) Justifier qu'il existe une unique matrice M € E telle que VA € E | 9(A) = Tr(MA) 1, .
(b) Déterminer le rang de ).
(¢) Calculer ¥ o en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(v)) NIm(v) # {0} <= Tr(M) =0.
(¢) En déduire que 1 est diagonalisable si et sculement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que poh =1 op.
6. Dans cette question, on suppose que M € §,(R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique 1, & Ker(v)) .
(a) Que vaut S, (R) + Ker(¢) ? En déduire la dimension de &,,(R) N Ker(¢)) , puis que
Sn(R) = Veet(1,,) @ [Sn(R) N Ker ()] .

(b) Déterminer A, (R) N Ker(v)) .

(¢) En déduire que 'endomorphisme f = ¢ + ¢ est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres ot
$CS SOUS-CSPACCS PrOPres.
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SOLUTION DU SUJET 1.4

1. Etant donné une base B de E, Papplication f +» Mp(f) est un isomorphisme de F sur M2 1(R).
Donc dim IF' = dim M,,2 1 (R) = n? = dim E.

2. Ona ¢? =Id g donc Sp(p) C {—1,1};
puis Ker(p —Idg) = Su(R) et Ker(p +1dg) = Au(R) de somme (directe) E (4 justifier), done ¢
diagonalisable.
3. L’application G est linéaire; Vi, j, [G(M)|(E; ;) = mj;,donec G(M) =0 = M =0 d’ou KerG = {0},
et par ¢galité des dimensions démontrée en question 1, G est un isomorphisme.
4. (a) Daprés 2. M =G~ (u).
(b) wu # 0 entraine Im(vy) = Veet(Z,,) done rg(y) =1.
(¢) L’application v est linéaire et 1¥?(A) = u(A) ¥ (L,) = u(A) Tr(M)I, donc ? = (TrM) 1.
(d) On a Ker(¢) NIm(y) # {0} < I,, € Ker(¢v)) <= 0=¢(1,) = Tr(M) I,, <= TrM = 0.
(¢) @ Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de 1) associé & TrM # 0 ; comme Ker(7)) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a 1 diagonalisable.
e Si Tr(M) =0, alors 1% = 0, donc 0 est scule valeur propre de ¢ # 0 (car u # 0), donc 7 non
diagonalisable.

5. Par bijectivite de G,
poth =1op <= VA, Tr(AM) =Tr(*AM) = Tr("MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, ¢ Ker(¢) est un hyperplan de £, mais [, € §,(R), on a §,(R) + Ker(¢) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

nn+1)

1
2

dim[S,, (R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] + dim [Ker(¢))] — dim(E) =

Comme Veet(1,) et S,(R) NKer(v)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
Sn(R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ A, (R) = potp(A) = op(A) = —p(A) = (A) € A, (R)NIm(y) = A, (R)NVect(1,,) = {0}

done A, (R) C Ker(¢), soit A, (R) NKer(y) = A, (R) .
(e¢) Alors
E = Veet(I,) ® [Sp(R) NKer(v)] @ A, (R)

qui sont des sous-espaces propres de f associés respectivement a 1+ Tr(M), 1 et —1; d’on f est
diagonalisable.
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SUJET 1.5

Dans cet exercice n est un entier supéricur a 2. Soit E un espace vectoriel cuclidien de dimension n.
On note (, ) le produit scalaire et || - || la norme euclidienne associée.
Soit B = {ey,--- , e, } une base orthonormée de E.
On dit qu'une application f : E — E vérifie la relation () lorsque :

Ja > 0, Vu,v € E, (f(u), f(v)) = o®(u,v) (P)
Attention : Papplication f n’est a priori pas supposée lindéaire .

1. Montrer que si f vérifie (P) alors f est un endomorphisme de E.
(on pourra s’intéresser d’abord a || f(u + Av) — f(u) — Af(v)|| pour A € R.)

2. Montrer que f: E — E vérific (P) si et sculement s'il existe a > 0 tel que pour tout uw € £, on a :

[ ()| = elu]].

3. Soit f vérifiant (7). En étudiant les valeurs propres de f, montrer que f est bijectif.
4. Soit f vérifiant (). On note A la matrice représentative de f dans la base B, montrer : *AA = o?1,,
5. Montrer f € L(E) vérific la propriété () si et sculement si -

V(u,v) € E% (u,v) =0 (f(u), f(v)) =0

6. Soit F' un sous-cspace vectoriel de E. On désigne par p la projection orthogonale sur F.
Soit e > 0 Soit s endomorphisme de E défini par @ s = a(2p — idg)
Montrer que s vérifie (P) et que s est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.5
1. On a
|| (u+ o) — f(u) = Af(v)]?
= |1f (u+X0)[[* + | F@)|* + N2 |Lf )P = 2f (u + N, f(w)) = 2(F (u+ Xo, Af(v)) + 2X(f (w), f(v))
= o?||u+ M|)? + o?||ul|? + X2a?||v||? — 2% (u + Av,u) — 207 (u + Av, M) + 200 (u, v)
= o?||u||? + A2a?||v||? — ®||u + Mv||2 + 2 a? (u,v) =0

Donc f est un endomorphisme de E.
2. En prenant v = u dans (P), on a : ||f(u)||? = o2||u||?, soit ||f(uw)|| = ||ul].

Réciproquement, en utilisant une identité de polarisation, et comme f est lin¢aire, on a : Vu,v € E,

1 1 .
(f(u), F(v)) = 5 (IIF (u + )P = IF @)~ If (@)[1?) = 025(”% +0l 2 = [[ul? — [v|*) = o®(u,v)
3. Soit u un vecteur propre associ¢ a la valeur propre A, u # 0. On a :
f )]l = ellull = [ALl|ul| = allul]| = |A| = a> 0.

Donc 0 n’est pas valeur propre de f donc f est bijectif.

4. La propriété (P) se traduit matriciellement par : {(AU)(AV) = a? LUV, soit 'U(*AA)V = a? tUV,
(avee U, V matrices des coordonnées de u,v dans la base B).
Si on note f;; I'élément générique de la matrice *AA et en prenant U =* e; et V =" ¢; on obticent

Vi,j € [1,n] Bij = a*.8; j soit : "AA = o*1d,,

5. Supposons la propriété (P). Soit (u,v) € E2. On a

(u,v) =0 < a2(f(u), f(v)) =0 & (f(u), f(v)) =0, car a # 0

Réciproquement supposons que cette équivalence est vraie.

Alors la famille {f(e1),--- , f(e,)} est orthogonale (car les ey, ..., e, le sont).

De plus, comme (e; +¢;,¢; —e;) = ||ei]||* —||e;||* = 1—1 = 0, on en déduit que (f(e; +¢;), f(ei—e;)) = 0.
Par bilincarité du produit scalaire et lincarité de f, on a donc :

F (el = [1F (eI = (F(es) + flez), Fle:) — flez)) = (fles +e5), flei — ;) = 0.

Ainsi || f(e;)|| est indépendant de i ; posons a = || f(e;)]|-
Alors la famille {X f(e1),---, < f(en)} est une base orthonormée de E i.e. :

Vi, j € [Ln], (f(e:), f(e;)) = aQ(e‘-?ej).

(.’._.J:

Cette inégalité s’¢tend alors par linéarité a tous vecteurs u, v de E i.e. f vérifie (P)

6. L’endomorphisme p étant un projecteur orthogonal, il est symétrique, done s aussi (combinaison linéaire
d’endomorphismes symétriques) et done diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.
Pour montrer que s (linéaire) vérific (£2) on utilise la caractérisation de la question précédente :

(s(u),s(v)) =0 <= (2p(u) —u,2p(v) —v) =0 <= 4p(u),p(v)) — 4p(u),v) + 4{u,v) =0,

ot lon a utilisé que p est symétrique i.e. (p(u),v) = (u, p(v)).

Et, comme p? = p, on a : (p(u), p(v)) = (P*(u),v) = (p(u),v).
D’ont I'équivalence : (s(u),s(v)) =0 <= (u,v) = 0.
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SUJET 1.6

On note I” I'espace vectoriel des fonctions de R dans R, E le sous-cspace vectoriel de I des fonctions
polynomiales ct, pour tout n € N, E,, le sous-espace vectoriel de E des fonctions polynomiales de degré inféricur
ou égal a n.

On considére 'endomorphisme D : f+— D(f) de I, ou la fonction D(f) est définie par

1.

2.

(a)

VreR, [D())@)=flr+1)— flz).

Justifier que, pour tout n € N, E,, est stable par D.

On note alors A,, 'endomorphisme de E,, induit par D.

(b)
(c)

(d)
(¢)

(a)

(b)
(c)

Pour n € N*, déterminer le noyau et 'image de A,, .
Pour n € N*, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A, .
L’endomorphisme A,, est-il diagonalisable ?
Pour n € N*, justifier que pour tout @ € F,,_1, il existe un unique P € E, tel que A, (P) =Q ¢t
P(0)=0.
Expliciter P lorsque Q(z) = x2.
T

Utiliser PP pour retrouver la valeur de S, = Z k2 pour n € N*.

k=1
Soit ¢ : ]0,1] — R une fonction, et g € F. Montrer qu’il existe une unique fonction f € F telle que
D(f) =g et Vz €]0,1] , f(z) = ¢(z).
L’endomorphisme D est-il surjectif ?

Montrer que, pour tout A € R, il existe une fonction f € F, différente de la fonetion nulle; telle que

D(f)=Af.
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SOLUTION DU SUJET 1.6

1. (a) Ona Vn, PeE, = DP?)=P(z+1)—Pzx)c E,.

(b) L’espace Im(A,,) est engendré par les polynomes (A, (27))o<j<n qui valent :
-1 .
A (z°)=0 ot Vjie[l,n], A.(z?)=(x+1) -2’ = Z (?) ' € Ey_q
i
i=0

La famille (A, (27))1<j<n st de degrés croissants, done libre, done ¢’est une base de Im(A,,) qui

est done de dimension n. Ainsi, par égalité des dimensions, on a | Im(A,) =E,_1. |

De plus on a clairement Ey C Ker(A,,). Et par le théoréme du rang dim(Ker(A,,) = 1.

D’on, par égalité des dimensions, on a : ‘ Ker(A,) = Ey. |

Autre idée : utiliser la matrice de A, dans la base (27)ogj<n-

(¢) La matrice A de A,, dans la base canonique de £, est triangulaire supéricure stricte non nulle,
donc 0 est Punique valeur propre et Ey Uespace propre associé; A est non diagonalisable.

(d) Ona Q € E,,_; =Im(A,)) = dP € E,, A,(P) =Q ;alors Pi(z) = P(z) — P(0) convient,
puisque A, est nul sur Ej.
Si P est une (autre) solution, alors Py — I € Ker(A,,) = Ey, done I et P différent d'une
constante, qui est nulle puisqu’ils ont méme valeur en 0.

(¢) Le polynome cherché A(x) = az® + bx? + cx vérifie

3a = 1 a = 1/3

Ja+2b = 0 = b = _1/2

at+tbt+e = 0 c = 1/6
d’on , , ( ’ |
T T r  x(lr—1)(2xr—1
A(x) = 3 9 + o 6
puis

- 1)(2n+1
S, = [A(kﬂ) —A(k)] — A1) Ay = "t ia( n+1)

k=1

2. (a) Si f est solution, on a par récurrence
VneN" Vzelnn+1, flz)=¢(x—n)+ Zg(:ﬁ — k)
k=1

d’on au plus une solution, ¢t on vérifie qu’elle convient.
(b) D’aprés a), D est surjective.

(¢) En prenant ¢ = 1, on a par récurrence comme ci-dessus,
# N T
VneN" Vzelnn+l], f(z)=(A+1)
qui vérific bien

VreR}, flz+1)=A+1)f(z) don [D(f)()=fla+1)— f(z)=Af(z).
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SuJET 1.7

Pour tout A € M,,(R), on note A la transposée de la matrice A.
On admet que application (A, B) — Tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R).
Pour tout M € M,,(R), on note M+ = (Vect(M))*, que P'on appelle I'orthogonal de M.

Pour tout A € M,,(R), on pose @4 : M — "AMA.

1. Montrer que M+ est un sous espace vectoriel de M, (R) et donner sa dimension.

L

Montrer que © 4 est un endomorphisme de M, (R).

w

Montrer que @4 0P = Pp4.

Soit A € M, (R) inversible. Montrer que ®4 est un isomorphisme de M,,(R) sur M,,(R) ct que la
restriction de ¢4 4 S, (R) induit un isomorphisme de S, (R) sur S, (R).

>~

ot

Soit A une matrice orthogonale d’ordre n. Montrer que P € M* si et seulement si @ 4(P) € (®4(M))*:.

On suppose dans cette question que A est diagonalisable. Montrer que @ 4 est diagonalisable.

NS

Réciproquement, on suppose que @ 4 est diagonalisable et que A admet une valeur propre non nulle.
Montrer que A est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET 1.7

@ o=

>~

7.

Question de cours et M~ est un hyperplan de M, (R).

On vérifie la linéarité de @ 4.

Pour toute matrice M, (® 40 @) (M) ='A(*BMB)A ="' (BAYMBA = ®5,(M).

Par la question précédente, comme @5 = Iy, m), on a @4 bijective (et (@ A) =Dy ).
Autre idée : utiliser le noyau et la dimension finie.

Si M ="!'M, alors {{®4(M)) =AM A = ® 4(M). Cela signific que @4 : S, (R) — S, (R).

Comme P4 est injective, sa restriction a 8, (R)aussi, donc clle est bijective (la dimension est finic).

La relation ®4(P) € (®4(M))* est équivalente a
0="Tr("A'PA*"AMA) = Tr(*A'PM A) = Tr(*PM A*A) = Tr(* PM)

Soit (X1, ... X, ) une base de M,, 1 (R) de vecteurs propres de ' A associés aux valeurs propres (A1, ..., A, ).
s 4 e p— e
Pour tout (7, 7) € [1,], on pose M, ; = X;'X;.

e La matrice M, ; est de rang 1 (done non nulle) puisqu’aucun des vecteurs propres de A n’est nul.
e Comme AX; = \;X;, on a ®4(M; ;) = "AX;' X;A = M\ X' X, Ainsi les matrices (M; ;) sont des
veeteurs propres de @ 4.

e Il reste a montrer que la famille (M; j)i<ij<n est libre. Soit (a; ;) une famille de réels tels que
T T

Z Z a; jM; j = 0. Alors pour tout k € [1,n]

i=1 j=1

0= Z (Li,J'ﬂ{fi,j(Xk): Z ai,sz'(thXk):Z Zai,j(thXk) Xi

1sijsn Isijsn i J

La famille (X;) est une base ; done pour tout (i, k) € [1,n]?, Zai,j("Xij) =0.

j=1
T ™

Le vecteur ligne Z ai,j‘XJ- est orthogonal a tout Uespace : il est nul et Z a;; X; =0.
i=1 =1
Ainsi pour tout (i, 7) € [1,n]?, a; ; = 0.

Soit X # 0 tel que AX = AX, avee A # 0. Considérons application ¢ : M, (R) — M,, 1(R) définic par
pw: M — MX

Cette application est surjective ; en effet, soit Y € M, 1 (R). Il existe une matrice M telle que MX =Y :
par exemple, on compléte X en une base de M, 1(R) et M est la matrice dans la base canonique de
I"application qui envoic X sur Y ¢t les autres vecteurs sur le vecteur nul.

Soit (M; ;) une base de vecteurs propres de @ 4. Par la surjectivité, la famille ((M; j))i1<i j<n est une
famille génératrice de M,, 1(R). On en extrait une base (M, X,..., M, X).

Notons A; les valeurs propres de ® 4 correspondantes aux M;, ¢’est-a-dire que "AM; AX = \;M; X. Or
AX = AX. Donc (puisque A # 0) :

Ai
PAMGAX = MM X < M AMX) = MM X < "A(MX) = T M:X

Ainsi, la matrice * A est diagonalisable (dans la base (M1 X, ..., M, X)). Et donc sa transposée A aussi.
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SUJET 1.8

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1.

Soient g, h deux endomorphismes de E.
Soit alors Papplication Ker(g o h) %4 E définic par :

Vu € Ker(goh), p(u) = h(u).

(a) Comparer Im g ot Kerg.
(b) En déduire que dim (Ker(g o b)) < dim(Ker h) + dim(Ker g).

On considére désormais un endomorphisme f de E.

2.

On suppose que f est diagonalisable. Montrer qu’il existe p nombres rq, ..., 7, € R distincts (avee p € N*)
tels que le polynome P = (X —ry) --- (X — rp) soit un polynéme P annulateur de f.
Réciproquement, on suppose qu'il existe p nombres 1y, ..., 7, € R distinets tels que le polynéme
> = (X —r1)--- (X — rp) soit un polynéme annulateur de f.
p
(a) Montrer que Z dimKer(f —r;ld g) = n.
i=1
(b) Montrer que f est diagonalisable.

On suppose que [ est diagonalisable. Montrer que si By est un sous-espace vectoriel de E stable par f,
alors 'endomorphisme fiz, de Ep induit par f est, lui aussi, diagonalisable.

Dans cette question, F est un espace vectoriel de dimension 3 et f est un endomorphisme diagonalisable
de F dont Pensemble des valeurs propres est formé de deux réels distinets A et p.
Déterminer tous les sous-espace vectoriels de E stables par f.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 25

SOLUTION DU SUJET 1.8

1. (a) Pour tout u € Imp, il existe v € Ker(g o h) tel que u = h(wv).

Done g(u) = (go h)(v) =0 i.e. u € Kerg. Ainsi | Imp C Kerg.

(b) Le | théoréme du rang pour ¢ ‘ donne : dim(Ker(g o b)) = dim(Im ¢) + dim(Ker ¢).

Or, par croissance de la dimension, la question précédente donne dim(Im ) < dim(Ker g).
Et, comme ¢ est une restriction de h, on a Ker ¢ € Ker h, done dim(Ker ¢) < dim(Ker h).

2. Siry,...,1p € R sont les valeurs propres distinctes de f, alors P(x) = (z — 1) --- (x — 1) convient,
puisque P(diag (A, ..., A,)) =diag (P(A1), ..., P(A,) =0, si diag (A1, ..., A,) est la matrice de f dans
une base de vecteurs propres (car alors A; € {ry,...,r,} pour tout ).

3. (a)

Par récurrence finie sur k € [1, p|, avee question 1b, | on montre que :

k

Zdim ((Kcr(f —r;Id E))) = dim (Kur ((f —rldg)o---o(f — -rkIdE))).

i=1

Or, pour k = p, comme PP est annulateur de f, on a dim (Kur ((f —rldg)o---o(f—reld E))) = n.

(b) Comme la somme des dimensions des sous espaces propres Ker(f —r;1d ) dépasse n et que ces sous-

cspaces sont toujours en somme dir(:(:t-(:,l les sous-espaces propres de f sont supplementaires dans E. l

Donc f est diagonalisable.

4. D’apres la | question 2|, il existe un polyndme annulateur de f scindé a racines simples.

Alors ce polynéme est aussi annulateur de f|g,, puisque (! ’(fiEo )) (u) = (I o f))(u) pour tout u € Ej.

Done, d’aprés la

question 3b appliquée a f| Eo>

, 'endomomorphisme f| B, est diagonalisable.

5. Comme f est diagonalisable, on a dim Ker(f — Ald g) + dim Ker(f — pld g) = 3.
Quitte a échanger A et g, on peut supposer que dim Ker(f — Ald g) = 2 et dimKer(f — pld g) = 1.
Tout sous-espace propre de f est stable par f, voire tout sous-espace d’un sous-espace propre est stable.
Par ailleurs, la somme de deux sous-espaces stables est stable.
Done, en triant sclon la dimension, cela donne déja les sous-cspaces propres suivants :

e dimension () :

e dimension 1 : | Ker(f — pld g),

‘ toute droite vectorielle incluse dans Ker(f — Ald g) ;

e dimension 2 : | Ker(f —Aldg);
tout | Ker(f — puld g) @ D,

e dimension 3 :

Montrons qu’il n'y en a pas d’autres; les dimensions 0 et 3 sont évidentes.

o D est une droite incluse dans Ker(f — Ald g) ;

Soit Ey un sous-espace stable de dimension 1 ou 2, alors, d’aprés la question 4, fg, est diagonalisable.
De plus les vecteurs propres de fp, sont des vecteurs propres de f, donce Ejy posséde une base formée de
vecteurs propres de f.

Si Ej est de dimension 1, alors forcément Ey = Ker(f — pld g) ou Ey C Ker(f — Ald g).

Si Ey est de dimension 2, alors forcément Ey = Ker(f — AMld g) ou Ey = Ker(f — pld g) @ D, o D est
une droite veetorielle incluse dans Ker(f — Ald g).
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SuJET 1.9

Soit m € N*. On note E = R,,[X] 'ensemble des polynémes de degré inféricur ou égal & m.

1. (a)

Expliciter la matrice Q@ € M,,11(R) telle que pour tous U et V' deux veeteurs colonne de My, 41,1 (R)
de coordonnées respectives (g )ognsm €t (Vn)ogngm, on ait :

Vae[o,m], u,= g [(:) U;{| . (1.1)

Justifier que Q est inversible.

Soit T 'endomorphisme de R,,[X]| défini par, pour tout P € R,,[X], T(P)(X) = P(X + 1).
Déterminer la matrice de T' dans la base canonique de R, [X]. En déduire U'inverse de Q.

En déduire, si U, V vérifient (1), alors :

Vneo,m], wvn =i [(—1)"—’“ (:) uk} . (1.2)

k=0

Soit ¢ 'application définic sur E par :

2. (a)
(b)

(c)
(d)

(¢)

VPeE, VzeR, [p(P)|(x)=Px+1)-P(z).
Justifier que ¢ € L(F) ot expliciter sa matrice A = (ai)1<ij<m+1 € Mumy1(R) dans la base
canonique B = (I,X, X2,..., X"‘) de E.
Déterminer 'image et le noyau de .
Etudier la diagonalisabilité de .

Pour p € N*, on note ¢ la composée p fois : ¢f = pogo---0¢ : on convient que ¢ = Id g .
Montrer que, pour tout p € N et tout polynéme P € E, on a :

P
i) — (1P k[P 5]
[P0 = (1 o[t (2) pec+n] (13)
k=0
En déduire, pour p € N* et j € [0,p — 1], la valeur de

S = i [(—1)* (*:) k»f] .

k=0

3. Pour tous P € E ct n € [0,m], calculer

> [BEGER
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1. (a)

(c)
(d)

(¢)

La relation s’¢éerit matriciellement

U n 1 0 0
(5] ™ 1 1
=Q . avee () =
: : : o0

Uy Uin 1 (‘T') - 1

ot Q = (gij)i<ij<m+1 ost la matrice de PASCAL (triangulaire inféricure, carrée de taille m + 1),
.. i—1 .- .. . : [ .

de cocfficients ¢; ; = ;_1) en position (i, 7), avee la convention usuclle (j) =0slj>1i.

La matrice @@ est triangulaire a éléments diagonaux non nuls, donc est inversible.

11 est clair que T est un endomorphisme de R,,[X]; on trouve que sa matrice est ‘Q.

Or la réciproque de T est P — P(X —1), dont la matrice s’obtient comme dans la question préédente ;
cette matrice est ('Q)~! = {Q)~!; on en déduit la valeur de Q—1, soit Q! =
e (_1Yim] i—l)

¢ij=(=1) (j—l .

Comme V=Q 'U,ona

k=0

C; ) .. avece
("’-‘J 1<i,j<m+1 ‘

L’application ¢ est linéaire de E dans E et pour tout j € [0, m],

i—1 - j—1 . .
4 N ,- . 4 817 >
p@?)=(z+1) -2’ = E (J) e B don a;; = {(‘—1) Sty >t
i

‘ 0 sinon
i=()

En particulier, A est triangulaire supéricure stricte.

D’apres la matrice, Im(p) C R,,—1[X] ; d’ou ‘ Im(p) = Ry —1[X] ‘ par ¢galité des dimensions (car

A est clairement de rang m).

On a clairement Ry[X| C Ker(yp), d’on I'égalité | Ker(p) = Rg[X] ‘ par la dimention (via le théoréme

du rang).

La matrice A est triangulaire supéricure stricte non nulle, done Sp (A) = {0} et A non diagonalisable.
Soit 7 endomorphisme de E défini par VP € E, 7(P) = P(X + 1).

Comme 7 et Id p commutent, la formule du bindme dans £(E) appliquée & ¢ = 7—1d p donne (1.3).

Comme ¢ abaisse le degré de 1, pour j < pet P(X)= X7, ona @f(X7) =0,
d’oil en évaluant en 0 : 0 = P (X7)(0) = (—1)7 S,

3. La matrice @ ¢tant inversible, si (u,,) et (v,) vérifient (1.2) alors ils vérifient (1.1) ; done

i K;) w’“(l’)(ﬂr)} = P(z +n)

k=0 ’

(qu’on peut aussi retrouver par la formule du binéme appliquée & 7= ¢ + 1d g ).
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SuJET 1.10

Soit n € N*. On note E I'ensemble des fonctions f: R} — R de la forme f : x> zP(x) + xIn(z)Q(x), on
P et Q sont deux polyndmes a cocfficients réels de degré inféricur ou égal a n — 1.
Pour tout k € [1,n], soient les fonctions ey, : x + %, et fi : x> 2% In(x).

1.

2.

(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Pespace des fonctions continues de RY dans R.

(b) Montrer que B = (e1, f1,...,€n, fn) cst une base de E. En déduire la dimension de E.

£
Pour toute fonction f de E et tout z > 0, montrer la convergence de Uintégrale / f(t) dt.
Jo

Pour tout f € E on définit la fonction u(f) par :

B~

ot

Vo >0, (u(f))(z) = %[ﬂ F(t) dt.

Pour tout k € [[1,n] déterminer u(er) et u(fx).
Montrer que u est un endomorphisme de E et écrire sa matrice M dans la base B.
Déterminer les valeurs propres de w. L’endomorphisme u est-il bijectif 7
Soit f un vecteur propre de E associé A une valeur propre A # 0.

£

. P _1
Soit g définie sur RY par g(z) = 2% f(t) dt.
0

Montrer que g est constante sur R . En déduire une expression explicite de la fonction f.
Pour chaque valeur propre A de u, déterminer la dimension de Uespace propre associé.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?



CHAPITRE 1. ALGEBRE 29

SOLUTION DU SUJET 1.10

1. (a) Chaque fonction e ou f;, est continue sur RT on admet un prolongement par continuité sur R¥.
Ainsi E = Vect(ey, f1,...,€nfn) st un sous espace vectoriel de C?(RT,R). E est un sous espace
vectoriel de Pespace des fonctions continues C?(R1T* R).

(b) Soit f = Z e + Z Bifi = P(x) + Q(x)Inx = 0, avee P et @ ¢léments de R, [ X].
k=1 k=1

Pz

Q)

P(x)

Q(z)

théorémes de croissances comparées que que soit . Done PP = 0, d’oi @ = 0. Ainsi dim(E) = 2n.

Si l'on avait PP # 0, on pourrait ¢erire que Inz = — qui cst une fraction rationnelle.

Done au voisinage de 400, on aurait Inz = — ~ Az®, avee a € Z, ce qui contradirait les

2. Comme x +% x Inx converge vers 0 en 0 tout ¢lément de f est prolongeable par continuité sur R,
d’on la convergence de Pintégrale.

3. Pour tout k € [1,n],

1 1 1

T lfik(ll'i) et u(fr) = T lfk - CESIE e (%)

|
u(er)(x) = k_-l—lxh =

4. La lin¢arité de w provient de la linéarité de P'intégration. On sait que u(e) et u(fi) sont tous deux dans
E. Par lin¢arité, 'image de toute f de E est dans E.

D’aprés (##), la matrice de u dans la base B est triangulaire supéricure,

b dinsomage L L L1 1 1
avec sur la diagonale —, —, — T @
£ 2233 "t 1 n+1
1 1 1 Lo-Lo L !
sur la sur-diagonale | ——,0, —=,0,...,——,0, ——— |,
& 2277 327 n? (n+1)2

ct des 0 partout ailleurs.
5. La matrice M étant triangulaire supéricure, ses valeurs propres sont sur la diagonale.
Comme 0 n’est pas valeur propre de u, u est bijectif.
6. D’aprés la question 2, Uintégrale déﬁrlis::"d.rl‘t g(x) est bien définic pour = = 0.
Comme u(f) = Af, on a pour = = 0, [ ' f(t) dt = zAf(x). Ainsi, pour z > 0, g(x) = Azl—3 f(z).
Jo | )
En dérivant 'égalité définissant g, il vient Vo > 0, ¢'(x) = _Tlﬂr_x_l [ f(t) dt + 7% flx)=0.
0

La fonction g est donc égale 4 une constante ¢ sur RY . Et, comme A > 0, on obtient :
1
. . — ppx—1
de € R*, Vo € RY, f(r) = cx>

7. Les valeurs propres de u sont toutes non nulles (ef. Q5), done les sous-espaces propres sont tous de
dimension 1 (cf. Q6). Précisément pour k € {1,...,n}, E__ = Vect(ey,), car d’apres (#+), e, € E_1_(u).
’ E+1 Tt1

Done u n'est pas diagonalisable car la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n tandis que
la dimension de E est 2n — et n # 2n car n # 0.
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SuJET 1.11

Soit n un entier naturel supéricur ou égal a 2.
Pour tout p € N*, on note M,, ,(R) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels.

e pour toute matrice M € M, ,(R), la notation M = 0 (respectivement M > 0) signific que tous les
cocfficients de M sont positifs (respectivement strictement positifs).
On dit alors que M est positive (respectivement strictement positive).

e pour toutes M, N € M,, ,(R), la notation M = N (respectivement M > N) signific que M — N = 0
(respectivement M — N >0 ).

1. Soit B € M, (R).
(a) Soit X € M, 1(R). Montrer que si B = 0 ct X =0, alors on a BX = 0.

(b) Etablir, réciproquement, que si, pour tout matrice colonne X € M, 1(R) positive on a BX = 0,
alors B est positive.

SiAe M, (R) est une matrice carrée, on dit qu'elle est productive si A est positive et 8'il existe une
matrice colonne P € M,, 1(R), positive, telle que P > AP.

Dans les questions 2 a 4 on considére A et PP deux matrices vérifiant les conditions de cette définition.

2. Montrer que P = 0.

T
3. Soit X = | : | appartenant i M,, ;(R), telle que X = AX. On posc ¢ = min 2.
. ’ 1<j<n Py
Ly
Tk
Soit k € [[1,n] tel que ¢ = —=.
Pk
(a) Etablir que : ¢ | pp — Zak,j}’)j = Z ay j(x; — cpj).

j=1 i=1

(b) En déduire que ¢ = 0, puis que X est positive.
(¢) On suppose que : X = AX.
En utilisant 'inégalité — X = A(—X), montrer que X = 0 ¢t en déduire que 1, — A est inversible.
4. (a) Soit X = 0. Montrer que Y = (I,, — A)~'X est positive. En déduire que (1, — A)~! est positive.
(b) On considére dans cette question B une matrice carrée positive telle que 1, — B soit inversible ot
d’'inverse positive.
Soit V = (I,, — B)7U, ou U est la matrice colonne dont toutes les composantes valent 1.
Montrer que V' > BV. Conclure.

5. Donner une caractérisation des matrices productives.
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n

1. (a) Sil'on note b; ; les coefficients de B et x5 ceux de X, alors les cocfficients de BX sont les b; 1
1,5 i J N

=1
qui sont tous positifs.

(b) Notons E1,..., E, la base canonique des matrices colonnes d’ordre n, alors BE; est égale a la j-cme

colonne de B. Elle est positive d’oit B est positive.

2. AP =20c¢t P> AP d’ou P > 0 (en raisonnant cocfficient par coefficient).

T T T T

3. (a) e|pr— E apipj | = Tr — E ay jcpj = E Qg T — E a. ;CP;

(a)

(b)

i=1 =1 =1 i=1
T T
d'on e | prp — Z apipi | = Z arj(x; — cpj).
i=1 i=1
T
Pour tout j compris entre 1 ¢t n, z; = ep; par définition de ¢ d’on Zak:j (z; —epj) = 0 ct

j=1
™

P — Z ay jp; > 0, d'ui ¢ = 0.
=1

T
¢ ¢tant positif, pour tout k& compris entre 1 et n, —k =0, donzp 20ie X =0

Pr
Puisque AX = X alors —AX = — X donc A(—X) = —X. D’aprés la question précédente —X = 0.
Ainsi ayant aussi X = 0, on a X = 0.
On vient de prouver que AX = X implique X = 0 ce qui prouve de I,, — A est inversible.
Y — AY = (I, — A)(I, — A)7'X = X. D’ou Y = AY ce qui montre d’aprés la question 3.b) que
Y = 0.
On a établi que pour tout X =0, (I, — A)~'X = 0, done d’aprés la question 2, (I, — A)~! = 0.
OnaV —BV = (I, — B)V = (I, — B)(I, — B)"'U = U, d’oit on a bien V — BV > 0iec. V > BV.
D’ont B est productive.

On a démontré dans les questions 1 4 4.a) que si A est une matrice productive alors (1, — A) est inversible
ct (1, — A)~! est positive.

Dans la question 4.b), on a établi que si B est positive, (I,, — B) inversible et (I, — B)™' = 0 alors clle
est productive.

Ainsi A est productive si et sculement si A = 0, (I, — A) est inversible et (1,, — A)~! = 0.
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SuJET 1.12

Soit E un espace cuclidien dont le produit scalaire est noté ( -, ).
Soit B une base orthonormée de E et u un endomorphisme de E.
On dit que Pendomorphisme u est antisymdétrique si

V(z,y) € B2, (u(z),y) = — (z,u(y)).
1. Montrer que u est antisymétrique si et seulement si Vo € F, (u(z),z) = 0. (on pourra développer
(u(x+y),z+y) pour démontrer une direction).
Dans la suite de 'exercice, on suppose que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
2. Montrer que u est antisymétrique si et seulement si sa matrice dans la base B est antisymdétrique.
3. Soit A € R. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

4. Montrer que u o u est un endomorphisme symétrique dont les valeurs propres sont toutes négatives ou
nulles.

5. Montrer que si un sous-espace vectoricl F' de E est stable par u, alors son orthogonal F* est stable par
I'endomorphisme .

On suppose désormais que u est un isomorphisme de E sur E.

6. Soit A < 0 et e # 0 tels que (wou)(e) = Ae. Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(e,u(e)) est un plan vectoriel stable par u.

7. Montrer qu'il existe des plans vectoriels Py, ..., P, de E vérifiant :

Vi € [1, k], P; est stable par w.
E=P0oP0®---©P
V(i,j) € Hl,k]]Q,i £i=P 1 2

8. Que peut-on en conclure sur la dimension de E 7
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1.

(u(z+y),z+y) = (ux)tuly),z+y) = (u@),z)+ (u),y) + @y),z) + (w),v).

(=) :V(z,y) € E%, (u(z),2) = — (z,u(z)) donc (u(x),z) = 0.

(<):0=(u(z+y),z+y) = (u(x),z)+(u@),y)+ @), z)+ @),y = (u@),y) +(u(y),z) donc
u est antisymdétrique.

. (=) : Soit M = Mp (u) = (m; ;). La base B est orthonormée done my.; = (u(e;),e;) = — (ej,u(e;)) =

—mj; done M est antisymétrique.

(<) : Soit X, Y vecteurs coordonnées de x, y dans B.
Ona (u(z),y) = (MX)TY =XTMT xY = —XT x MY = — (z,u(y)) donc u est un endomorphisme
antisymdétrique.

. Soit # un vecteur propre associé a A. On a (u(z),z) = 0 donc (Az,z) = A|z||> = 0 donc A = 0 (car

x #0).

.Ona(uou(z),y)=—(u(x),u(y)) = (z,uou(y)) donc uowu est un endomorphisme sym étrique.

Soit z un vecteur propre de u o u associé A .
Ona (wou(z),z) = — (u(z),u(x)) = —||lu@)|® et (wou(z),z) = Az, z) = A||z|?
done A < 0 done Sp (wou) C R_.

. On suppose que F est stable par f. Montrons que F* est stable par f. Soit z € F-. Montrons u (z) € F*

¢est-a-dire que Vy € F, (u(z),y) = 0. Soit y € F. On a (u(z),y) = — (z,u(y)) =0 car z € F* ¢t
y € I"done u(y) € F.

On a montré que les valeurs propres de u? (endomorphisme symétrique) sont des réels strictement négatifs
car u cst bijectif.

Si u(e) = pe alors g = X < 0 done (e, u (e)) est libre.

u(ae + bu(e)) = au(e) + bAe € Vect (e, u (e¢)) qui est done un plan stable par u.

Posons Py, = vect (e,u(e)). Si P, = E, le résultat st obtenu.

Sinon, soit F' =1 ’f‘. Recommencons le processus avee I

Supposons qu’il existe £ plans Py,..., P de E stables par u et deux a deux orthogonaux.

Soit '= P @ Po @ - -+ @ Py (la somme est directe car les sous espaces sont orthogonaux deux a deux)
Si FF = E, le résultat cst obtenu. Sinon le sous-espace I est stable par w done F'L est stable par w.
Soit v : F+ — F* défini par v (r) = u(x). L'endomorhisme u est antisymétrique et bijectif done v est
antisymétrique et injectif done bijectif done d’aprés ce qui précede, il existe un plan Py € F+ stable
par v done par u.ct done

les plans P, ..., Ppyq sont stables par u et orthogonaux deux & deux.

L’espace E ¢tant de dimension finie, cette construction s’arréte nécessairement, ce qui entraine le résultat
demandé.

De par la construction précédente, la dimension de E est paire
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Soit n. € N*. Soit U'espace vectoriel £ = R"™, muni du produit scalaire canonique noté {, ).
Soit (eq,...,e,) la base canonique de E.
On note 7, la matrice identité d’ordre n. On note O,, (R) P'ensemble des matrices orthogonales de M, (RR).
Soit s un endomorphisme symétrique de E. On note S = (s; 5 )n?u la matrice de s dans la base canonique. Les

valeurs propres de s sont rangées par ordre croissant : Ay < Ay < ... < A,,. On note :
A0 -0
0 “a ) -
A= .
: 0
0 -0 AL

1. Montrer que si A = (a; ;) est une matrice de O, (R), alors : V(i, j) € [1,n]?, |a; ;| < 1.
2. Montrer qu'il existe une base orthonormée B = (g4,...,8,) de E formée de vecteurs propres de s.
Dans toute la suite,pour tout vecteur z de E, on note : Ry(x) = (s(z), ).

3. Soit §(0,1) = {r e E||

z|| = 1}. Montrer que :
Vr € S(0,1), Ry(x) € [A1, Al

4. Inversement, tout ¢lément de [Ag, A,] est-il de la forme R, (z), avee z € S(0,1)?
5. Exprimer le terme général s; ; de S a Paide d’un produit scalaire.
Démontrer que pour tout 7 € [1,n], on a : A; < 555 < A,..

Dans toute la suite, si A est une matrice orthogonale, on note T'(A) le nombre réel Tr(AS), ou Tr(M) désigne
la trace de la matrice M € M,,(R).

6. Soit A € O, (R). Montrer qu'il existe une matrice orthogonale B telle que T'(A) = Tr(BA).
(On pourra utiliser sans démonstration le fait que le produit de deur matrices orthogonales d’ordre n est
aussi une matrice orthogonale.)
7. Dans cette question, on suppose que s a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.
Montrer que pour toute matrice orthogonale A de O,, (R), on a : T(A) < Tr(S).
En déduire que 7" admet un maximum sur O,, (R), maximum que 'on précisera.
Montrer de méme que T admet sur O, (R) un minimum a préciser.
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1.

- 8i =< s(ej),e; > d'on s;; = Ry(e;) 1l suffit de remarquer que |

La matrice A ¢tant orthogonale, chaque colonne constitue un vecteur normé,
T

d’on pour tout ¢, 7, a?,j < E af’k = 1. Donc |a; ;| < 1.
k=1

. On applique le théoréme spectral.

. Silon note (z1,...,2z,) les coordonnées de = dans la base B, et X la matrice colonne associce, la matrice

T
de s(xz) dans la base B est ¢gale & AX. Comme B est orthonormée, on a done Ry(z) = )\i:n.?.
7 T
k=1

T
Si ||z]| = 1 alors ZTE = 1. Par croissance des (A;), il vient
k=1

n

T T
E 2 § 2 § 2
/\] xI; g A¢$1 g Au xI;
i=1 i=1

i=1

. Soit p € [Ag, Ay Alors il existe a € [0,1] tel que p = aX; + (1 — a)A,.

Posons = = y/ag; + /1 — ag,. Alors
(s(x),7) = (Varier + V1 — aden, Vas, + V1 —aeg,) = ad + (1 — o)A, = p

Autre idée : on peut remplacer les indices 1 et nopar i et i + 1 tels que A; < g < Ajx1.
=1.

e;l
Done par 'inégalité de Raleigh (Q3) Ay < s < A

. On applique le théoréme speetral a S : S étant symétrique (réelle), il existe une matrice orthogonale

n x n notée @ telle que S = QA'Q d'ou AS = AQA'Q et T(A) = Tr(AS) = Tr(*QAQA) = Tr(BA).
Il reste a vérifier que B est orthogonale.
Or B est le produit de trois matrices orthogonales, ‘), A et Q. B est bien orthogonale.

. Tout d’abord, il est clair que T'(1,,) = Tr(S)

D’autre part, nous avons vu précédemment que pour toute matrice orthogonale A il existe une matrice
orthogonale B telle que T(A) = Tr(BA) Or, (BA); ; = A\jb; ; < A, puisque B est orthogonale : car ici
A = 0.

D'on Tr(BA) < YA = Tr(S).
k=1

Done finalement, pour toute matrice orthogonale A, T(A) < Tr(S) = T'(1,,), le maximum de 7" sur O, (R)
est Tr(S), atteint au moins en A = 1,,.
De méme, on remarque que 7'(—1,,) = Tr(—8) = —Tr(S). Or, —1,, est aussi dans O, (R).

De plus, VA € O, (R),dB € O, (R), T(A) = Tr(BA) = ZA,‘}J"," = — Z A; puisque by ; = —1 et A; = 0.
i—1 i—1

Ainsi, VA € O, (R), T(A) > ~Tr(S) = T(~1I,.)
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Soit n € N avee n = 2. On note R,,[X| Uespace vectoriel des polynome réels de degré inférieur ou égal a n.
On définit les polynémes de LAGRANGE Ly, . .., L,, € R, [X] associés aux nombres xg, ..., x, € R distincts

par :
n

X —xy
Vke[o,n], Li=]]——.
i—0 Iy — i
itk

Cette notation de produit signifie que Uindice i prend toutes les valeurs entiéres de 0 a n, sauf k.
1. Montrer que la famille (Ly, ..., L,) est unc base de R,,[X].

2. Donner Péeriture de tout polynéme P € R, [X]| dans cette base.

On rappelle le théoréme de la division cuclidienne pour les polynémes : si U € R[X] et V € R[X] sont deux
polynémes avee V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € R[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R)<deg(V)).

Dans la suite de cet exercice, on se donne un couple (A, B) de polynémes avee A € R, [X] et deg(B) =n + 1.
On considére également 'application ¢ définie sur R, [X] qui 4 un polynéme P € R, [X] associe le reste dans
la division cuclidienne de AP par B.

3. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
T
On suppose dans la suite de Pexercice que B est le polynéme B(X) = H (X —xp) o les réels (x3) sont distinets.
k=0

4. Pour tout entier &k € [0, n], on désigne respectivement par Qy € R[X] et Ry, € R,[X] le quotient ct le
reste dans la division cuclidienne de ALy, par B.
(a) Soit (j,k) € [0,n]* Déterminer Ry (z;).

(b) Déterminer les valeurs propres ct les sous-espaces propres de .
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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SOLUTION DU SUJET 1.14

1.

4.

On montre que famille (Lg, ..., L,) est libre en évaluant une combinaisaon linéaire nulle en tout xy, car
Li(zj) = Ok j-
Elle est de cardinal n + 1 = dim(IR,,[X]). C’est donc une base de R, [X].

Grace a la relation Ly (z;) = 64, il vient P(X) = Z P(zy) Le(X).
k=0

. Soit P € R,[X]. Le polynéme B est non nul car de degré n + 1. D’aprés le théoréme de la division

cuclidienne, le reste dans la division cuclidienne de AP par B est nul ou de degré strictement inféricur a
deg(B) = n+ 1. Ainsi, @(P) est nul ou de degré inféricur ou égal a n, ¢'est-d-dire que () appartient a
R, [X].

Soit APy = BQ1 + Ry et APy = BQs + Rs. Soit A € R. Alors

A(P1 + APy) = APy + AP, = BQ + R + AM(BQ2 + Ro) = B(Q1 + AQ2) + R1 + ARs.

De plus, R et Ry apparticnnent 4 R,,[X]| done Ry + ARy aussi.

Par unicité de la division cuclidienne de A(P, + AP%) par B, le quotient et le reste dans cette division
cuclidienne sont respectivement Q1 + AQ2 et By + ARs.

L’application ¢ est done linéaire.

(a) On a AL, = BQy + Ry donc
A L) = B(;)@u(;) + Re;) = Ral;)

car x; est racine de B.
Etant donné la valeur de Ly (z;), on a done Ri(z;) = 0si j # k et Ry(xy) = A(z).

(b) D’aprés la question sur les polynoémes de LAGRANGE, on a donc

o(Ly) = R = Y Ri(z;)L; = Ri(xx)Li + Y Ri(x;)L; = A(zy) L
4=0 =0
7k

On a done @(Ly) = A(xp) Ly ; ainsi Ly est un vecteur propre de @ associé a la valeurs propre A(xy).

L’endomorphisme ¢ admet une base formée de vecteurs propres (les polynomes deLAGRANGE).
Il est done diagonalisable et il n’y a pas d’autres éléments propres que ceux déja trouvés.



38 ESCP 2023 — Oral

SUJET 1.15
Soit un enticr p = 2. On note M, (R) Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre p a cocfficients réels.
On note I la matrice identité d’ordre p. Soient A et B deux matrices de M, (R).
Pour tout matrice M € M, (R) on note Ker(M) (resp. Im(M)) le noyau (resp. 'image) de 'endomorphisme
de M, 1 (R) défini par X — MX.
1. (a) Montrer que 'on a : Ker(B) C Ker(AB) et Im(AB) € Im(A).
(b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont inversibles.
2. Soit A un nombre réel non nul.
(a) Montrer que la matrice (Al — AB) est inversible si et sculement si la matrice (A — BA) Dest.
(b) Montrer que pour tout A € R qui n’est pas valeur propre de la matrice AB, on a :

(M — AB)™! = %I + %A(M —~ BA)'B

3. Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

4. Dans cette question, on choisit les matrices de M, (R) suivantes :
1 0 0 11 1
0 0 0

A= ct B = .
1 0 0 0 0 0

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice BA.

(b) Aprés avoir justifié son existence, calculer U'inverse de la matrice I — AB.
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SOLUTION DU SUJET 1.15
1. (a) Si BX =0, alors ABX = 0. De méme, tout vecteur ABX s'éerit A(BX).

(b) Si la matrice AB est inversible, on a Ker B C Ker(AB) = {0}, donc B est inversible.
De plus, M,, 1 (R) = Im(AB) C Im(A) entraine que A est inversible.
Autre idée : il existe une matrice C telle que I, = (AB)C, soit [,, = A(BC), d’oit A inversible ct
(idem pour B).

2. (a) Supposons la matrice Al — AB inversible. Soit X € Ker(Al — BA).

Alors, BAX = AX implique ABAX = AAX, ce qui donne : AX € Ker(A — AB) = {0}.
Done AX =0; d’ont AX = BAX = 0; soit X = 0 puisque A # 0.
Ainsi, Ker(AM — BA) = {0} i.e. (A — BA) est inversible.
La réciproque s’obtient en échangeant A et B dans le sens direct.

(b) Comme A € R n’est pas valeur propre de AB, alors Al — AB est inversible, done Al — BA aussi.

Posons M = %I + %A(AI —~BA)™'B.Ona:
(M — AB)M = %(AI — AB) + %(/\A — ABA) (M - BA)™'B
= %(/\1 — AB) + %(A(M — BA)) (M - BA)'B
1 1
=—(M—-AB)+ -AB=1
,\( )+ A

3. La question 2.a) montre que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles.
La question 1.b) montre que 0 est valeur propre de AB si et sculement si 0 est valeur propre de BA.

4. (a) En cffectuant le produit BA, on trouve :

p 0 0

0 0 0
BA = .

0 0 0

On en déduit que les valeurs propres de BA sont 0 et p.

(b) Le réel 1 n'étant pas valeur propre de BA, il n’est pas valeur propre de AB, d’ou Uexistence de
(I — AB)~!. Pour calculer cette matrice, on utilise la question 2.b), ce qui donne :
2—-p 1 ... 1
1 . . .
(1—AB)™ = — ! :
P . . 1
1 . 1 (2—p)
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SuJET 1.16

On considére la matrice A suivante :

@ o=

>~

N

I
=N =N
(RN
=R X
IS =N ]

Montrer que A est diagonalisable. Soit D une matrice diagonale semblable 4 A.

Déterminer un polynome annulateur de A de degré le plus petit possible. Déterminer ses racines.
Montrer, sans calculs matriciels supplémentaires, que le spectre de A est égal a {2,6}.

En utilisant uniquement la trace de A, préciser la dimension de chacun des sous-cspaces propres.

Soit €’ 'ensemble des matrices qui commutent avec D :
C'={M'" € My(R)| DM' = M'D}.

(a) Montrer que C' est un sous-espace vectoriel de My (IR).
(b) Déterminer la dimension de C’.
(¢) Déterminer la dimension de € = {M € My(R) | AM = M A}.
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SOLUTION DU SUJET 1.16

1.

5.

La matrice A est symétrique réelle, done il existe une matrice I? orthogonale et d’une matrice DD diagonale
telles que D = PAP.

. Le caleul matriciel donne :

o (33D) (3938) _ (B9

— J— 1] —

A" =13040 5040 ) = (160200 | =84—121,.
0204/ \0204 0 16 0 20

Le polynome X2 — 8X + 12, est annulateur de A (il n'y en a pas de degré 1, sauf pour les matrices
scalaires). Done les valeurs propres sont parmi des racines, soit 2 ot 6.

Il v a des valeurs propres car A est diagonalisable.

Il ne peut y avoir une scule valeur propre A, sinon A serat semblable & Ay done ¢gale & Aly.

Donc le spectre de A est égal 4 {2, 6}.

On sait que Tr(D) = Tr(A) = 16.

Et D comporte dim(Ker(A — 214)) (resp. dim(Ker(A — 614))) cocfficients diagonaux ¢gaux 4 2 (resp. 6).
Ces deux dimensions sont non nulles de somme 4.

Done, selon que la dimension de Ker(A — 214) vaut 1,2 ou 3, on a

Tr(D)=2464+6+6=200uTr(D)=24+24+6+6=160uTr(D)=2+2+2+6=12.
Ainsi seul le cas dim Ker(A — 214) = 2 = dim Ker(A — 614) est possible.

Autre idée pour 3+ : résoudre le systéme 2 x 2 :

2xdim Ey + 6 x dim Eg = Tr(D)
dim E5 + dim Fy = 4.

(a) L’ensemble C' est une partie de My(R) contenant la matrice nulle. 11 reste a vérifier la stabilité par
combinaison linéaire, ce qui est élémentaire par bilinéarité du produit matricicl.

(b) Le candidat fera un caleul avee les 16 coefficients de la matrice M.

i (2 0O , (E F
Le jury pourra veérifier en éerivant D = (02 6 12) ct M' = a H)

Rappel : les produits par blocs ne sont pas au programme en ECG.

Les solutions sont les matrices de la forme M’ = (g; 2,)

c = {(ﬁ 2,) B, H ¢ MQ(R)}

On en déduit que C' est de dimension 8.
Remarque : dans la solution proposée les valeurs propres sont rangées dans lordre (2,2,6,6).
Qu’obtient-on si on les range par exemple sous la forme (2,6,2,6) ou (6,6,2,2) 7

Finalement,

(¢) On vérific que M’ + PM'P~! induit un isomorphisme de C’ sur C.

L’ensemble C est isomorphe a C’, done de dimension 8 également.
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SUJET 1.17
Soit n € N. Une suite finic de nombres réels (ax)ocr<n = (a0, a1, ..., a,) cst dite :

e log-concave lorsque, pour tout k € [1,n — 1], on a: ap_jap41 < aﬁ ;

e ultra-log-concave lorsque la suite finie ((’f%)) est log-concave.
13
O0<k<n

T

1. Montrer que la suite finie ((k))n chen
s -

(formée de coefficients du bindéme) est log-concave.

2. Montrer que si une suite finie (ax)ocr<n est ultra-log-concave, alors clle est log-concave.

3. Soit n € N. Soit P un polynéme de degré n.

(a) Montrer qu'il existe un unique polynéme @, tel que : Vo € R*, Q(x) = 2" P(1/x).
Ce polynéme @) sera noté X™P(1/X).

(b) Soit » € N la multiplicité de 0 comme racine de P.
Exprimer le degré de X™P(1/X) a laide de n et de v.

Un polynéme P € R[X] sera dit seindé lorsque :
dneN, d\z,...,0, € R, P=ANX —a1) - (X — zp).

Ainsi tout polynéme constant est scindé (cas n = 0). On note § 'ensemble des polynomes scindés.

4. Montrer que, pour tout P € § de degré n, ona: X" P(1/X) € S.

5. Montrer que, pour tout P € S,ona: P € 8.
Indication : penser au théoréme de ROLLE.

T
6. Soit n € N. Soit (ax)ogr<n telle que a,, #0 ¢t P € S, ou 'on a noté P = Z ap XF.
=0

(a) Pour tout k € [1,n — 1], on pose : Q; = P Qy = X" *1Q(1/X), Q3 = Q“*“”.
Montrer que Q3 € S et que Q5 est de degré au plus deux.

(b) En déduire que la suite finic (ar)ocrcn est ultra-log-concave.
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SOLUTION DU SUJET 1.17
1. Posons by, = (}) pour tout k € [0,n]. Alors b > 0 ct, pour k € [1,n — 1], ona:
b? B (n!)? y (k—DWk+1)!n—k—-1)(n—k+1)! k+1 y n—k+1 -

be—1bry1 (k)2 ((n — k)!)* o (n!)? . k o P
(1) (1) G20 (k) _

(1)’ M

D’oti, par produit d'inégalités lorsque ap_qag1q = 0, et de manicére évidente si a;_ja,; < 0, on obtient

2. Pour tout k € [I,n — 1], ap_1a311 < aﬁ ; et d’apres Q1, on a :

Qg 10111 < ai, pour tout k, ¢’est-a-dire que | (az) est l(}g—(:on(:avc.‘

T
3. (a) Tout polynéme PP de degré n s’éerit @ P = a; X7 avee ag,....a, € Reta 0.
Poly & 3 0s » '
=0

Alors : Vz € R*, 2" P(1/x) = z" Z a;r™7 = Q(z) avee | Q = Z a; X" 7.
=0 J=0

g JF: S ion, alors tout = serait racine de () — o () = .

Si (2 est une autre solution, alors tout z € R* serait racine de o d 2
(b) Si 0 est racine d’ordre v et P, alors ag = --- = a,—1 = 0 ¢t a, # 0.

L’expression trouvée juste avant s’éerit done :

Q=a,ta, 1 X+ +a,X""+ X" " +aX"=a,+ta, 1 X+ -+ a, X",
—

done ‘ deg(X"P(1/X)) =n—v. ‘ 70
4. Si P est scindé dans R[X], en isolant la racine 0 éventuelle, il s’éerit P = AX” H (X — ),
k=1

avee I, ..., Tn—, € R* (pas forecément distinets), o A € R* est le cocfficient dominant, ¢t v € N est la
multiplicité (éventucllement nulle) de 0 comme racine de P.
Alors, pour tout = € R*; si l'on note Q = X" P(1/X), on a :

1 1 124 n—uv 1 n—v n—v n—y 1
z)=z"P|—|=z"A - ——z | = A 1 —xzzy) = A — r—— .
Qz) == (7) "\ % (r) <[] (ﬂ: rk) I (- za) I =0 <[] (']" :Ek)
k=1 k=1 k=1 k=1
Et le résultat final reste vrai pour o = 0 (comme en Q3a), done

5. Soit 1 < --- < x, les racines de P de multiplicités respectives my, ..., m, ; alors deg P = E my. Et :
k=1
e par ROLLE, il y a une racine de P’ sur chaque intervalle |z, 25 + 1] , soit r — 1 racines;

e six; est racine d’ordre m; de P, alors il est racine d’ordre (au moins) m; — 1 de P.
-
- - - & - - ay . . . !
Ainsi P’ est scindé car la somme des multiplicités des racines est au moins (r—1) + E (mp—1) =deg .
k=1
6. (a) Le polynome @ est scindé d’aprés la question Q5. et il est de degré n — £+ 1.
Ensuite, d’aprés Q4., le polyndme Q5 est scindé et de degré au plus n — &k + 1.

Enfin, par Q5., le polynome | ()3 cst scindé, de degré au plus 2. ‘

(b) Si P = Zanj, on calcule Q3 = ak_1w}(2 + ark!(n — E)IX + flk-}-lw.
i=0
D’apres la question préctdente ce trindme est seindé, done son discriminant est positif ou nul, soit :
2
0<A= ai(k!)Q((n — k)" = ag_qapp1 (k= D(n —k+ 1Yk + 1) (n -k —1)!

d’ott Pultra-log-concavité voulue en divisant par (n!)2.



44 ESCP 2023 — Oral

SUJET 1.18
Soit d € N*. Pour I” € Ry[X]| on pose A (P) = P (X +1) — P(X).

i 3 . a1 e . () w iy |e 2 . e 2 a1 B ERT a .
On définit la famille de polynomes réels (7, ), <n<a PAT les relations suivantes :

n—1

1 1
Py=lctVne [Ld], Pu(X)=—X(X-1)...(X —n+1) =~ ;;Un(X — k).

1. (a) Montrer que A est un endomorphisme de Rg[X].

(b) Donner la matrice de A dans la base canonique (1? X, X2, ....X “{) de Ry [X].
2. (a) Etablir que la famille (P, Py, ..., P;) est une base de Rg[X].

(b) Exprimer la matrice de A dans la base (P, P1, ..., Py) de Ry [X].
3. Soit n € [0,d] et k € Z. Montrer que P, (k) € Z.

4. Soit P € Ry[X].
Exprimer, Vk € [0,d], A (P) (0) en fonction des coordonnées de P dans la base (P, ..., Py)-

Montrer que : [Vk € Z, P(k) € Z] st et sculement si [Vk € [0,d], P(k) € Z].

ot
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SOLUTION DU SUJET 1.18
On pose E = Ry [X].
1. (a) Pour Pe E, P(X +1)€ Edonc A(P) e E .
Pour (P,Q)EE?ct A\ER, AAP+Q)=(AP+Q)(X +1)— (AP +Q)(X)=AA(P)+A(Q).

k=1
(b) Si0<k<d A(XF) = (X+1)f—xF=3 (¥)15X* donc

i=0

0 1 1 1
1 d
0.0 () (1)
d

0 0 (a%s)
0 0 0

2. (a) La famille (P, P, ..., P;) est échelonnée en degrés, done est une base de Ry [X].

(b) A(Py))=1—1=0¢ctsine[0,d—1],
A(Ppi1) = (\«Tll)‘[(X +1DX- (X —(n—1) - X(X—-1)...(X —n)]
done A (Pp+1) %X(X -1)...(X—(n—-1) =P,
d’ott la matrice de A dans la base (1%, P, ..., Py), matrice formée de 0 avee seulement une sur-
diagonale formée de 1.

3. Pour k € [0,n — 1], P.(k) =0,

1
et pour k = n, on a P,(k) = Ek(k —1)...(k—n+1)= ﬁ = (

en

T

. _qyn 1) (kgn1)! k4n—1
Sik>1, P, (k) =) (k)(k—kl)...(k—i—n—1):%:(—1)"( +: )ez.

4. L’application A est lin¢aire done A® est linéaire done A¥ (P) = poA¥ (Py) + p1 AF (Py) + ...+ paAF (Py).
Or A(Py)=0ctsine[0,d—1], A(Pus1) = P, donc A*(P) =0sii< ket A*(P;) = P,y sinon.
On en déduit que AF (P) =pelo + prsa Py + ... + paly—y. done ‘ AF (P)(0) = pr. |

5. Le sens direet est immédiat.
Réciproquement, supposons Vj € [[0,d], P (5) € Z.
Alors pour tout i € [0,d], on a a p; = A (P)(0) = > ( ? ) (—1)i9P(j) € Z.
=0 \ -

Soit p; € Z. Done P (k) = poly (k) +p1 2 (k) + ...+ paly (k) € Z.
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SuJET 2.1

S 1

. ) . ; ¢
1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ :uw v — .

N

+oo
Justifier la convergence de Uintégrale / w(u) du, notée K.
0
+oo

e

o Va(uta)

2. Déterminer Uensemble D des réels o = 0 pour lesquels Pintégrale du converge.

+oa —u

C
Jo  Vuluta)

3. Déterminer le sens de variation de I sur D.

On note alors F(z) = du.

On admet que la fonction F est dérivable sur D et qu’elle vérifie
, 1
Ve e D, :I:F(:IJ)—(.‘]‘:—E)F(:T:):—K.

Pour tout x € D, on pose G(z) = /re™ F(x).

4. Justifier qu’il existe une constante C' € R telle que
Vre D, Gz)=C-K / w(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en +oco, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence et calculer intégrale
400 1

:.n 7\/E(t+1) dt

(on pourra utiliser le changement de variable u : t — V't aprés Uavoir Justifié).

(b) Soit = € D. Prouver la convergence de 'intégrale

+oo L

-3
— dt.
o Vi(t+1)

(¢) Montrer que

lim =0.

oo [\—1:1: 400
r—0+ [ 0

mdt—.n mdt

(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.
7. En déduire la valeur de K.
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SOLUTION DU SUJET 2.1
1. p:ruw % continue sur RY, o(u) ~ u= /2 et w(u) =0 (1;,2) en +o0o; done K converge.
i U

v ] @ * L .
2. o f.iury continue sur RY ssiz = 0;

ﬁ(uw)

e pour x =0, fol(u) o~ u—3/?
)

d’intégrale divergente ;

(u)

e pour x >0, fp(u) ~ "OT d’intégrale convergente, f.(u) =o (uz) en +oo, done F(x) converge.
o+ =
Ainsi et D = RY.
3. Pour tout w € RL , =+ f,(u) décroissante, donc I aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout = € D, d’aprés la relation admise,

&€

Q}Fm—f = F(a) + VEet F(x) = f[ff(ﬂ (“’—%)F(“’)]:‘K(;:‘:

. €T . . . . .
Les fonctions G et H : x+ —K [ ¢(u) du (bien définic car ¢ a une intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur Uintervalle RY, done y différent d’une constante.

i (x) =

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finic en +oo, done G(z) = \/re™ F(z) ——— 0
r—+00

par croissances comparées.
. T .
D’autre part, par convergence de K, G(z) =C — K fn o(u)du ——— C — K? ; don C = K2.
r—too

<

(a) Le changement de variables ¢+ v/ = u est de classe C1 bijectif de |0, +oo[ sur |0, +oo[. L’intégrale
+oo
demandcée et / 21 du = 7 sont de méme nature et égales. Done J = 7.
0 o
(b) Par changement de variables w i u/x =1 (pour z > 0) on obtient

oo o —Lx

F(x)= \/_ \/_(t dt

done Uintégrale converge.
oo dt

A VE(E+]) <

(¢) Soit £ = 0. Par convergence de JJ, il existe A > 0 tel que

[SA

Par continuité de exp en 0,

=0, VueR, 0susny =

et -1l s —
|M‘2’ﬂ'

Alors, pour tout x € [0,7/A],

4o

—Llx

A —lx +oo
. " ; </ e —1] lf—f—/ dt < £ I—i—g
—df — J| = —— di —_— = . — =€
Jo  VE(E+1) o Vi(t+1) Ja  Vi(t+1) 2w 2

d’oit la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 07F.

(d) D’aprés ¢)
+o0 [\—L:l;
G(xr)=c" - dt ]
( ) 0 \/‘E (fj + ]_) z—0+

D’autre part, lim G = C' car Pintégrale de ¢ converge en 0; d’'on C = 7.
0+

7. D’aprés 5, K = /C = /7.
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SUJET 2.2

e

1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ @ u T .
U
En utilisant le changement de variable u = 2 /2, que Pon justifiera, montrer la convergence de Uintégrale

+oo .
fn p(u) du, notée K, et calculer sa valeur.
—ni

2. (a) Déterminer 'ensemble D des réels = pour lesquels la série de terme général ‘W , n € N* converge.
+oo e
Pour = € D, on note alors f(z) = E v
n
n=1
(b) Montrer que pour tout = € D,

400 o uE +oo o

'W du < f(z) < a du .

J1 0

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand x tend vers 0F.

3. Pour tout n € N* on pose
n

al 1 al

S, = ;ﬁ et Up=2S,—2vn.
(a) Prouver que la suite (U, )nen+ converge (on pourra étudier U, — Uy,).
(b) Justifier que pour tout z € D la série de terme général S, ¢

On note alors h(z) sa somme.

" converge.

On admet que si (@n k) (n,x)enz est une famille de réels positifs tels que

+ oo
e pour tout n € N, la séric Z . converge (on pose A, = Z k),
k k=0
e |a série Z A,, converge
T
+oo oo +oo oo +oo f+oo
alors Z Z Ay 1 | existe et Z Zaﬂr’“ = Z A 1
k=0 \n=0 n=0 \Ek=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(z) en fonction de f(x) pour z € D.

(d) En déduire un équivalent de h(z) quand = — 07 .

+oo
4. Montrer Pexistence de E Vne ™ et en trouver un équivalent quand z — 07 .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.2

1. Par changement de variable t+ #2/2 = u ct densité de la loi normale,

+oo
K=12 / /2dt =/
JO

NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de Pintégrale.
oy - , R .. - - .. . .
2. (a) Siz <0, ¢ ———— +o00o donc la série diverge; si z = 0, la séric ) - diverge; si x > 0,
\/'H n—4oo \/ﬁ

—ne

& Jn O (u2) donc la série converge (absolument) ; et D = RY .

(b) Par décroissance de u > ‘W (pour tout > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, done des intégrales, on obtient

+o0 o +o0 o ue
du < f(z) < - du .
[ mwsios [

(¢) Le changement de variables w— wax =t (pour x > 0) donne

1 00 o 1 00 o
df

Vil, Vi \/_ \/'
JT

d’ont par encadrement /7 f(zr) —— K = /7, soit f(z) ~ ~—=.
&I

—0+ ’ o+ /T

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 2 B Vin—y/n+1 B -1 1

brn ]._U-'u: - = = ~ ———
* Vn+1l an+vn+1l Vn+1(yn+vVn+1) Vot (va+vnt 1)2 oo 4nd/2

de signe constant et terme général de série convergente ; done (Uy, )nen= converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2y/n — L =o0(y/n), donne S, ~2/n puis S, c™"* =0 (1/n?) ct la scriec converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

, T I [ N R I S ot R 4 C0)
z{(z 3) o] £ln S Bl -2

n=1 E=1 " n=k k=1

JT

(d) D’apreés 2.¢) et 3.¢), h(z) eyl

4. Pour z >0, on a yne ™ =o(1/n?), donc la série converge.
? ?

400
On pose g(z E Ve "
n=1

La suite convergente (U, )nen+ est bornée (par M), done

Z Uye ™

n=1

Me™™ B _ h(x) VT
ﬁ 6‘; T o(h(x)) donc g(x) 1‘?’: e Sl .

|h(z) — 29(x)| =
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SUJET 2.3
1. Soient f et g deux fonctions contimues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales
/ o f(t)dt et / o g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
S0 <0
(a) Montrer que, Vt > 0, (f(£))Mg(#))* = < Af(t) + (1 — A)g(#).
(b) En déduire que intégrale /+<’° (fFE)(g(t)*~dt converge et que /+m(f(t)))\(g(t))l_’\dt < 1.
Jo 0

2. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

400 400
/ f(t)dt et / g(t)dt convergent et A € [0, 1].
Jo Jo
En utilisant la question précédente, montrer que :

_£+mtﬂw)%gunb*ﬁs;(L+mfuyﬁ)

A 1—A

( /ﬂ +m g(t)dt)

oo
3. (a) Onrappelle que : Va >0, I'(x) = [ t*~le~tdt. Montrer que pour tout = > 0, I'(z) > 0.
Jo
On définit alors la fonction G sur |0, +oo[ par G : z +— In(T'(x)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(x,y) €]0, +00[? on a :
I(Az + (1= Ny) < (D) ()

Que peut-on en déduire pour la fonetion G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y = 1.

1 1
(a) Montrer que G(z +1) < (1 — —) G(z) + -Gz +y).
Y Y

(b) En déduire que I'(x + y) = 29T (x).

5. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I(z +y) < 29I(z)
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SOLUTION DU SUJET 2.3
1. (a) Pour tout A € [0,1], V(z,y) € |0; +oo[,In(Az + (1 — A)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant = = f(t) et y = g(t), les fonctions ¢tant & valeurs strictement positives sur |0; +oal, et
cn passant a Uexponenticlle, on a Uinégalité souhaitée.
+oo
(b) D’aprés l'inégalité précédente, ot Uintégrale / (Af()) + (1 — A)(g(t))dt étant convergente par
0

+oo
linéarité, on a par comparaison que / (f (t))’\ (g(t))l_)‘dt converge. Par croissance de Uintégrale,
)

+oo +oo
ona : ./n (FENMg(t)dt < [n (Af(t)) + (L — A)(g(t))dt =1 d’aprés les hypothéses.

f(t)
oo
[ F(t)dt

<0
g(t)

—
/ g(t)dt
0

4o
D’ou : [ ((t) (1 (t))~Adt converge et est inféricure ou égale a 1, d’on la conclusion par linéarité.
Jo

2. Posons, pour tout ¢ > 0, p(t) = (le dénominateur étant non nul car Uintégrale est

strictement positive) et ¥(t) = . i ¢t 1 vérifient les hypothése de la question précédente.

3. (a) Vz > 0,'(z) > 0 par stricte positivité (4 justifier avee le programme).
+oo

400
(b) V(z,y) €]0, 402, T(Az+(1-A)y) = / pret=Ny—1e=tqs — f (t* e A (v te )17 2dt, ce
0

y +oo A +o0 1-A
qui est inférieur d’apres la question 2 4 ( / t”"_l(s_“'dt) ( [ ty_l(s_tdt) =T(z) ()
0 Jo

On en déduit que G est convexe.

4. (a) V(z,y) €]0,+oo[%, (z+1) = (1 — i)']‘ + i(r + ), d’ou le résultat par convexite.

(b) Vx €]0,+ool, G(x+1) = G(z) +In(x), d’on, par la question précédente, éG(T‘ +y) = In(z) + i(;(:{,‘),

c’est a dire G(z + y) = ylu(z) + G(x). En prenant Uexponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.

5. V(z,y) €]0, 40, (z+y) =Az+ (1 - A)(z+1) (z+y € [z, z+1]) avec A =1—y € [0,1].

Don: Gz +y) < (1 —y)G(x) +yGx+1) < (1 —y)G(z) +yG(z) + yIn(z) < G(z) + yIn(z), d’ou le
résultat.
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SUJET 2.4

w/
1. Montrer que, pour tout enticr naturel n, Uintégrale /
0

On pose :

2 sin(nz)
————dz est convergente.
sin(x)

LY
Vn e N, u, = [ de
Jo sin(x)

2. Déterminer ug, uy et us.

3. (a) Montrer que

2
Vn € N, upio — ty = 7 sin ((n. -+ 1)%)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a Uappel de u(n) .

T
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a uy, = 3’ ct pour tout p de N*, on a uy, =2 E

4. (a) Pour tout récl z et pour tout p de N¥, simplifier la somme Z(—l)

def u(mn):
if (-1)##n—-—1:
u—0
for k in range(2,n+}1,2):
o -

for k in range(---):
u - — =
return u

ot la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) a n+1 (exclu)
avee un pas de 2 soit : 2,4,6,8,...
p—1

(—D*
2%k +1°

k=0

p—1
k:I:Zk'

k=0

(b) Etablir la relation :

(¢) Montrer que la série de terme général

p—1 k 1 2p
-1 2
VpeN, Y COD™ 7 gyt T dz.
k_02k+1 4 Jo 1+x22

— 1)k
2k+1

converge ct donner sa somme.

(d) En déduire que la suite (u,),, . converge et donner sa limite.



CHAPITRE 2. ANALYSE 3%

SOLUTION DU SUJET 2.4

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].
sin(nx
En 0, (nz)

~ n; donc Uintégrale proposée est faussement impropre en 0.
x—+0

sin(x)
- w/2
2. On trouve ug = 0,u; = 5 ot us = [ 2 cos(z)dr = 2.
Jo
3. (a) On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)x) cos(x) + sin(z) cos((n + 1)z)

et sin(nz) = sin((n + 1)x) cos(x) — sin(z) cos((n + 1)z).
Done sin((n + 2)x) — sin(nz) = 2cos((n + 1)x) sin(z). Done, par linéarité de U'intégration

/% sin((n + 2)z) — sin(nz ~/2 2
Ui — Uy — / sin((n + 2)z) Hlll(T?T)d:L_ _ [ 2cos((n + 1)z)dz =
0 Jo n+

sin(x)

. sin ((n + 1)%)

(b) On peut proposer (attention au décalage) :

1 import numpy as np

> def u(m):

3 if (-1)**n—-1:

1 u—0

5 for k in range(2,n+1,2):

6 u—u{2+np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
7 else:

8 u-np.pi/2

0 for k in range(3,n+1,2):

10 u—u+{2#np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
1 return u

. e D ) B I _ . o
(¢) D’aprés 3.a), on a, usyrs — Uspr1 = 1T sin((p+ 1)m) = 0 donc Vp € N, ugpy1 = ug = 3.

T N T I T S
Upro = 1 sin ) = g U
2p+2 2p 2}) T 1 f 2p 2 T 1 2p — Z
p—1 Y 41, .2p
o 1 —(—x 1 —1)PT ok
4. (a) Pour tout récl z, on a —ax? # 1 donc Z(—l)kxz‘r‘ = I S_ :2) — + (1 +)$2 T .

k=0
(b) En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :

p—1 k 1 1 2p 1 2;
—1 1 ¥ <P
E (=1) = / dz + (—1)PH! / der = — —|— (—1)P*t / dz
— 2k +1 o 1+ x2 o 1+ z2 o 1+ z2
(¢) Par décroissance sur [0,1] de z ﬁg ona:Vrel0,1,0<3 <2 <1
2p
En multipliant par 227 > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 < nl %5 dr < 2pl+1 ,

1 2p
) T
¢t par encadrement  lim f — dx =0.
0

p—+oo 1+ 22
p—1 k foo k
-1 -1
En peut passer a la limite dans 4. b), on a :  lim ) B (1) .
p—+oo 2k+1 4 2k+1
=0 k=0
p—1 E
—1
(d) Pour finir, us, = 2 kg_n 2( : _’_) donc ) Eg-lm Ugp = 2 X % = % = pETm Udp 41,

. T
n converge et lim  wu, = <

done la suite (u,,) 5
n—4o0o

e
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SUJET 2.5
22
Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout z € R, 0 < f(z) < 4e'7.

“+oo w2
1. Montrer que Uintégrale flu)e™ 2 du converge.
o0

+eo W2 too o
On suppose de plus que : flu)e™ = du = [ e 7 du.
o —0 o =00
£ .“2 xr .“2
On pose enfin, pour tout réel z, F(z) = flu)e™ = du et Fy(x) = ¢ T du.
v =00 o =00

2. Montrer que F est une bijection de R sur |0, v/27[, de classe C ! strictement croissante.
Montrer que sa réeiproque F=1 est également de classe C et strictement croissante.

On admettra que Fy vérifie aussi ces propriétés.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que :

wlx) 2 T 2
Vr € R,/ flu)e™ T du = [ ¢ Tdu

(b) Montrer que ¢ est une bijection de R sur R, de classe C! et strictement croissante .

“+oo 2
.. e 1 . _us
4. (a) Aprés avoir justific U'existence de / u? f(u)e™ 2 du, montrer que
—00
+oo uZ “+ o 2
/ u?f(u)e™ T du = / o(z)%e™ T dx
J—oo —00

(b) Soit A = max(0,=1(0)).
x+1 2 D)2
Montrer que Vz = A, / o(u)’e™ T du = 99(3:)2{:_( tal

- 2
(¢) En déduire que : |p(z)] = o ((gdl)_)

—4oo
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SOLUTION DU SUJET 2.5

ug - 'l12
1. la fonction g : u+—— f(u)e™ = est continue sur R. De plus : Vu € R,0 < g(u) < 4e™ 7.
+oo 2
Or intégrale / ¢~ T du converge (par exemple en utilisant la loi A(0,2)).
+oo
2. Comme g est positive sur R et que / g(u)du converge, F'(x) existe pour tout z de R.

€I

De plus, Vo € R, F(x) = I'(0) + / g(t)dt. D’aprés le théoréme fondamental du caleul intégral, F est de

0
classe C! sur R et Vo € R, F'(z) = g(x) > 0. Ainsi F est-clle strictement croissante sur R et réalise une
bijection de R sur | lim F(z), lim F(z)[.
rT——00 —+ 100

7
&

+oo +oo uZ
Or lim F(z)= f g(u)du = / ¢ ZTdu=V2ret lim F(z)=0.
E— 00 oo oo r——a

D’aprés le cours, F7! est aussi strictement croissante de 10, v27| dans R.
Comme I’ ne s’anmule pas sur R, I~ est dérivable (et done continue)sur |0, /27| et pour tout z de

|0, V2,
1 1 1

(F7)(z) = F'[F-1(z)] - g[F—1(x)] foF-1(z) x (:_LL;&))_Q

Done (F~1)" > 0 et est continue (théorémes généraux).
3. (a) On veut Fop = Fy. Donc @ est done la fonction définie sur R par o = F~! o .
(b) Par composée, @ est bijective de R sur R, strictement croissante et de classe C 1

4. (a) Convergence classique, soit par les intégrales de RIEMANN, soit en utilisant la loi N(0,2).

(5]

=

F(p(z)) = Fi(x) > F'(p(z)) x ¢'(x) =%,

501t
)2 22

[“92(3:)3((99(3:))"_%99’(3?) = 7T = wg(ﬂ:)u_g_

Done, en posant le changement de variable w = ¢(x), il vient

+o0 u? “+oo L2
/ UQf(”)U_Td“ = / 99(3:)2{)_7 dx

—0 — 00

(b) Soit = A. On adonc z = 0 ¢t z = ¢=1(0).
Soit u € [z,z + 1,0 < ¢(z) < p(u) < p(z + 1) car ¢ cst strictement croissante.

w2 24112 w2 - 2
Done 0 < p(z)? < p(u)? et =7 = 5 donc e % o(u)? = o= ()2

On intégre sur [z, x + 1] ce qui donne le résultat souhaité.
+oo ) 2 x+1 ) 2
(¢) Or lintégrale [ p(u)“e” 7 du converge, done 1151_1 [ p(u)e™ 2 du = 0.
r—1T00
o —oo <

. _L=in? . . _(zt1)?
Donc par d’encadrement, lim @?(z)e™ 2~ = 0 et par snite lim |p(z)|e” T = 0.
E— o0 E— 00

- 2
Dou |p(z)] = o ([i%)_)

— oo
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SUJET 2.6

(_1)]’1,

T
On pose, pour n € N, u,, = —— et S, = > u,.
n+1 i=0

1. La séric E 1, est-clle absolument convergente 7
2. Montrer que les suites (Say,),, ¢t (Sant1),, sont adjacentes et en déduire que la série E Uy, CONVETEC.

3. Montrer que Vn € N,

n—1

1
1 ; 1
——E —t)" ) dt| < .
/n 1+1¢ i—ﬂ( ) S n+1

oo
4. En déduire la valeur de Z Uy, -
n=I()
0 eN ! ! 1w Z
Il POSE, POur n Ugpy = ———, Ugpa] = ————, Ugpang — ———— € = ;.
] ] T m I 1'.! T+ 4'?'L+ 2? n+ An T+ 4 i ar i
i—

5. Montrer la suite (75,+2) converge et préciser sa limite.

6. En déduire que la séric Z v, converge ot préciser la somme de cette séric.
On considére désormais une suite (a,,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N.
Pour tout n € N, on posc b, = a,(p)-

7. Montrer que la séric E a,, converge si et sculement si la séric E b,, converge ot que si la séric E y,

400 + oo
converge alors E 1, = E by,.
n=I() n=I(

8. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si Uon ne suppose plus que Vn € N, a,, = 07



CHAPITRE 2. ANALYSE 59

SOLUTION DU SUJET 2.6

1
1. On a |u,| = —— — > 0 et la séric harmonique diverge.
n + 1 n—soon
2 S. S. L L 1 (S2,) est décroi t
. ® Sopi0— S9, = ——— — ———— done (Ss,,) est décroissante.
e " m+3 2n+2 "
® (S2,41) cst croissante
o lim Souiq — S2, =uoper — 0.
n—+oo n——+oo
les suites (S2y,) et (S2,41) sont adjacentes done convergent et ont méme limite done (S,,) converge done
la série ) u,, converge.
n—1 i
. 1 —(—t
3. Soit t € [0,1]. On a E (—t)" = #,
e 1+t
P

Donc

1 T 1 1
—t t" 1
/ udﬁ < / dt < / t"dt = .
0 ]. + t Jo + t 0 T + ].

n—1
(1+f Z( f))dt -
4. Enﬁnﬁ (I—H‘ Z( t))df—/ d}‘—Z[ (—t)'dt =In(2) — Z(

=0 =0

- St N N 1 1 1 1 1 1 1 1
9. Soit a,, = vy, + V3, Vipio = — — = — == — i
T T T o +1 nt2 4nt4 An+2 dnt+4 2\ 2n+1 2042
An42 T 1 . 1 1 1 2n+1 (_1)7'
On : T'u - J3n i - I - a
nalinie = 2 van = 2 ai = 22;(23“ 21+2)

=0 =0

] 1
= =5 L L o0 -1 2).
5 2 T3 pomtl Dnodes 50(2)

—

6. On a T3, = Thp42 — (Vans1 + vapye) et lim v, =0 donc lim 73, = - In(2) ct de méme
n—+oo TL— 400 2
In (2)

1
lim T3,41 = 3 In (2) donc la série Y v, converge et a pour somme
n——4oo

n n T
7. Supposons que ) a,, converge et posons o, = y_ a;ct o), = > by = Y a,;) Soit N = max {¢ (i) ,7 € [0,n]}.
i=0 i=0 i=0

G0
Onag), <on < ) a, car a, = 0.
n=I()
+ oo
La suite (0],) est done majorée done > b, converge et > b, < Z y,.
n=I( n=I()

On a a,, = b,-1(,,) donc si ) b, converge alors ) a,, converge ct Z a, < Z b,,.

n=>0 n=0
8. Utilisons la question 6. On a v3, = Uon, Vsnt1 = Udnt1 6 Usnio = Usnss.
Posons pour n € N, ¢ (3n) =2n, ¢ (3n+1) =4n + 1 ct ¢ (3n + 2) = 4n + 3. ¢ est bijective car atteint
tous les pairs et tous les impairs exactement une fois.

+oo 1t
On a v, = Up(n) ct Sov, = 3 > u, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n'est pas a
n=I() n=I0

terme positifs.
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SUJET 2.7

1. Soit (n)n>1 une suite réclle.

Montrer que  lim  u,, existe et est finie si et seculement si la série E (b1 — uy) converge.
n—4oo
nz=l

T
2. Pour tout enticr n = 1, on pose u, = E ) In(n).
k=1
Montrer que la suite (u,)nen converge. On note v sa limite.

3. (a) Justifier les inégalités suivantes :

Ti+1 T
In(t In(n In(n In(t
Vn = 3, / #dt = ﬂ ct Vn =4, n(n) < / ﬁdt.
Jn 4 n n Jr—

T
(b) Pour tout n = 2, on pose S,, = Z(—l)km.
k=2 k
Montrer que les suites (San)nz1 ¢t (S2n41)nz1 sont adjacentes.
Montrer que la suite (Sy,)nz2 est convergente ; on note S sa limite.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de S en fonction de +.

" In(k 1 2
Pour n = 3, on pose t,, = Z ﬁ ct a,, =1, — @

k=1
(a) Démontrer que la suite (a,)n=3 est convergente.
T 1
(b) Montrer que pour tout n = 3, Sa,, = t,, — to, + Z — | In(2).
k=1 k
En déduire une expression de Sy, on figurent a,,, as, ct u,,.

(¢) Calculer lim S, en fonetion de v et de In(2). Déterminer S.
n—+oo
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SOLUTION DU SUJET 2.7

n

1. Pour tout n € N*, E (g1 — UR) = Upy1 — w1
k=1
Ainsi la suite (u,) admet une limite si et sculement si la série télescopique converge.

2. Pour tout n = 1, on a

1 vin (1 1 1 n 1 1 1 1
Upp1—Up = ——+In (1 — = — — ~
+ n+1 n+1 n+1 n+l 2(n+ 1)2 (n+1)2) ) noroo 2(n+1)2

D’on la convergence de la séric E (thps1 — Uy), par comparaison de sérics signe constant (ou par

convergence absolue) avee un série de RIEMANN. D’aprés la question 1 la suite converge done.

1—1Int
3. (a) La fonction h: ¢ @ est décroissante sur [e, oo car A/ (t) = tzn . Ainsi :
In(t 1 1 In(t
Vn =3, Vt € [n,n+1], ni ) < In(n) et Vn=4, Vte[n—1,n), n(n) < #
n n

D’ot les inégalités demandées en intégrant ces inégalités respectivement sur [n,n+ 1] et [n— 1,n].

In(2n+2) In(2n+1)
— =h(2n+2)-h(2n+1) <0
n+ 2 2n+1 u2n+2) = h(n +1)

car la fonction h est décroissante sur [3, +ocl, donce la suite (S2n)nz1 est décroissante.
~In(2n+3  In(2n +2)
2n+3 2n+ 2

o

(b) Pour tout n = 1, on a Sapr0 — Sap, =

De méme, pour tout n = 1, Sope3 — Sopy1 = =h(2n+2)—h(2n+3) =20

donc la suite (S5,41),>1 est croissante.
In(2n + 2)

Enfin, pour tout n = 1, 89,00 — So, =" — 0.
s F = 1, 22n42 2n+1 27?,+ ) A

Les suites (S2n)nz1 ¢t (Sant2)nz1 sont done adjacentes : on en déduit qu’elles sont convergentes de
méme limite S, ce qui implique que la suite (S,),>2 est elle-méme convergente de limite S.

"+t
4. (a) Onaayyr —a, = % — 2 ((In(n + 1))? — (In(n))?) = % - / Tdt < 0,
d’apres Q3b (scconde inégalite), done la suite (a,)n>3 est décroissante.

D’aprés Q3b (premicre inégalité) et en sommant pour k allant de 3 A n, on a

_ 111(2) Z In(k) 111(2) /”"H In(t) dt > 111(2) /” In(t) g — In

(2)+5((In(n))*~(1n(3))?)

\‘

2
donVn =3, a, = 1“52} — @

La suite (an,)n>3 est done décroissante et minorée, done convergente (th. de la limite monotone).
n—1

" In(2k In(2k + 1
(b) Pour tout n =1 S,, = Z nék ) - Z nék ++1 ) d’on
k=1 k=0
T 2n 1 T
In(2k) In(k) In(2k) In(2) + In(k)
Snz —ai — 7_12'“-
STl Vi P T

T
1
En scindant la premicre somme, on a done Ss,, = t,, — to, + ( E T In(2).
k=1
En remplacgant par les expressions des suites (a,,) ct (u,), on obtient

Sop, = (u,, +1In(n)) In(2) + a,, + W — g, — W puis Sy, = u, In(2) + (a,, — as,) — (I“f})g .
(In(2))*
5

(¢) En passant a la limite, lim S5, =85 =~vIn(2) —

n—+
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SUJET 2.8

R . Too ondy
Pour tout n € N*, on note : I, = =
0 @ +e)
WL y—&
1. (a) Caleculer la dérivée de la fonction x T ; en déduire que Fp = 1.
ot 4%
I . . T
(b) A l'aide du changement de variable v = ¢, montrer que Iy = 3
5 * N . T
2. (a) Pour tout n € N*, montrer U'existence de [, et montrer que I, 10 = ——I7,.
n+1

(b) Etudier la monotonice de la suite (F),).

(¢) Exprimer Fb, .1 en fonction de n € N.

n"\/n

. . 1
3. Pour tout enticr n = 2, soient u,, = In ( ) et vy =tUp+ ———— (n=2).

nlen 2(n—1)
n+1 1
(a) Pour tout n € N*, calculer intégrale / (z—n)(n+1—x)x 3.2 dz; on la notera I,,.
T €T
1 1
En déduire que : Vn e N*, 0 < (n + 5) (In(n+1) —Inn) —1< 52
n

(b) Montrer que les suites (1, )nz2 ¢t (vn)n 22 sont adjacentes.

. . . T
4. Déduire des questions 1 ¢t 2 que F,o1  ~ I, puis que F,, ~ —.
i n—4oo 273,

1—foo
. . n"y/n
5. En déduire la formule de STIRLING : n!  ~ 2T ‘/_

n—+oo on
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SOLUTION DU SUJET 2.8

X - - X - e -
4dx of — g% ¢t —e™* o .
1. (a) Ona: 5 = — l,car: —— ~ — = 1. Soit
Jo (c::: + c—:::) of o X—+oo ot +o7F x40 of

0
(b) La fonction =+ ¢” est de classe C', strictement croissante et bijective de [0, +oo[ sur [1, +o00/, done
+oo
2du oo
Flz/ —1:[2;11{,'1:;111]1_ =|=.
J1 U (u -+ ;) 2

2. (a) Pour tout X > 0, par intégration par parties sur le segment [0, X| avee des fonctions de classe C L
on a :

X nt+2d, [ (e — ™) y an ]X / X o — g y ( n2"(e¢* — c_w)) )
5 — — — ar
0 (U:L' + U—:l;)u—i—Z ((!”’I + c—u:) ((C::: + C—:::))'u o 0 et 4o~ (C::: + C—:::)'u+l

2n(eX — ¢ X) X o2y X ondx
=7 X | —Xwmal T T oz T T T 1 it
([3 + o= )u+ 0 (C.L + c—.;,)n.—i— Jo (CJ. _|_ C—J.)N.

— 0
X —a+oo
(On a utilisé la relation (¢* — e™*)? = (¢* + ¢=*)? — 4). D’ou la convergence de F,, par récurrence

n
double sur n = 1. Et | Fl,40 = ——F,.

" 2 e . N P
(b) Ona (¢* —1)" >0 <= <E=— > 1. Donc, par croissance de l'intégration ‘ (F}.) est décroissante.

21 |7 (2n)
¢) Ona Iy, = I == x ——.
(©) st H 2k 2 7 (2mnl)?
) ntlp p4 1 (41 T ntl 1
3. (a) I.= L _5_1_72_'”(";-174;) dz = [_% + (n. + %) In || + %] ) - (n. + 5) (In(n+1)—Inn)—1.
n+1 1 1
Or, par | croissance de l’int(’:grationl 01, < / — dr = —.
n  2n? 2n?

(b) Comme v, — u,, = il est clair que | lim v, — u, = 0.

2(n—1)’ n—stoo

]_n—l—l / 1 1L 1 ) 1
Ups1 — Uy = IN ((n +1) nt ) —In (n ﬁ) = (n + 5) In (n S ) —1=1,

(n + 1)lent1 nlen n

0

W

?

d’apres la question précédente. Done | la suite (u,,) est croissante. |
L L <1 ! <0
2n 2(n—1) " 2p2 T 7

4. On a F, > 0 (Pintégrale d'une fonction continue positive n'est nulle que si la foncetion est nulle),

Fis Fo )
= ot < 2= <1 Par ‘ théoréme d’encadrement, | on en déduit que | Fl,yq  ~ I,
n+1Q2 F, Q2b r, n—+o0

(cf. QI).

Et | (v) décroissante | CAT @ Upt1 — Up = Upy1 — Un +

donc

. ) T
Or, d’apres Q2.b on a (n+ 1)F,10F, 11 = nF, F, 1, suite constante qui vaut Fy Fy = 3

.. T . . T
Doun: - =nlf, 1 Ih, ~ -n(Fn)Z , comme Fy, = 0, on en déduit que | F,,  ~ —.
2 n—4oo n—4oo 2?1

T
- . n"\/n
5. D’aprés Q3b, (uy,) [et (v,)] converge vers une limite £, donc e — ¢ = £ #£ 0, soit |n!  ~ \/_

n—4oo  fpn
T 4 7 (2n)! D vy 4 . 1
Done : | — & s, = —(7), ~ = et .Doul|f=—.

An n—s+oo Q2c 2 227(nl)2 no+oo 2 22"(%@) V2n V2T
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SUJET 2.9

400
1. Pour tout n € N, montrer la convergence de Uintégrale / e " sinQ”(.’f:) dz. On la note .J,,.
Jo
2. Calculer .J,.
2n(2n — 1)
3. Pour tout n € N*, montrer que J,, = ————
’ q T An 2 n 1

4. Montrer que la suite (J;,)nen est strictement positive et convergente.

Jn—1-

On aborde maintenant deux maniéres différentes d’obtenir la limite £ de la suite () nen.

5. Méthode 1 :

2n(2n — 1) ) _

(a) Déterminer la nature de la série de terme général v, = In 5
dn? +1
(b) En déduire la valeur de /.

6. Méthode 2 :

™
(a) Montrer existence d’une constante M telle que, pour tout n € Nyona: J, 11 < M / sin?"(z) da.
Jo

(b) En déduire la valeur de /.
® 7
Indication : on pourra exprimer [ :-;inQ'”(:n) dz a laide de / (:0:-;2”(3:) dx, puis découper cette
Jo Jo

derniére intégrale en deur autour de la borne —.
ni
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SOLUTION DU SUJET 2.9

+oo
“ ¢t lintégrale ¢ “dx converge,

1. On a:

e *sin®" x| <
. o
Done, par théoréme de comparaison, 'intégrale J,, converge absolument.
2. Jp =1 (intégrale de la densité de la loi exponenticlle de paramétre 1).
3. Pour tout A > 0, par intégration par parties avee des fonctions de classe C1, on a :
¥ ¥

A A
[ e~ tgin®t dt = [—(' Lgin?™ ¢ ] +2n [ e~ tsin?" M tcost dt
Jo 0

2n

d’ot, lorsque A tend vers Uinfini : .J,, = 2n fn e tsin®®tceost dt. On intégre de nouvean par parties :

A A
/ e~ lsin? " tcost dt = [—(’ Lsin? =Lt cos t]: + / e H((2n — 1) sin? 2 tcos? t — sin?" t) dt
0 0

2n(2n —1
puis, quand A tend vers Uinfini : .J, = 2?&((2-?:, —Jpo1— (2n—1)J, — Jn), soit .J,, = M

2n(2n — 1)
4. Ona Jy>0ct W

Par récurrence sur n = 0 évidente, la question précédente donne J, > 0 pour tout n = 0.
Jo 4n? — 2n

Ja—1 An? +1

An?% — 2n 14+ 2n 14+ 2n 1
5 (a) Ona:v,=In|{ ——— ) =In{1— ——— ~ T
- (@) Ona:e . ( An? + 1 ) " ( 1+ 41’-'.-2) n—+oo 14+ 4n? ns+eo 20

Ainsi, la série a termes positifs E —u, | diverg

T

(b) Il s'ensuit que les sommes particlles E vy tendent vers —oo quand n tend vers 4-oo.

= () pour tout n = 1.

De plus

k=0
2k(2k —1
Or, d’aprés les questions 2 et 3, ona: .J, =1 x ;}:[ 48{27_'_1)
Done, In(.J,,) = In (v, —) —o0, done, | lim J, = 0.
one, In(.J,,) Z n (v ) =3, 00 done, | lim

(k+1)mw
6. (a) Pourtout k € N, par changement de variable affine, on a /

kw
Dong, par relation de CHASLES, pour tout N € N, on a :

(N+1)w (k+1)w s N
/ e tin?" 2t dt = E [ e tsin?" 2t dt = / E TR ) gin? 2 4 du
0 o \i =
1 —(N+1)m ™ 1
¢ .
= e S—— S TR du < M sin?"u du avee M = ———
0 1—e 7™ Jo 1—e 7™

car sin?" T2y Z0,e"<1et e~ (N+L)m >
D’on le résultat voulu par passage a la limite quand N tend vers +oo.

(b) Par relation de CHASLES puis changements de variables affines, puis CHASLES encore, on a :

B 3 . 5 2 1 1
/ sin?" u du = 2 [ cos? u du = 2 TJ; cos? u du—i—?/ cos? udu < —+2 (E — —,) ((:03 —

2 na

0 Jo 0 .
3

1+4n2 "1

< 1, donc la suite (.J,) est décroissante ; comme clle est minorée, elle converge.

par théoréme de comparaison ; done E Uy, AUSsl.

na

™
e tsin? 2 dt = [ e R 6?2 g du.
Jo

)'Zu
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2n
Or In ({:os i) =2nln ((:{){-‘. L) ~
-“* -u* n—+4oo

Ainsi, par encadrement , on retrouve que

1
2n x ———5 — —00, donc :

lim
n—4o0o

Ini n—

Jp = 0.

((I[)S

1

T *

2n
—) — 0.

n——4oa
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SuJET 2.10

+oo
y- - 2
1. (a) Pour tout n € N, montrer la convergence de Uintégrale / t"e~"dt. On la note 1,,.
—00

(b) Sans faire de caleul de primitive, donner les valeurs des intégrales Iy, 1) ot .
(¢) Que dire de I3 7 Caleuler 1y.

4 [t .
2. Montrer que pour tous réels x et y la convergence de [ (t— 3:)2(t - ?})Zc_!'zdt. On appelle G(z,y)
TJ

7

cette intégrale.
Exprimer G(x,y) sans signe intégral, en fonction de = ¢t y.

3. Déterminer les extrémums locaux et globaux de la fonction G.
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SOLUTION DU SUJET 2.10

1.

2.

L. . 2 .
(a) Soit n € N. La fonction f,, : t —> t"e™" est continue sur R.
s +oo “+o0
Onatte " = o(1/t?). La convergence de —dt entraine celle de fn(t)dt aussi.
L—+too J1 t J1
Il en va de méme pour la borne —co (ou bien par parité ou imparité de f,, sclon n).
. +oo
» ? 2y “ 2s Wy ", 8% T3 2l
Done lintégrale f_m fn(t)dt cst convergente.

(b) On sait que si X suit une loi N'(0,1/v/2), alors f : ¢+ Lﬁu"'z est une densité de f.

W
e “+o0
be f(t)dt =1, on déduit Ip = /. De / tf(t)dt = E(X) =0, on déduit I; = 0.
";‘CXJ . J—oo
De / th(t)dt — ]E(XQ) =V(X)+0= > on déduit I = g
B +oo .
(¢) Par imparité Iy = / Be—dt — 0.

. fiy
Pour I, par int. par parties avec u(t) = t* et v/(t) = et qui sont C!, il vient I, = 512 = 3%.
Pour tout (z,y) € R2, (t — z)%(t — y)? = t* — 2(z + )3 + (2 + ¥° + dzy)t? — 2zy(z + y)t + 2292,
par linéarité pour les intégrales convergentes, grice aux questions précédentes, il vient immédiatement

que G(z,y) existe pour tout (x,y) € R? et que :

4 .
G(z,y) = — (f4 — 0+ (2% + 9% +4ay) [ + 0 + :172_7;210) = 4z%y? + 222 + 2y® + 8zy + 3.

Nz
La fonction G est de classe C? sur R2, car elle est polynomiale. Déterminons les points critiques de G.

o (SBzy?t+4x+ 8y
On a VG(x,y) = (8:523') +4y +8x /° t

2oy + 2+ 2y =0 - 2ay? +x+ 2y =10 2oy + 2+ 2y =10
202y +y+ 20 =0 LoeLo—L, | 20y(z —y) +(z—y) =0 (z—y)2zy+1)=0"
1° cas : y = x. Alors 223 + 3z = 0. Un seul point critique de ce type O(0,0).
2¢ cas 1 y # x, alors 2zy = —1 puis —y + = + 2y = 0, soit y = —x et 222 = 1.
Ainsi, | G posséde trois points critiques O = (0,0), A = (\/5/2, —\/5/2) et B = (—\/5/2, \/5/2)

Comme on a G(x,y) = G(y,z) pour tout x,y, on en déduit que A et B sont de méme nature.

e Etude du point O(0,0). On a donc He(0,0) = (3 i) dont le déterminant est —48 < 0.

Done O(0,0) est un point col et| G n'a pas d’extrémum local en (0,0). ‘

e Etude du point A (\/5/2? —\/5/2) (idem en B) On a Hg (\/5/2, —\/5/2) — (ﬁ g)

de valeur propre double 8.
On a 8 > 0, done | G présente un minimum local en A de valeur G (\/ﬁ/ 2,2 /2) =2.

Comme il n’y a pas de maximum local, | il n’y a pas non plus de maximum global. ‘

Si G admet un minimum global, alors il est atteint en A et B et il vaut 2.

Or pour (z,y) € R?, on a G(z,y) —2 — 2(z + y)? = 42%y? + dzy + 1 = (2zy + 1)2 > 0.
On en déduit que G(z,y) = 2+ 2(x +y)? = 2.

Alinsi, | 2 est bien le minimum global de G et il est atteint en A et B. |
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SuJET 2.11

1. Soit n € N*. On se donne n réels strictement positifs xq,--- ,x, tels que 7 + - -+, = 1.

(a) Sit est un réel strictement positif , montrer que

1 Lt —s
In(t) =1In (—) + (nt —1) — / 5 ® ds.
n 18

1
b) En déduire 'inégalité E In(zy) < nln(—).
(b) En déduire 'inégaliti 2 n(ry) < nln( n)

(c) Montrer qu'il existe un unique point = = (1, --- ,x,) € RY" pour lequel il y a égalité dans I'inégalité
précédente.

2. Dans cette question, on suppose sculement que gy, -+ -, ¥, sont n réels strictement positifs (n = 1).

(a) A Paide de la question 1.(b), montrer que

W T
(H ?}k) = T—ljzyk- (1)

k=1 k=1
(b) Etudier le cas d’égalité dans Pinégalité (1)

Soit (ity)n>1 une suite de récls strictement positifs telle que la série de terme général w,, converge.

n

k+ 1) "
3. On introduit la suite (o )rz1 définie par o = (k:———l) et on pose v, = (H Tfrk) pour n = 1.

k=1
, . [ .
(a) Calculer le produit ay x --- X @, ¢t montrer que la suite | — est croissante.
k J k=1
. . 1 . . .
(On pourra considérer les points y1 =1, yo = -+ = Y1 = 1 + x et utiliser Uinégalité (1) ).

Déterminer la limite de cette suite.

(b) Soit N € N*, prouver que

N N 1

n=1

T 1 N N
Z (.tkuk‘| < (1 + E) Z”’f"
k=1

p=1

1 1 1
(Pour ¢ = 1, on pourra utiliser ['égalité m =7 F-l-—l)
4. On considére la suite (s,)n>1 ol 8, = u
n

(a) Montrer que la séric de terme général s, est divergente.

(b) Prouver que la série de terme général v, est convergente et que U'on a

G0 +oo
U, S C E Uy, -
1

n= n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.11

L s=L
t—s t
1. (a) Par calcul : [ 5—ds = [—— —In sj| = --- ou avee TAYLOR reste intégral.
1 S5 S

1
=0

n

(b) Comme x € RY" et que 1 + --- + x, = 1, avec la question précédente on peut éerire

" 1 " ErL— 8 1 ” R A 1
In(zy) =nln (| — o — 1) — is| =nln| — |— 1s| < nln | —
; n(rg) =nln (n)—i—kz—l (nrr —1) L = ds nln (n) Z /1 & —ds| <nln (n) ,

k=1 H

s g los intéorales s T L sle s goit s N . . 5 1
car toutes les intégrales sont positives (quelle que soit la position de x par rapport a --).
Lp

e
5—ds = ( pour tout k € [1,n].

(¢) D’aprés ce qui précede, 'égalité est équivalente a /
1
"

1
Or ceci n'est possible que si 7, = — pour tout k € [1,n]. Sinon il y a une intégrande continue, de
n

signe constant et qui ne sannule pas sur U'intervalle d’intégration non réduit a un singleton, ce qui
interdit a 'intégrale correspondante d’étre nulle.

T

1
2. (a) Comme In est strict. croissante cela revient 4 montrer — E In(yr) < In(yr + - + yu) + In(—),
n e~ n
it S (22— ) <nm(3)
soit encore : n nln | — ).
E—1 n + + Un - n

(Pest vral d’aprés la question 1.b car les z, = en vérifient les hypothéses

Yk
y|+---+y'l
b) Le cas d’égalité dans I'inégalité se produit si et sculement s1 on est dans le cas d’égalité avee les o,
k

pour linégalité (1), ¢’est a dire que xp, = ﬁ = % pour tout k € [1,n].
"

On observe alors que ¢’est équivalent au fait que y, = -+ = ..

k
1
3. (a) Ontrouve oy X -+- X ¢, = (n + 1)". Posons e, = % = (1 + ;) .

Avee l'indication et U'inégalité (1), on obticnt

(y1 X -+ X Ypoy1)FIT 142 k%< LIy Uy G, -
1 . Ui : = _— — —_— = —
mn YUk+1 L Hk-l—l & k1

d’oit e < epy1. De plus, e = exp(1 + 0(1)) — e
— oo

(b) Avee l'inégalité (1) et la question pr(:(:(:dcntc, il vient

g " 1
Zv" Z H ( ¥ ) B Z n+1 1:[ (i) s Z n(n + 1) Zak”k

n=1 n=1 n=1

N N N
:Z Z (i— Tail) YU Z(—— l)akukgéf’kﬂk r’\rZu;,

E=1 n=Fk E

s
N N T n
—

oo P . . . Uq
4. (a) La séric de terme général s, est clairement divergente puisque s, = g avee uy = (.

N N
(b) Avee les questions 3. (a) et 3. (b), on voit que Z Up % C Z i, pour tout n € N*.
n=1 n=1

Les deux séries sont 4 termes positifs, la convergence de la série de terme général v, résulte du
théoréme de comparaison puisque > wu,, st convergente. Un passage a la limite donne Pinégalite
souhaitée.
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SUJET 2.12

On considére deux réels a et b, a > 0 et une suite (u,, ), en+ définic par récurrence :
. a
w ERetVne N  upp1 =u, (1——) +0 (1)
n

1. On suppose dans cette question que b= 0 et on pose r = |a| + 1.

n—1
a

(a) Montrer que pour tout n =z r + 1, u,, = u, H (1 — E)

k=r )
. . . @ P .
(b) Déterminer la nature de la séric E In(1— —) et en déduire lim  u,.
k‘ n—4o0o
kzr
2. Dans cette question, on suppose que a = 1/2,b = 9/2 ¢t up = 2.

On rappelle que range(1,n+1) crée la ligne des nombres de 1 a n.
On ex¢eute le programme Python suivant :

1 import numpy as np, matplotlib.pyplot as plt

= n=20 ; a=0.5 b—=4.5 ul—2

s u-np.zeros(n); v-np.zeros(mn) ; ul[0]=ul ; v[0]=ul
+ for k in range(l,n):

5 u[k|=u|k-1]*(1-a/k)+b

o v[k|=u|k|-u[k-1]

» plt.plot(range(l,nt1),v,?*?)

= plt.show()

¥ ?

et l'on obtient :

304 L N R

Quelle conjecture peut-on faire 7
3. On revient maintenant au cas général.
(a) Déterminer 'unique réel o tel que la suite (na),en- vérifie la relation de récurrence (12).

(b) Etablir que lim (u, —na) = 0. La conjecture formulée précédemment est-clle vraie?
T oo

11—+

4. On considére deux suites (an)nen+ ¢t (bn)nen= telles que a,, = 0 pour tout n € N*, et :

lim a, =a ot lim b, =b.
n——4+o0 n—+—400

On définit la suite (u, )nen= par réeurrence @ up € R ot Vo€ N* w00 = u, (1 - %:*) + by, (R")
(a) On suppose que b = 0. Soit £ > 0. Montrer qu'il existe un ny € N*, tel que

Vn = ng, [un| < |un,| + (n — no)e

Ly . Up
En déduire que  lim — = 0.
n—+oo 71

Uy,

(b) On suppose b non nul. En considérant la suite (u, — na),ens, montrer que lim — = a.
n—+oo 71
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SOLUTION DU SUJET 2.12

i a
1. (a) On procéde par réeurrence sur n zr+ 1. Sin=r+1, uppr1 = Uy ( — %) = U, H (1 — E)
k=1 '
donc la propriété est vraie au rang r + 1.
On la suppose vraic au rang n.
n—1 T
@y a ay o a TV
Onauper =un(l—2) = | u, H (1 - E) x(1—-2)=u, H (1 E) CQFD.
k=r k=r
(b) In(1—a/k) ~ —a/k quand k — +oo. D’o1l par équivalence, Z —In(1—a/k) diverge vers oo étant
k21
donné que —In(1 — a/k) = 0 pour tout k£ = r, d’ou le résultat.
n n a
On a alors -;;Eﬂr-lookz_:ln(l —a/k) = —o0o d’ou ni:lrfm g (1 — E) =0 don ”Er_ir_lm 1y, = 0.

2. On conjecture, grice au graphe, que  lim (4,41 — u,) = 3.
n—+oo

3. (a) On cherche «a tel que pour tout n € N*, a(n + 1) = an(l — &) + bsoit @ = —aa + biec. a= wh
a

(b) Posons pour tout n € N*, v, = u,, — na. Alors on vérific que pour tout n € N*, v,,.1 = v,(1 —a/n).
La suite (v, )p=1 verifie les hypothéses vérifices par la suite (u,, ), =1 dans la question 1, d’oti on a
nnzl L} njnzl 1

bien lim w,, = 0.
n—4oo

l
Pour la conjecture, a = 1/2, b =9/2 d'ot o« = B 3 et
1+a

Unt1 — Up = (Upt1 —3(n+1))—  (u, —3n) +3
~ ~~ ——

—0 quand n—+oo —0 quand n—+oco

d’oi on a bien wu,,q — u, — 3 quand n — +oo.

4. (a) Il existe ng tel que pour tout n > ng, |b,| <eet [l —a,/n| <1 (car 0 < 22 ~ 2).
On a alors |u, 1| < |u,| + &. Par récurrence sur n = ng ou par télescopage

|”n+1| = |u'u| +e< |“nn| + (T!. - 'f?,n)é:,_ + &

ou |tyi1| < |ty + (n+1—mng)e.
[z, | < [t | Lo
n n n

1y,
, [no| < ¢ donc
n n

D’on, pour tout n = nyg,

11 existe ny = ng tel que pour tout n = my < 2e, cecl étant vral pour tout

= 0.

. . ua
£ >0, on abien lim
n—4oo T

(b) Pour tout n € N*,

Unt1 — (n+ e = uy, (1 — ai) + b, — na (1 - E) —b = (U, —nea) (1 - E) +ala—a,)+b, —b
n ,

T T

~
—0 quand n—+oo

N . L . .. Uy — TUCY
On est ramené 4 la question précédente pour la suite (w,, — na),»; d'on lim — =0
= n—4oo T
. . Up
Le. lim — = o
n—4oo 1}
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SUuJET 2.13

p 1/2
Soit p = 2, on munit R? de sa norme cuclidienne canonique : si z = (z1,..., 1), ||z]| = (Z J"%) .
k=1
On note I U'intervalle d’entiers I = [[1,p] et on note D = {(i,4) | 7 € I'}.
On considére la fonction f définie sur RP par :

P
f@)=> "z (1-z)+2 > [(@x+z=—1)°—ziap] ==z — l=|* + ) (zx +z—1)>
k=1 1<k<l<p (k.)er2\D
1. Dans cette question, on se place dans le cas o p = 2.
(a) Expliciter f(z1,z2).
(b) Justifier le fait que f est de classe C! sur R? et vérifier que pour k € {1,2}, on a
O f(x1,2) = 2y, — Az ||z||? + 4(z1 + 20 — 1).
2. On revient au cas général on p = 2.
(a) Trouver une constante a > 0 telle que pour tout couple (u,v) € R?, on a:

(utv—12%<a(w®+v*+1)

(b) En déduire qu'il existe trois constantes strictement positives b, ¢ et d telles que pour tout = € R?
on ait f(z) < bl|z||?> — ¢||z||* + d.

(¢) Montrer qu'il existe un réel r strictement positif tel que f(z) < f(p — 1,0,--- ,0) — 1 pour tout =
tel que ||z|| > r.

(d) Déterminer le gradient de f en tout point = de R?
3. On considere H ={z € R? |z +---+ 1z, = p— 1}.
a) Montrer que f posséde un maximum globa sous la contrainte x; + -+ x, = p — 1 ¢t que si g
Mont 1 posséd i global M 1 trai p=p—1lctqg iy
est un point de H tel que M = f(y) alors ||y|| < r.

(b) Simplifier 'expression du gradient de f au point z lorsque z € H. Si y est un point de H tel que
M = f(y), donner une condition nécessaire vérifice par les composantes de y.

—1)2
u?—i—m (Pour
p

(¢) Si z € H, montrer que (p — 1)* < p||z||%. Prouver que {||z|* |z € H} =
t € Ry, on pourra considérer m;, = m+t(1,—1,0,---,0) ot m est un point bien choisi de H).

(d) Déterminer M. Est-il un maximum global de f sur R? 7
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SOLUTION DU SUJET 2.13

1.

(a)
(b)

(a)

(c)

. . 2 2
On voit que f est donnée par f(zy,z,) = (7% + J"%) — (7% + 7‘%) +2(xy +x —1)".
La fonction f est de classe C! (méme de classe C°°) sur R? car c¢’est une fonction polynomiale de
plusicurs variables. Il vient directement de 1. (a) que pour k € {1,2}, on a

O f(z1,x0) = 2z — Axp (23 + 22 — 1) + 4(xy + x93 — 1) = 2z, — Ay ||z|)® + 4(z1 + 22 — 1).

D’aprés Pinégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R? avee les vecteurs (u, v, —1) et (1,1, 1), il suffit de
prendre a = 3.
Avee la question précédente, on voit que
fla) < l=* = llel*+3 > (@f +af +1) < B@* —p) + Dll=l* — llz]|* + 3(»° —p),
(k,1)eI?\D
On peut donc prendre b= 3(p? —p) + 1, e = 1 et d = 3(p — p).

Immédiat d’apres la question précédente puisque  lim bz — ¢llz|[* +d = —0
I q I I 1 el ot
r||—+o0

Si(e1,---,ep) désigne la base canonique de R? et si 2 € RP, alors V f(x) est égal a

22 z; — 2x; || z||? —1—22(1;&4—71—1) f’-ZQZ z; (2p— 3 — 2||z||? +227L—2(})—1)

ki k=1

On justific facilement que H HE(O, 7] est un fermé borné. La fonction f est continue sur cet ensemble
fermé et borng, elle admet done un maximum sur H N E(ﬂ? |, qui est en fait un maximum global
de f sur RP sous la contrainte x; + --- + x, = p — 1 en vertu de la question précédente puisque le
point (p — 1,0,---,0) appartient a4 H. La dernicre assertion est une ('on'-;(‘quon('c directe de 2.

La seconde expression de V f en 2 (d) donne, pour z € H : Vf(z) =2 Z (2p — 3 — 2||=|| )] ;.

i=1

Comme f est de classe C! car f est une fonction polyn(nnldl(‘ de p variables, le cours nous dit que
nécessairement Vf(y) € Veet((1,---,1)) i.e. y1 (2p— 3 —2||y[?) = =y (Qp —2|ly|1?).

. . . - . n — 1 n— 1
L’in¢galité s’obtient avec incgalité de CAUCHY-SCHWARZ. Prenons m = (z )? B (z )

p p
) —1)2 n —1)2
alors on a m, € H, ||m,||? = ||m|? + 22 = (Gl +2t2 — oo ct ||mg|? = u
=400 p

Avec Iinggalité, ces deux choses et le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut conclure.

. . 2p—3 X
Soit y € H tel que f(y) = M. Si ||y||2 L , avee 3. (¢) on a alors y; = --- = 1, d’on

3
). On observe que le cas

a bien ||y||? #

y= (2 ) e ) -

2p — ¢
P 2

2p—3 2p—3 —1)*
oy € H est tel ||y||?> = P 5 est possible d’aprés 3. (d) puisque p2 = (p—1) (p=2).51
p
y € H ct est de ce type, on trouve
2p—3 (Qp —— L s (2p-3?% 5 . 1
fly) =—5 +§;(w +y—1)° ;(2?& )=yt -2=1

-1 1 1
Or b 5 < T il en résulte que M = 1 Ce n'est pas un maximum global de f sur R? (qui existe
P

. . 1
par un raisonnement analogue a celui de 3. (b)) car f(0) =p?> —p > -

1
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SUJET 2.14

1. On dit qu'une fonction h de R dans R qui ne s’annule pas au voisinage de +00, est a variation lente si

pour tout réel ¢ > 0, on a :
h(ex)
lim ——— =

1.
w—+co h(x)

(a) Les fonctions constantes de RY dans R* sont-clles a variation lente ?

(b) Montrer que la fonction logarithme népérien est a variation lente.

(¢) Montrer que si une fonction A de RY dans R* est telle que JEI}_IW h(xz) = ¢, avee £ # 0, alors elle est
A variation lente. Qu'en est-il si £ =07 '

Dans la suite, X est une variable aléatoire de densité f nulle sur R* | strictement positive et continue sur R, .
On note I la fonetion de répartition de X et on pose, pour tout réel x : G(z) =1 — F(xz).

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supéricur ou ¢gal a 1, il existe un unique réel u,, positif on
nul tel que G (u,,) = +.

Ti

(b) Donner la valeur de uy.

3. Soit A un réel strictement positif. Donner 'expression de u,, en fonction de n et A lorsque X suit la loi
exponentielle de paramdétre A.

4. On revient au cas général.
On suppose qu’il existe un réel a > 0 et une fonction h de R dans R*, a variation lente, vérifiant :

h(x)

_'T:”'

Ve e RY ,G(x) =

On suppose également que  lim  w,, = +oo.
n—+oo

(a) Montrer que, pour tout réel # > 0, on a : P (X > zu,) ~ —

n—+oo nt
(b) Soit une suite (X)), y. de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On considére,
pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire M,, = max (Xq,...,X,).

M,,
Déterminer, pour tout réel = > 0, la valeur de lim P >x .
n—4o0o Ty
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SOLUTION DU SUJET 2.14

1. (a) Sih est constante non nulle, il existe un réel K # 0 tel que A(x) = h(ex) = K, d'on
h(ex)

(b) Si A est la fonetion In, comme ¢ et = sont strictement positifs, on a In(cx) = In(c¢) + In(x) ct ainsi :

hicz) _ In(e) . . I P . . h(().’]ﬁ') -
h(z) — In(z) T 1. On conclut sans probléme que ; Eglm W)

(¢) Si lim h(z) =¢, alors, comme ¢ > 0, on a aussi lim h(cz) = 7.
T—+00 E— 00

h(ex) _ ¢

Comme ¢ # 0, on obtient lim =
70, z—+oo h(z) {

Si ¢ =0, le résultat ne subsiste pas. 1l suffit par exemple de considérer la fonction inverse sur RY

’ —

. h(ex) 1 . . N

pour laquelle on trouve lim ——= = —, ce qui est différent de 1 dés que ¢ # 1.
z—+oc h(z) c

Une autre fonction avee laquelle le résultat ne subsiste pas est h: o+ ™%,

2. (a) La fonction G est continue sur R tout comme I (car X est a densité). De plus, I7 est strictement
croissante sur Ry (sa dérivée est strictement positive par hypothése) done G déeroit strictement sur
R,. Comme X a une densité nulle sur R* | on a I7(0) = 0 done G(0) = 1 ¢t on a aussi :
lim G(z)=1— lim F(z)=1—-1=0.
r—4oo oo
La fonction G réalise donc une bijection de Ry sur ]0,1].

Pour tout n de N*, le réel £ appartient a |0, 1] done, d’aprés le théoréme de la bijection, il existe

n
un unique réel w,, positif ou nul tel que G (u,) = Tlt
(b) Comme G (u1) =1, on a F'(u1) = 0 ¢t comme u; appartient & R, on trouve uy = 0.

—Ax

3. Si X suit la loi £(A),u,, est solution de 'équation ¢ = v_l; ct on trouve u,, = @

4. (a) Comme h cst a variation lente, on a :

h (ruy,) h ()
(zu,)" n—+oo (zu,)"

P(X > zu,) =G (ru,) = (car G (uy,) # 0 done h (u,) # 0)

. i) hius,) IWa 1 1
;) . n —_ —_ —_— =
Pour ﬁlllr, o1 a T_rfﬂ'”-n = P T4 G’ ('ﬂ.-u) porr X o

1

~J o -
1— 4o T

On obtient done bien : P (z > zu,) i
(b) Comme M, = max(Xy,...,X,,), on montre que :
P(M, <zu,) =P([X; <zu,]N...N[X, < zu,))
Par indépendance, on obtient P (M, < zu,) = I (.z':u.u)” ot on trouve ainsi :

P(M, > ru,) =1—F(zu,)"

D’aprés 4. a), on a P (X > zu,) o Lo ( 1)? dou: F (zu,)" = (1 — ,uia +o (%))u

ey n
oo THE i —4oo

1 1" 1 1
(1 — + o0 (—)) = eXp (nln (1 — + o0 (—)))
nr* mn nr® 7
1

Comme nln (1 —L 40 (l)) ~ —%M alors lim nln (1 —

@ 9
L e n——4oo n—4oo

De plus, on a

n—4o0o

— 400

—1
continuité de U'exponentielle en —1_%? on trouve lim F(zu,)" = exp (— .

M,, . -1
On conclut que lim P (— > 7) = lim P(M, > zu,)=1—cxp (—
:I:ﬂ

Uy n—4oo
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)
SUJET 3.1
Pour tout x réel, on note | x| la partic enticre de z et {z} la différence = — |z ].
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, PP), indépendantes a
valeurs dans [0, 1[, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.
1. Déterminer la loi de X + Y puis de | X + Y| et calculer U'espérance (LX + Y| )
2. Déterminer la loi de {X + Y}
On considére une suite (X )1 de variables aléatoires définies sur (€2, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

T
On pose S, = E X.
k=1
3. (a) Eerire une fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de | S, |.
(b) On exécute le programme suivant

1y — np.zeros(10)
> for n in range(1,11):

3 esp 0

a for k in range(10000):

5 esp +— simulPE2S_n(10%*n)
6 y[n-1] esp /10000

» print(y)

8

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que FE (]S, |) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout enticr n et tout = réel, |n+ x| =n + |z].
(b) Montrer que pour tout z réel et y € [0,1], {z +y} = {{z} + y}.
5. En déduire, pour tout n € N*| la loi de {S,} puis E (| S,]).

{ b“u .

6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires ( ) converge en probabilité vers 0.
n
nzl

|5l

T

1
(b) En déduire que la suite de variables al¢atoires ( ) converge en probabilité vers 5
nz=l

=
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SOLUTION DU SUJET 3.1

1. X +Y est a valeurs dans [0,2[ et une densité de X + Y est h, définic par, Vz € R,

400 1
h(x) = [ fx(z—t)fy(t)dt = ./n fx(z —t)dt

Or fx(z—1t)=1siz—1te|0,1],0sinon. D’ou :

Osiz<Ooux>2
hz) =z sixzel0,1]
2—zsizell,?

IX+Y|(Q) {01} et P([X+Y]|=0)=PX+Ye[0,1)=P(X+Y <1)= [1.1-(1;5:%.
J0

Donc P(|X +Y|=1) = 3 aussi, dou | X + Y| ~ B(3), et E(| X +Y]) = 3.

2. On utilise le SCE (LX +Y|=0,|X+Y]|= 1). Stz e [0;1],

J’({X+Y}gx)zf’(({X+Y}gm)m(LX+YJ:0))+J’(({X+Y}gm)m(LX+YJ=1))
T 14x
:J’(OQX—I—YQ.?:)—I—P(IQX—FYQ1+$):/ tdt—i—/ (2 —t)dt = .
0 1

Siz <0, P{X+Y}<a)=0,ctsiz=1,P{X+Y}<z)=1Don {X+Y}~U([0;1]).
3.0

1 import numpy.random as rd, numpy as np
> def simulPE2S _n(n):

3 S=0

a for k in range(n):

5 St—rd.random()
6 return np.floor(S)

7 #ou S=sum(rd.random(n))

T

—1
5
4. (a) Ona: |z|] <z <|z]+1,doun+ |z| <nt+z<(n+|z])+ 1L
(b) {z+y} ={lz] +{z} +y} = [z +{z} +ty— [lz] +{z} +y| = [z] +H{z} +y— [z] - [{z} +y] =
{{z} +y}
5. On montre par récurrence sur n que {Sy, } ~ U([0; 1[). Pour n = 2, ¢’est la question 2.
Pour 'hérédite : {S, 01} = {S, + Xou1} = {{Su} + Xox1}, avee { S}~ U([0;1]) et X1 ~ U([0;1]),
les deux variables ¢tant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [S,| + {Sn}, d'oit par linéarité : E(|S,]) = E(S,) — E({S,}) = % — = 5.

6. (a) Ve =>0,1 ’(-{%i z¢e) = P({S.}) = ne) =0 sl ne > 1, donc pour n assez grand. D’ou le résultat.

(b) On conjecture que E([S,]) est égal a

,

. S e

(b) La suite (—{—"}) converge en probabilité vers 0,
n nzl

. . g ey .
ct la loi faible des grands nombres montre que =* converge en probabilité vers %,
L s s, s s B
d’on puisque 11_:11 = Sa i{—“h JT:‘-L converge en probabilité vers 1

T T 2°
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SUJET 3.2

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de I'événement A.
e X est une variable A valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F sa fonction de
répartition.

® (X, )nen ost une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n = 1, on note S,, = Z X} et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0
e Pour tout w € £2, pour tout ¢ > 0, on note N,;(w) le plus petit entier n = 0 tel que S, (w) > 1.
On admet que N, est une variable aléatoire.
e Pour tout ¢ > 0, on note M(t) = E(N,) lorsque cette espérance existe.
1. Soit £ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N, = n) = F,,_1(t) — I, (1).
2. On suppose dans cette question sculement que X suit la loi exponenticlle de paramétre 1.

(a) Ecrire unc fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N, (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

L n—1 L .n
T . "
(b) Pour tout n € N, montrer que P(N, =n) = / ——c¢ “dr — [ e Fdr.
Jo (n—=1)! Jo n!

(¢) En déduire la loi de Ny, Uexistence de M (t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).
4. (a) Montrer que ¢™* < exp (_a']-[X}u.])' En déduire que E(e™) <1 —p(1 — ™).
(b) En utilisant I'inégalité de MARKOV, montrer que :

n+1
Vn =1, F(t) < [E(U_X)] *
oo
5. Montrer que M (t) est défini pour tout £ > 0 ¢t que : M () = Z Fo(1).
n=I0
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SOLUTION DU SUJET 3.2

1. (N, = n) est réalisé si et seulement si (S, > 1) est réalisé et (S,,—1 < 1) aussi, c’est a dire
(Sp = )N (Sp—1 =>1) = (Sn > )\ (Sp—1 > £). Dot P(N, = n) = P(S, > 1) — P(S,—1 > 1) car
(Sp—1=t) C (Sn >1). Alnsi, P(N, =n) = (1 — I, (t) — (1 — Fu1(t)) = Fo1(t) — Fou(2).

2.
\11 import numpy.random as rd
> def N(t):
3 s—0
1 n—0
5 while s<—t:
6 s—sird.exponential (1)
7 ni—1
8 return n
9

L n—1
(b) On a S,—1 ~ v(n), d'ou, pour t > 0, I,,_1(t) = / e "d.
CES

L .TL
& - - . .
De méme F,(t) = —e Fdx, d’on le résultat par la question 1.
o n!
T

t
(¢) On intégre par parties F,_1(t), et on obtient : P(N, =n) = —Ie_", d’ou N, ~ P(t).
7!
Ainsi E(N,;) =t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, cc qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = ﬂ [X < —] , d’ot, par décroissance, P([X € 0]) = Lm P( [X < —] ).
- n n—+oo 'rif,
Ainsi: Jk e N*, P([X < £]) <1, d'ou P(X > £) > 0.
4. (a) La variable X cst positive, d’oit X = al|x.,) par disjonction des cas [X > al et [X < al.
D'ou —X < —al[x~,) ct on compose par I'exponenticlle. D’on Pexistence de Pespérance, et :

E(e™X) < E(exp(—alixsq)) = P(X >a)e "+ P(X <a)=pe ™ +1—-—p=1-—p(l—e™").

n+1 T
(b) Lespérance E(e™5") existe et vaut (E (e=X )) car ¢ 5n = H e Xk,
k=0
D’on d’aprés MARKOV :

E((:,—X)u—‘,-].

et

F,(t)=P(S, <t) =Pl z¢e7Y) <
5. D’aprés la question 1 cela revient a étudier la série E n(Fn_1(t) — [ (t)).
nzl
On sépare la somme particlle en deux et on réindexe :

N N-1 N N-1
Y n(Fua(t) = Fu(t) = > (n+ 1D)F,(t) = Y nF,(t) = > Fu(t) — NFy(t).
n=1 n=I() n=1 n=I()

L’inégalité de la question 4b montre que NIy () tend vers 0, et que la série E Fi.(t) converge par
k20
comparaison i une séric géomdétrique, d’oit la conclusion.
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SUJET 3.3

Toutes les variables aléatoires de Uexercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ = 2. Soit N une variable al¢atoire qui suit la loi de PoOI1SSON de paramétre q.

1. On pose X = ¢™V. Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N et les calculer.

T

On pose ¢g = 1 et pour tout n = 1, ¢, = I | m Pour tout n € N, on posc a,, = nle,.
k=1
2. Montrer que la suite (|a,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,,|)-
3. Soit z € R.

TL |

-y . 1
(a) Montrer qu'il existe ng € N tel que : Vn = ng, |(_'.u+13:”+1| < §|(_'.”3:

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ 5 on note f(x) sa somme.

=0
4. Pour tout x € R, montrer que : f(gz) = (1 — z) f(x).
+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™ ™) = 0.
n=I0

6. Montrer lexistence d'une variable aléatoire U 4 valeurs dans N telle que :

VneN, P(U = n) = P(N =n) (1 n %) .

7. On posc Y = qV. Les variables X et Y ont-clles la méme loi ?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) = E(Y™).
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83
SOLUTION DU SUJET 3.3
1. Par ‘ théoréme de transfert, | on a:
+oo +oo k m+1yk m .
E(X'm,) _ E(qru:\l") _ Zq'!uklp(N _ k) _ Z qm,k q_ — o4 Z (q ) — o9 % of +1 — od +|_q_
k=0 k=0

2. Comme ¢ =2, onal—q¢" <0, donc :

lani1|  (n4+1Denpa| n+1 n+1 - n+1 _1
|a.| len gt -1 (q—1)(1+q+---+¢*) 1x(1+1+---+1) '
Ainsi (|ay,|) est décroissante, done : ‘Vn. =0, |a,| < |ag] = 1. ‘
. n+1 P
3. (a) Siz =0 c'est évident, sinon, comme ("”+1ml | = |21 — 0,
e,z g"t!l — 1 n—+oo
. : J.n—i—l
par définition de la limite, il existe ng tel que (”iL?nll < 5 pour n = ng.
CnT

(b) Par récurrence évidente sur n = ng, on cn déduit que

v e e 1y—To ) | P
R L | g (5) |( ng L []l
Par comparaison avee une séric géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

série E cpr'.

=0
= +oo +oo
4. Ona: (1—=z)f(z) = f(z) — xf(x Z epx Z 1zt =1+ Z(eﬂ — 1)z
n=0 n=1 n=1

—1+;(n_ (l—q” —1) —l—l—;( nq " = flgx).

oo

5 Ona Z (.nq”(m"'l} = f(¢"™*). Montrons par récurrence sur m = 0, la relation : f(¢™1) = 0.
n=0

e (Cest vrai si m = 0, en prenant z = 1 dans la question précédente @ f(g) = (1 —1)f(1) =0
e Si ¢’est vrai a Pordre m, alors en prenant 2 = ¢™ ! dans la question précédente,
ona: f(gm?) = (1 —¢™ ) f(g™!) =0, done c’est vrai a Pordre m + 1.
6. La suite (P(N =n) (1 + 22&))\«;(:1\1 est positive car |a,| < 1. Et :

Z P(N =mn) (1 + aj) ZIP(N =n)+ - ZJP(N = n)a,

n=I0 n=I0
1 = 1 ™=
=1+ —-c1 gt =1+ -¢1 cnq” =1,
+ 2 HX_;] n! 1 + 2 uz_;] 1 '

d’aprés la question 5, avee m = 0.

7. Les variables N et U n'ont pas la m('m(' loi puisque 3+ # 0, done X = gV et Y =4Y

n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction ¢+ " est injective sur Ry.

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue a celui de Q6, on

ol
) oo a +oo 1 400
E( Y'm.) _ E(qrub) _ Z qrunP(N _ TL) (1 + 2“) _ Z qfn,'u]P:(N _ T.'.-) + E Z q'run.})(N _ n)au
n=>0 n=0 =0

+oo
1 n
=E(X™)+ Eo_q | E_U %q”(m"'” =E(X™)+ 0, d’aprés Q5.
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Al
SUJET 3.4

Soit p €|0,1]. Soit (X,,),>1 unc suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilise,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour tout n € N¥, on pose

n
Lqu = E Xk .
k=1

1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k£ € N.
k—1

i—1 kE—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier & = n + 1, Z ( ) = ( )
—\n— 1 n
3. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et pour tout £ € N, on a :
kE—1 - 3
( ( I)p"(l - p);'_” si kZ=n,
]P(L“-"' — k) _ { T —
| 0 si k<n
+oo .
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(x) = Z a7 alors :
i=0
+oo .
VneN, Vze| - 1,1, Y j(i—1)-- (G —n+1)2/™" = f"(z).
j=n
Soit f une fonction de classe C! sur [1, +o0[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f|.
4. Dans cette question on prend n € N* et z €0, 1].
k+n—1 E
a) Montre + la série 1—xz)" este rgente.
(a) Montrer que la séric Z ( o1 )( x)" est convergente
keN
k k+n—1 E
b) En déduire que la série : 14— 1 —z)" est convergente.
(b) , g)f(+n)(n_1 Ja-o g

Pour tout x €)0, 1], et tout n € N*, on pose alors :

+o0
Kpn(r)=2") f (1 + g) (k:fI 1)(1 — )k,

k=0
LS-'“'

)) et comparer cette espérance a Ky, (p).
n '

5. Pour tout n = 1, établir Uexistence de E ( i (

6. Soit £ un réel strictement positif.
S, 1

p n

K .
(a) Montrer que P ( > g) < — ot K est une constante & déterminer.

(b) Démontrer que :
Lqu 1
e Jo(s(3)) )
n P

(¢) En déduire . E{i{lm(K ra(p))-

Sp 1

>e)).

QN.E-I—MIP(

nop



CHAPITRE 3. PROBABILITES 85

SOLUTION DU SUJET 3.4
1. Pour k=0, on P(X; = k) = 0 et pour tout k = 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)¥~L.

2. Pour n fix¢, par récurrence sur k i aide la formule du triangle de PASCALL.
3. Par récurrence sur n = 1. Initialisation immédiate. Supposons I'égalité vraic au rang n :
Pour k<n+1,onalP(S,11 =k)=0,car Xp(Q) =N".Sik=2n+1,ona:

k
]P(Sn—i-l = k) = P(Sn + X'u+1 = k) = ZP({S"' = ?} n {Xn.—‘,-l =k — ?})

i=0

E—1
= Z P(S, =1i) x P(X,,41 = k — i), (indépendance et support des variables)

= /i1
= Z ( ) 1) p(1—p) ™" xp(1-— p)k_“_l, (hypothése de récurrence)

i=1T1 n-—

(i1 k1

= p"ti(1 — p)k—(n+D) Z (n B 1) = p" (1 - p)k_(”"'l)( . ), (d’apres 2)

4. (a) Comme 1 —x €] — 1,1[, aprés décalage d’'indice, la formule admise donne la convergence de la série
et sa somme (n — 1)!f(")(1 — ).

) ) k+n—1 .
(b) La valeur absolue du terme général de la série est majorée par sup | f |( ] (1- T)L
n—

Done la série est absolument convergente.

S
- - n - - -
5. Comme f est bornée sur [1, +oc|, Uespérance de f (— existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

E (f (5)) - :Z:.:f (E) P(S, — k) — +Zm f (g) P(S, = k) = :if (” I k) P(S, = n + k)b

n
k=n

“+oo

Q.3 kN (n+k—1\ 3

LS (e E) (" a0t - k)
k=0 )

6. (a) Les variables (X3 )iz, ont une espérance (qui est i) ct une variance (qui est % ).

Sp 1

n p

.. e . [’
L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet done de conclure que P ( > E) = %
np’e

S, 1 Sn 1
(b) Par inégalité des accroissements (avee |f/| < N) : ’ I (—) —f (—)‘ <N|—— —‘ (%). On a:
n P n o p
Shn 1 Shn 1 Shn 1
(0 (2)) s () <2 (1 (2) () 1) o2 (1 () (2 1)
n p n P n T EIS n P CE
S, 1 S, 1 . . . .
<E(N — =1 |0 _1|<e +2MP — —| > £ | (I'inégalité triangulaire ct (%))
n  p| 17 TwIS nop
E lgn, Lgn ].
QE(NEH|£&_1|<£)+2MIP ~ | >e) < Net2MmP — 2>
n pl= T yd n p
(¢) Au final tout n > lona: |K. ()f1|<N+2M
¢) Au final, pour tout n = lon a: |K, s (p o) s £ PR

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par £. Done le premier membres est aussi petit

1
que 'on veut pour n assez grand. Ainsi (K, (p))n converge vers f (— .
. D
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SUJET 3.5

On considére un espace probabilisé (2, A, P) et X une variable aléatoire sur cet espace admettant une
espérance.

LX) existe et 8°il existe 6 > 0 tel

On dit qu'une variable aléatoire X est sous-gaussicnne si pour tout ¢ € R, F(c
que :

VteR, B(eX) < s

1. Montrer que si X suit une loi normale centrée alors elle est sous-gaussienne.

2. Montrer que si X suit une loi exponenticlle de paramétre A = 0, elle n’est pas sous gaussicnne.
On suppose que X est sous-gaussienne et que (X ) pen= est une suite de variables de méme loi que X, ces variables
¢tant toutes définies sur le méme espace probabilisé.On pose pour tout n € N*, Z,, = max(| X1, ..., | X,.|)-

LX
et —1
3. Montrer que pour tout ¢t > 0, X < — - En déduire que E(X) < 0 puis que E(X) = 0.

n n

4. (a) Montrer que pour tout t € R, ¢!%n < Zc“’X’“ =+ Z e Xk,
k=1 k=1
(b) En déduire que pour tout t € R, E(c!4") existe et vérifie :

E(c'%) < 2ne?” "’

5. (a) Montrer que E(Z,) existe ct que pour tout ¢ réel, E(c%n) = ¢tF(%n),
In(2n)

0%t
— +

(b) En déduire que tout tout ¢ > 0, £(Z,,) <

(¢) En conclure que E(Z,,) < 20/In(2n).
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SOLUTION DU SUJET 3.5

+oo
- B : L —Ax - B
1. E(e'Y) existe si et sculement si Aefe”dx converge, ce qui est le cas sculement s1 A > £
?
0

Done X n'est pas sous-gaussicnne.

+oo 1 2
- - - Ly —-==
2. E(e'*) existe si et seulement si / ee” 2% dx converge.

J_ e TV2W

OrVr e R, —ZL:E tir=—13 ((i)Q — Qt:f:) = —1(% — ot)? + o2

y . oo 1 L ——gmz - - e 1 -1 3—0’!,}2
DJ(]ll CTE 2a d.’]’: converge s1 ct S[)'lll(}IIlUIlt 51 e 2te diE converge.
e OV2T Jooo oV2T
4o

2
u .
e~ 7 du, qui converge
Jooo V2w
d’aprés le cours.

N . . 1522 -
Don E ((.’.‘X ) existe pour tout réel ¢ et vaut €27 1. 0 = o2 /2 convient pour prouver que X est sous-
gaussicnne.

Le changement de variable ©w = £ — ot nous rameéne a la convergence de
o

3. Par convexité de la fonction exponentielle, on a : ¢® = 1+ z, pour z € R, d’ott ¥ > 1+ tX,

X 1 B(eX) 1 0
soit ¢'X — 1> tX, et avee t > 0, (T =z X. Don % = E(X), puis (T = E(X).

0212
e —1 .
Or — cst équivalent a 0%t lorsque ¢ tend vers 0, d’oti, en passant a la limite : 0 = E(X).
De plus; — X est aussi sous-gaussicnne, don (0 = —E(X), ¢'est a dire £(X) = 0. On a donce : E(X) = 0.
4. (a) Vw € Q,di : Z,(w) = | Xi(w)| = Xi(w) ou —X;(w). D'ou Vt € R,tZ,(w) = tX;(w) ou —tX;(w).
Ainsi etZn(@) L tXi(w) 4 o=tXi(w) ot g fortiori etZn (@) g Z etXew) 4 Z e tXk(@)
k=1 k=1

T n
(b) Par domination, E(e'%") existe et E(e!?) < Z E(e™*) + Z E(e %) < 2ne”
k=1 k=1
etZn — 1
5. (a) Ona,pourt>0,0< 2, < — d’on E(Z,) existe. De plus, par convexité de z + el :

Vi € R, e > et BZn) 4 16! BZ)(z — B(Z,)),

ainsi e'%n > !P(Zn) 4 tetB(Zn) (7, — E(Z,)), on prend Pespérance, et on obtient : E(e!%n) > ¢! F(%n)

. P ) 2,2

(b) D’aprés ce qui précede, on a et(Zn) L onel™t ,

In(2n)
f_

In(2n) 5
t—.z + 6=

donc : tE(Z,) < In(2n) + 6%t2, cest a dire BE(Z,,) <
In(2n)
i

+ 62t

(¢) La fonction ¢+ + 62t a pour dérivée t > —

. . In(2 -
Donc elle admet un minimum sur |0; 00| atteint en t = 3@ qui vaut 20+/In(2n).
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SUJET 3.6

Soient p et n deux entiers supéricurs ou ¢gaux a 2.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) qui prend ses valeurs dans I = [1, p].
Pour tout k € [[1,p], on pose z;, = P([X = k]) et on suppose que z;, €]0,1].
On considére n variables aléatoires indépendantes Xy, -- -, X, qui sont définies sur (€2, A, P) et qui suivent
toutes la méme loi que X.

Pour chaque w € €2, on introduit U'ensemble F(w) = {X;(w)} U --- U {X,(w)}
(ensemble dont les éléments sont les nombres Xq(w), ..., X,,(w) — pas forcément distincts).

1. Pour k € [1,p], on introduit la variable aléatoire Y, définice, par :

1 sike Ew)

Vw € Q, Yi(w) = 0 sinon

(a) Déterminer la loi de ¥y en fonction de zj. De quel type de loi s’agit-il 7

(b) Donner l'espérance et la variance de Y.
2. Soit Z la variable aléatoire telle que Z(w) est le nombre d’éléments de E(w) (c.a.d. Z(w) = card(E(w))).

(a) Exprimer Z en fonction des variables Yy, --- | Y.

(b) Calculer U'espérance de Z.

(¢) Soient k et [ deux entiers distinets appartenant a [[1, p].
Que vaut la covariance de Y. et Y; en fonction de xp ot a7

(d) Déterminer la variance de Z.

»
3. On considére la fonction f définie sur R? par @ f(t,--- ,1,) =p — Z (1—tx)".
k=1

r
On pose K =[0,1]7, O =|0,1P et C =t € RP | Z tp =1
k=1

(a) Justifier existence d’un maximum global de f sur N C que on notera M.

(b) Prouver que si u est un point de XNC tel que M = f(u), alors v appartient nécessairement & O NC.
(¢) Montrer qu’il existe un unique point v € X NC tel que M = f(u). Déterminer la valeur de M.

(d) Quelle est la loi que doit suivre X pour maximiser Uespérance de 27

4. Soit (Xg)pen. une suite de variables aléatoires indépendantes qui sont définies sur le méme espace
probabilis¢ ¢t qui suivent toutes la méme loi que X donnée dans le préambule de Uexercice. Pour
n = 2, on considére la variable aléatoire Z,, telle que Z,(w) est le nombre d’éléments de 'ensemble
{X1(w)}U---U{X,,(w)} pour w € Q. Montrer que la suite (Z,,) converge en probabilité vers une variable
certaine.
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SOLUTION DU SUJET 3.6

1.

(a)
(b)

(a)
(b)

(d)

La variable ¥}, prend ses valeurs dans {0,1} et P(Y, =1) =1 —P(Y, =0) =1 — (1 — z;)",

la variable Y suit done une loi de BERNOULLI de paramétre 1 — (1 — z)".

Il s’agit d'une variable de BERNOULLI, le cours nous dit alors que :
E(Yy)=1—(1—m)" et que V(¥3) = [1 — (1 — xp)"] (1 — z3)".
Il est clair que Z =Y; +--- + Y},

Par lin¢arité de Pespérance, il vient E(Z) = E(Yy) +--- + E(Y,) =p — Z(l —xp)".

Comme k et ¢ sont distincts, la variable Y. Y, est une variable de BERNOULLI de paramétre
]P (Yka = ].)
=1-PYY;=0)=1-P([Yra=0lu[Yz=0])=1—(1—x)" — (1 —x)" + P([Y, = 0] N [Y; = 0])

=1—(1—az)" — (1 —z)" + P (m[X,g ¢ {k,é’}]) =1—(1—zp)" — (L —z)" + (I — 2 — xp)"™.
i=1
d’oun Cov(Yy, V) = E(YEY:) — E(Yi)E(Y?) (f. de KOENIG-HUYGENS)
=1-(1—z)" - Q—a)"+ (1 —zp— )" — 1 — (L —x)"][1 — (1 — )"
=1 -z —x)" — (1 — )" (1 —zp)".

Avee la bilingarite de la covariance et les questions 1. (b), 2. (a) et 2. (¢), il vient

»
V(Z)=Cov(2,2) =) [1— (1—z)" | 1—zx)"+ ) (1 — 2k —x)" — (1 — )" (1 — 21)"
k=1 (kD e1,p]?:k#E

Comme la fonction f est continue sur le fermé borné K NC, clle y admet un maximum global M.
Supposons que u n’appartient pas @ NC, alors il existe £ € [[1,p] tel que u, € {0, 1}, par symétrie
on peut considérer que £ = 1.
Siug = 1, alors comme u € KX NC, on doit avoir us = --- = u, = 0. On considére la fonction hy sur
[0, 1] définie par hq(t) = f(1 —t,¢,0,---,0), on a hy(0) = M = hy(t) et on voit facilement que hq
est strictement croissante sur [0, 5[? ce qui est absurde. On raisonne de la méme maniére lorsque
u; = 0 en remarquant que 'on peut maintenant supposer que uy €]0, 1] et on introduit la fonction

N . . . U2 ;
hq sur [0,up], ont ho(t) = f(t,us —t,ug,---, 1), qui est strictement croissante sur [0, 5 [, ce qui
conduit 4 une contradiction. On a done bien v € ONC.
Si f(u) = M, on a vu que u € O, ¢’est en particulier un extrema de la fonction f (de classe C1)
sur O sous la contrainte linéaire uy + --- + u, = 1, par suite Vf(u) € Veet ((1,---,1)). On en

[ -1 -1 N : . .
déduit que (1 —uq)"" =+ = (1 —up)"",dowtuy = -+ = u, = —. Il existe done un unique point

1 1 1
uw e KNC tel que f(u) = M. Enfin, on trouve M = f(—,---,—) =p [1 —(1- —)"‘] .
p p p

Avee la question précédente et 2. (b), on voit que la scule loi de X qui maximise Pespérance de Z
est la loi uniforme sur [1, p].

4. On se doute qu’il s’agit de la variable certaine égale 4 p. Soit £ > 0, comme p — Z,, = 0 on déduit de 1.

(b) et de l'inégalité de MARKOV que

EZ\,L 1
]P"(|Zw,—p|2.5)21?’(;0—2.,,,25)~~<H~ (Zn) _ Z(l o— 0

n—+oo

car tous les z apparticnnent a |0, 1[. La suite (Z,,) converge done vers la variable certaine égale a p.
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SUJET 3.7

On note E P'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur Ry a valeurs dans R.

. . k\ nf _,
1. Soit f € E. Montrer que, pour tout n € N*, la séric E I (—) e " converge.
n) k!
k20

On pose alors

400 k '?’Lk
Vn € N, T.(f) = Z f (—) o e "

n
k=0
.. . 1
On définit les deux fonctions f, et g de E par : Vt = 0, f,(t) =¢™* avec a =0ct g(t) = s
2. Pour tout & = 0 et tout n € N*, calculer T, (f,). En déduire liT To(fa).
n—+00

T

+o0 k
k
. ) . 2 . o - I ‘—'ﬂ,
3. Soit (n,N) € N2. Onnote Ryy = 3 g (n) e
E=N+1

(a) Donner la formule de TAYLOR avee reste intégral sur [0,z] (z > 0) & Pordre N pour la fonction
exponentielle.

'?'LN +1

(b) Etablir que 0 < R, n < m

. Soi space abilisé. Soi > » suite de variables aléatoires indépendantes de
4. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

T
méme loi de POISSON de paramdétre 1. On pose pour n entier non nul, S, = E X; .
i=1

kg’\”. 1 .
(a) Pour tout n € N*, exprimer E [_q (—) a l'aide de T,,(g).
n

S'u
!
T

En considérant (A,,, A,,) montrer que E |g

(b) Soite>0ct A, = {

S

T

) — g(l)] converge vers () lorsque n tend vers +oo.

En déduire la limite de (75.(9))nz1-
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SOLUTION DU SUJET 3.7

fl- On aV(n, k) € N* x N, ‘f (E)

n
d’on la convergence absolue de la série d’aprés la convergence de la série exponenticlle.
Ainsi la suite (T),(f)),, est bien définic pour tout f € E.

1. Soit M un majorant de

+m —(Iﬁ ak
2. Soit (n,a) e N* xR,. On a T, (f,) = Z c n 1;;—!c_" d’on
k=0
To(fo) = cxp [n ((:_% - 1)] =cxpn|1-— @ +o l —1 — ¢ " = fo(1).
n i n—+4o0 '
N k @
: - B 5 - T L 1 L N
3. (a) Lafonction exponentielle est de classe C°° sur R. Pour tout z réel, ¢ = Z —+ = et (z—t)"dt.
— k! N! [,

(b) En remarquant 0 < g(¢) < 1 pour tout £ = 0, il vient

— Nk
0< R, N = Z Fc—ﬂ — e = Z o o

E=N+1 k=0

D’aprés la formule de TAYLOR avee reste intégral, on a

N E 1 . N+1
i 1 / . N e'n
ot — —_— = c(n—t)"dt € —.
gk! N J, S (N
nN+1
Dont V(n,N) € N2 0 < Ry v < m

4. (a) Par lc théoréme de stabilité, on a S, suit la loi P(n), d’ou, par le théoréme de transfert :
S = [k
E — | = — | x P(S, = k) =T,.(g).
[.q ( - )} gg (n) ( ) (9)

(b) Soit & = 0. Comme |g| est majorée par 1, il vient

) 0.’
n—4o0o

d’apreés la loi faible des grands nombres puisque X posséde une variance.

E H‘” (5) - 9(1)‘ nA.,] < 2P(A,) = 2P (‘5— B(X)
T

T

Pour 7 > 0, par continuité de g en 1, on choisit £ > 0 tel que |z — 1| < e = [g(x) — g(1)| < 5. D’ont

Sn. E Sn.
E HG‘ (?) - 9(1)‘ ﬂsz\Aﬂ] =E HG‘ (?) - 9(1)‘ 1|§3_1|{E} < x P\ A,)
Done il existe un rang N tel que pour tout entier n = N,

b (5) o <ol () w0l o () s e minar <o

T

S‘u - - *qn
Donc E Hq (—) - q(l)H converge (. Par lincarité, E ”q (—) — q(l)” —0
n n

S‘u
Par inégalité triangulaire pour U'espérance, il s’ensuit 75,(g) = E [g (—)} — g(1) = %
n
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SUJET 3.8

Soient A, B, C' ¢t D quatre variables al¢atoires indépendantes définies sur le méme espace probabilise
(€2, A,P). Les variables B et C' suivent la loi de BERNOULLI de paramétre p € |0, 1], et les variables A et D
suivent la loi uniforme sur {—1,0,1}. Pour w € 2, on définit la matrice carrée M(w) en posant

wo=(50 50 )

. On introduit les deux variables aléatoires X et Y définies par X (w) = A(w) + D(w) = Tr(M (w))

et YV(w) = Alw) x D(w) — B(w) x C(w) = det(M(w)) pour tout w € .
(a) Siw € Q, montrer que M(w)? = X (w)M(w) — Y (w)I ont I est la matrice identité de Mo(IR).

(b) Calculer Pespérance et la variance de X et de Y.

. Dans cette question, on considére Uensemble P des matrices carrées d’ordre 2 qui sont des matrices de

projecteurs.
(a) Caractériser les matrices de P.
(b) Quelles sont les matrices M (w) qui sont multiples de la matrice identité ?
(¢) Caractériser a aide de X (w) et de Y(w) le fait que M (w) € P et ne soit pas un multiple de 1.
(On pourra utiliser la question 1. (a))

(d) Calculer la probabilité de I'événement {w € Q | M(w) € P}.

. On note Z (resp. D) 'ensemble des matrices inversibles (resp. diagonalisables) de Ma(R).

(a) Calculer la probabilité de I'événement {w € Q | M(w) € Z}.
(b) Soit w € €, montrer que A est une valeur propre de M (w) si et sculement si A2 — X (w)A + Y (w) = 0.

(¢) Onm introduit la variable aléatoire A = X? — 4Y. Montrer que A est a valeurs positives. Calculer
P(A =0).
(d) Déterminer la probabilité de I'événement {w € Q | M (w) € D}.



CHAPITRE 3. PROBABILITES 93

SOLUTION DU SUJET 3.8
1. (a) En partant du membre de droite et en simplifiant, on arrive exactement sur le produit matriciel qui
représente M (w)?.
(b) Par linéarité de U'espérance, on trouve E(X) = E(A) + E(D) =2E(A) =
En utilisant la formule de KOENIG-HUYGENS et I'indépendance des variables A et D, on obtient
V(X)=V(A)+ V(D) =2V(A) =2V(A) =2 [JE(AQ) - IEI(A)Q] = E(A?).

. 4
Or A? est une variable de BERNOULLI, d’oit V(X) = 2P([A%2 = 1]) = H

Par indépendance, on a E(Y) = E(AD) — E(BC) = E(A)E(D) - E(B)E(C) = ~E(B)? = n

Le lemme des coalitions nous dit que les variables AD et BC' sont indépendantes, d’on :
V(Y) = V(AD) + V(BC) = E(A’D?) — E(AD)?* + E(B*C?) — E(BC)?

. . . . . 4 .
= B(A?)E(D?) ~ B(APE(D)? + E(B)E(C?) ~ E(BY’E(C)’ = B(A = 1) + 77 —p* = 5+ 7(1 - 1)
2. (a) Ce sont les matrices Q de Ma(R) qui vérifient Q? = Q.
(b) Comme les variables A et D (resp. B et C) sont a valeurs dans {—1,0,1} (resp. {0,1}), les seules
matrices de M (£2) qui sont multiples de la matrice identité sont 0, 1 et —1.

(¢) Si M(w) € P et n'est pas un multiple de I, la famille {1, M (w)} est libre et il résulte alors de 1. (a)
ct 2. (a) que l'on doit avoir X (w) =1 et Y (w) = 0. Réciproquement, si X (w) =1 et ¥Y(w) =0, on
voit que M (w) est nécessairement un projecteur qui n'est pas un multiple de 7.

(d) Onen tire que P((M €P|)=P(M =0)+PM =1)+P([X =1]N[Y =0]). Or, on a

P(X =1Nn[Y =0 =P([A+ D =1]N[AD = BC =0]) + P(|[A+ D =1]N[AD = BC = 1))
=P([A+ D =1]N[AD = BC = 0]) = P([A = 1] n [D = 0])P([BC = 0])

2
+P([A=0]N[D = 1))P([BC = 0]) = 2(2970(1)
2, 2 2 -
D!O_I\l IP([M c p]) _ p —:]—q + 2(2‘](} q ) _ % [pz o (12 _’_4(1] _ 3 2p-

3. (a) On sait que M(w) € I si et sculement si Y (w) # 0. En passant a I’événement contraire, il vient
PHwe Q| M(w) ¢I}) =P =0) =PAD = BC). Comme la variable BC' prend ses valeurs
dans {0, 1}, avee les propriétés d'indépendance on peut éerire

P(M e€I)=1-P(AD =1]n[BC = 1]) — P(|AD = 0] N [BC = 0))
—1-P([AD = 1))P(BC = 1) — P([AD = 0])P([BC = 0])

2\ , (2 1 9. 4+ 3p?
(g)p (3 9)( a-q) 9

(b) Comme A est une valeur propre de M (w) si et sculement si la matrice M (w) — Al est non inversible,
ce qui équivaut 4 A2 — X(w)A + Y (w) = 0.

(¢) On voit que A = (A+ D)2 —4AD +4BC = (A— D)? +4BC = 0 puisque BC est a valeurs positives.

Ceci implique également que P(A = 0) = P([A = D|n [BC = 0]) = P([A = D])P([BC = 0]) =

1-p?

(P(A =D =—1)) +B(4 =D =0)) + P(A =D = 1])) (1 - p*) = —"~.

(d) Si A(w) =0 et M(w) € D, alors M (w) est multiple de 'identité, et lorsque A(w) # 0 on voit avee 3.

(b) que M(w) admet deux valeurs propres distinctes et est done diagonalisable. Dot avee 2. (b), on

2 2 2 2
aboutit a P(M € D) = % IR (TN W e e s |

3 37
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SUJET 3.9

Soit p €]0, 1[. Soit (py,)n>0 une suite d’éléments de |0, 1.
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et telles que :

e X cst la variable certaine qui vaut 1;

e pour tout n € N*| la variable X,, suit une loi de BERNOULLI de paramétre p,, ;
e ona:P(X; = Xg) =p;

e pour tout n € N*, ¢t tout k € {0,1}, on a : Pix, —4)(Xnt1 = k) = p.

1. Calculer p;q.
1
2. Pour tout n € N*, montrer que p, = 5(1 +(2p—1)").

3. Montrer que la suite (X, « converge en loi.
n)nel

4. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N* et p €]0, 1] les variables X,, ¢t X, ; sont-clles
indépendantes ?

On note (Z) la propriété suivante :
(I) Vn € N*,VZ‘ = N*, Yk € {0., ]_}., ]P[X,;—k](Xu—i-i = k) = ]P(Xt = 1).

5. En supposant (Z) vérifice, calculer la covariance Cov(X,, 14, X,,), pour n € N* et i € [1,n].

6. Montrer que si, pour tout n = 2, la variable X,, ne dépend que de X,,_1, mais pas de X,,_s,..., Xp,
¢’est-a-dire que pour tout n = 2, tout j € [0,n — 2] et tout k£ € {0,1}, les variables X,, ¢t X; sont
indépendantes pour la probabilit¢ conditionnelle Py, | ), alors la propricté (Z) est vérifice.
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SOLUTION DU SUJET 3.9
1. Comme Xg=1lona:p=PX; = Xo) =P(X;=1) =p;.
2. Par la formule des probabilités totales avee le SCE (X, =0), (X,, = 1), ona:
Pny1 — ]P(Xn—i-l - 1) - ]P[Xn—l](Xn—i-]. - ].)IP(X“ - 1) + IP[X?\—U] (X'u+l - I)P(Xn - 0)
=pXpu+ (1 —p)(1—pn)=(2p—1pn+(1-p).

On en déduit la formule demandée soit par récurrence sur n 2 1, soit par la méthode de caleul du terme
général d'une suite arithmético-géométrique.

3. Comme 2p—1€|—1,1[,ona: p, u_>—+>m 5, donc la suite (X, ),en+ converge en loi vers la loi | B (5)

4. Comme X, et X,,11 suivent des loi de BERNOULLL, elles sont indépendantes si et seulement si -

Pix,—1)(Xnt1 = 1) =P(Xpp1 =1) <= p=ppp1 <= 2p—1=(2p-1)""" < |p=

1
2

car ™ =z ssim = 1 (mais pas ici) oux =0 ou z =1 ou (xr = —1 ¢t m impair); or ici 2p — 1 €] — 1, 1].
Autre idée : s il y indépendance, alors p = Pix, —1)(Xnq1 = k) = P(X,,41 = k) pour tout k € [0, 1].
Done, par somme sur k, on obtient 2p = 1. Réciproque facile.

5. Comme X, et X,,4; sont des variables de BERNOULLI, alors X, X,,+; suit la loi de BERNOULLI de
paramctre :
]P((Xn. - 1) n (Xu—‘,-i - 1)) - IIE:D[Xn—l] (X'u-l-‘i - ].)IP(X“ - 1) = Pi X Py

Donc par la formule de KOENIG-Huyghens, on a :

C‘-)V(Xn.—‘,-l'}X'u) - ]E(Xn—‘,-an) — ]E(Xn—‘,-i)E(X‘n) =Pi X Pn — Pnti X Pn = Pu(}')i - pn—‘,—i)-

6. Montrons par récurrence sur i € N* : Vo € N* Vk € {0, 1}, Pix,—1)(Xngi = 1) = P(X; = 1).
e Pour ¢ = 1 la propriété est vraic par hypothése de I'énoncé puisque P(X; = 1) = p (d’aprés Q1).
e Si la propri¢té est vrai a Uordre i = 1, alors, par la formule des probabilités totales avee le SCE

(X =0), (X2, =1),0ona:

P((Xn+it1 = k)N (X, =k))

Pix, =k (Xngiy1 = k) =

P(X, — k)
1
1
——— Pix —al((Xpeivi =k)N (X, =k)=1¢ P(X,; =¥
P(Xn:k);_; X=i) (Xntisr )0 ) =€) x (X4 )
1 1
= ZP[X,,Jr,-—f](XuHH = k)Px,,.—q(Xn = k)P(X,4; = ) (indépendance)
P(Xo = k) £=0
1
= Z]P’[Xﬂ“_g] (Xntit1 = k)Pix, =g (Xn+i = £) (formule de BAYES)
£=0

= ppi +(1—p)(1—p;) par HR
-~ —
si t=k si £k

=(2p— Upi + (1 — p) = pix1 = P(Xipr1 = 1) d’aprés la relation de récurrence de Q2.



96 ESCP 2023 — Oral

SUJET 3.10
Soient n € N* et ay,...,a, des réels non nuls. On considére louvert O = (R*)" de R" et f: R" - R
définie par :

n
f(:nl'.!' . ?-T:'u) — fo
i=1

T
Soit h : R™ — R définie par h(zq,...,1,) = Z a;i;.
j=1
On note C la partie de O constituée des points (zq, ..., z,) tels que Az, ..., z,) = 1.
1. Justifier que la fonction f est de classe C? et déterminer en tout point M = (x4,...,,) de R™ le gradient
Vf(M) et la matrice hessienne V2 f(M).

2. On considére la fonction fi restriction de f 4 C et on suppose que fi admet en un point My un extremum
local. Déterminer les coordonnées de M.
3. Soit M € C. Pour tout t € [0,1] on pose g(t) = f(My +tU) ou U = M — M.
(a) Justifier que g est de classe C? sur [0, 1] et donner ¢'(t) et ¢”(t) pour tout t € [0, 1].
(b) Démontrer que fi; admet un minimum global en M.

4. Soit # € R* un paramétre réel inconnu. Soient 24, ..., Z,,, n variables aléatoires indépendantes définies
sur le méme espace probabilisé et qui admettent un moment d’ordre 2. On suppose que, pour tout
ie{l,....,n},ona

E(Z;) = 6a; et V(Z;) = 1.

Pour (f4,...,0.) € R™, on pose :
n
Xn, - Z ﬁiz\h
i=1
et on suppose que X, est un estimateur sans biais de 6.
(a) Déterminer une relation satisfaite par les nombres 54, ..., f,.
(b) Pour quelles valeurs de (4, ..., 8, la variance de X, est-clle minimale?

On note pour la suite de Uexercice 55, . .., 3} les valeurs trouvées.

-y My

T
5. On pose X} = E B Z;.

i=1
T

Soient ar, ..., a, des réels non nuls tels que Y, = Z «; Z; soit un estimateur sans biais de 6.
i=1
(a) Démontrer que la variance de Y,, n'est pas nulle.
(b) On note p le coefficient de corrélation lincaire de X% et Yi,.
Rappeler pourquoi |p| < 1 puis démontrer que p > 0.
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SOLUTION DU SUJET 3.10

1.

2.

3.

La fonction f est de classe C? car polynomiale et on trouve sans peine, en notant I,,la matrice identité
de M, (R), que : VF(M) = (2z1,...,2z,) et V2f(M) = 21,,.
C’est un probléme d’extremum sous contrainte lincaire. Il existe A € R tel que : Vf(My) = AVA(My).
En notant My = (z1,...,2,), on a :

f?:f:] = Aay

l?.’f:.u = Aa,
T T

A
2 -
Comme My € C, on a E a;xr; = 1, done 3 E a; = 1, somme qui est non nulle.
i=1 i=1

2 “L
Il vient alors A = — ¢t z; = a;/s (o1 s = Z a?) pour tout j € [1,n].
s
i=1
(a) Comme f est de classe C? sur R™, un théoréme de cours affirme que g est de classe C? avee, pour
tel0,1]:
g'(t) = (Vf(Mo +tU),U) et g"(t) = qrry+17(U),

ol gpr,+ est la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point My + tU.

(b) Comme f est de classe C?, on peut utiliser la formule de TAYLOR intégrale a Pordre 1 pour g entre

1
0ct 1. On a donc : g(1) — g(0) = ¢’(0) + / (I—1t)g" ().
Jo

Mais on a g(1) = f(My +U) = f(M) ct g(0) = f(Mp). De plus ¢'(0) = 0 puisque Vf(My) est
orthogonal a 'hyperplan h(zq,...,z,) = 0. Il reste done :

FOM) — F(My) = /n (1~ Oaasy 0 (O,

Enfin, V2 f (Mg +tU) = 21,,, done ses valeurs propres sont strictement positives : pour tout W non
nul dans R", on a gpr,+7 (W) = 0.
n
(a) Comme X, est un estimateur sans biais de 0, on a E(X,,) = 6 d’on, puisque 0 # 0, Z a;f3; = 1.
i=1
(b) Comme les variables aléatoires 21, ..., Z,, sont indépendantes, les variables 5124, ..., B2, le sont

aussi. 1l vient alors : V(X,,) = ZV(ﬁiZi) = ZﬁfV(Zt) = Z B2 = f(Br,---,Bn)-
i=1 '

i=1 i=1

T
Selon I stion 3, V(X,,) est done minimale DB = ; I = 5, 011 § = 2
Selon la question 3, V(X,,) est done minimale pour : 1 = a1/s,..., 0, = a, /s, o s = a;.
i=1

T n T
(a) Par indépendance, on a : V(Y,,) = ZV(Q;ZQ = Z a2V (Z;) = a? > 0.
i=1 i=1 v i=1
=1
(b) e D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Cov(X?,Y,,)? < V(X)V(Y,.), done |p| < 1.
e D’aprés ce qui précéde, X est Uestimateur sans biais de 6 de variance minimale parmi les
T
estimateurs sans biais de 6 de la forme Z fBiZ;. Or, pour tout A réel, T,, = X! + A(Y,, — X}) est
i=1
un estimateur de @ de cette forme, qui est de plus sans biais. Il en résulte que :

V(X)) < V(T) = V(X2) + 2ACov(X,,, Y, — X)) + X2V(Y, — X}).
Par suite, 2\ Cov(X?, Y, — X)) + A2V(Y,, — X}) = 0, pour tout A récl.

TL?

Il vient ainsi : Cov(X}, Y, — X)) =0, ce qui donne Cov(Y,, X)) = V(X2) = 0.

T? (3



98 ESCP 2023 — Oral

SuJET 3.11

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, JP’).

1. Dans un casino, un jeu se déroule de la fagon suivante :

un croupier mélange trois cartes, qui sont 'As de Caeur, le deux de Coeur et le Valet de Pique et les
présente sur la table face cachée.
Un joucur choisit une carte au hasard. Si celle-ci est un Coeur, il gagne la somme correspondante
(respectivement 1 Euro pour I'As ou 2 Euros pour le deux) et rejoue, le croupier mélangeant a nouvean
les trois cartes; si la carte tirée est le Valet de Pique, le jen s’arréte.

(a) Montrer que la probabilité que le Valet de Pique n’apparaisse jamais est nulle.
On note N la variable aléatoire représentant le nombre de cartes de Ceeur tirées jusqu’a apparition du
Valet de Pique (événement qui se produit done presque stirement), et on note S la somme des Euros
obtenus.

(b) Déterminer la loi de N.

(¢) Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de S sachant (N = n).

(d) Calculer Pespérance conditionnelle de S sachant (N = n).

(¢) Quel prix minimum le easino doit-il faire payer une telle partic pour ne pas étre perdant en moyenne ?

On admet que si (@n k) (n,x)enz est une famille de réels positifs tels que

“+oo
e pour tout n € N, la séric E @y CONVCTEE (on pose A,, = E a.u,k]:
k k=0

e |a série E A,, converge

n

‘oo 4o +oo 400 400 + oo
alors E E Ay 1 | existe et E E Ank | = E A 1
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

2. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N. Soit M € N*, et (X;);en une suite de variables aléatoires
de méme loi, a valeurs dans [0, M] . On suppose que les variables aléatoires (IV, X, Xy, ..., X;,...) sont
mutucllement indépendantes.

On admet qu’on définit une variable aléatoire discréte sur €2 en posant

N(w)
Vwe, Tw)= )Y Xiw)-

=0

(a) Justifier que si N a unc espérance, alors 1" a une espérance.
(b) On suppose que N admet une espérance. Montrer que E(T) = E(Xy) E(N +1).

(¢) Retrouver alors Uespérance de la variable aléatoire S de la premicre question.
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SOLUTION DU SUJET 3.11

1. (a) Le probabilité que les n premiers tirages ne donnent pas le Valet de Pique est (2/3)".
Par le th. de continuité monotone, la probabilité que le Valet n’apparaisse pas, est li:ar_l (2/3)" =0
TL—+ 100

Le Valet de Pique apparait presque siirement.

(b) Ona N(2) =N, et N +1 est le temps d’attente du premier suceés dans un schéma de BERNOULLI
de probabilité de suceés 1/3 par ¢quiprobabilité des trois cartes, done N +1 < G(1/3).

(¢) Si N =mn, on a tiré n cartes de Coeur, chacune rapportant un ou deux Euros,
donc, sachant (N = n), S prend ses valeurs dans [n, 2n].

Pour k € [n,2n], (S = k) est réalisé si et sculement si on a obtenu z As et y deux, avee = et y dans

N vérifiant
rt+y = n r = 2n—k
{3:4—2?; = k ‘:;%{ = k—n

@
|

On doit donc placer k& — n deux parmi n cartes tirées, donc le nombre de tirages favorables est
(kf“) , parmi 2™ tirages posssibles (il y a deux cartes de Coeur), soit

Vke IIT-'.-., 27.'_-]] s ]P:'( V—u)(s — k) (kQ n,) ]

(d) Sachant (N =n), S est d'univers image fini ot positif, ¢t a done une espérance.

2n T
1 In
E(S/(N =n)) = > k=t (") = = Z(r +7) ( ) = B(Y +n) = ntz =,
k=n

() par thm de transfert en reconnaissant la loi dune variable Y < B(n, 1/2).
Autre idée : reconaitre que la loi sachant (N = n) de S — n est binomiale.

(¢) La stric de terme général E(S/(N = n)) P(N = n) converge done, par formule de P'espérance

totale,
+oa +oa T 400 n—1
. . 3nl /2 1 2
)= Sfetsror = myrv =] =S [75(5) ] -5 E 0 (5) |2
=0 =0 : : Y n=0 :

Le prix minimum & demander est done de 3 Euros.
N(w)
2. (a) Ona Vw, 0< T (w) = E Xi(w) < M [N(w) + 1], d’ott T a une espérance si N a une espérance.

(b) On a T(Q2) C N. Par o-additivité, indépendance, permutation de sommes (résultat admis) et
théoréme de transfert,

E(T) = Jio[k]P’(T: k)] = Jf [k +§]P’((T— k)N (N =n) ] Jf liom ((ZX = k) N(N = n))]

k=0 k=0 n=I0 =0 Ln=0
+00 400
—ZleIP(ZX —k) P(N = n) Z[]P’(N—n)Zk]P’ (ZX —k)l
=0 Ln=0 =0 E=0

- Z“P(N =n)] (n+ l)JE(Xn)] = E(N + 1) E(Xo)

=0

= Z l]P’(N =n)E (Z Xt)

n=I(

Autre idée : par la formule de U'espérance totale, avee le SCE (N = n), (plus rapide et plus simple).
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(¢) Dans le jeu de la question 1., on considére la variable aléatoire disceréte X; valant 1, 2 ou 0 sclon
que l'on tire 'As de Ceoeur, le deux de Coeur ou le Valet de Pique au i-iéme tirage. Les (X;) sont
indépendantes de méme loi uniforme (bornée) et d’espérance 1.

N
On a bien alors S = ZXi , et 2.b) donne E(S) =E(N +1)E(Xy)=3x1=3.

=0
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SUJET 3.12

On considére un espace probabilisé (§2, A, P) modélisant une succession infinic de lancers indépendants d'une
picee équilibrée (¢’est-a-dire donnant pile avee la probabilité 1/2 et face avee la probabilité 1/2). Pour tout
entier k£ € N*, on désigne par P, U'événement « le k-iéme lancer de la picee donne pile » et par Fj, I'événement
« le k-iéme lancer de la picee donne face ».

On appelle « série » une succession de lancers consécutifs amenant le méme coté de la picee. La série n°1
commence au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin de la séric n°1 et se termine au lancer
précédant un changement de ¢oté. On définit de méme les séries suivantes.

Par exemple :

Exemple :  PiNPn Fy NPNDNPNPNFKN---.
S — —— — )

Série n°1  Série n° 2 Série n°3

L’objet de cet exercice est d’étudier le nombre de séries obtenues.

Pour tout entier n € N*, on note N, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par exemple, si
I'événement de Pexemple dans la présentation est réalisé, alors on a :

Ny =Ny=1, N3=2 Ny=N5=Ng=N;=3 ¢t Ng=4.

Jusqu’a la fin de Pexercice, on considére un entier n € N*,

1. Déterminer les lois de Ny et No.

2. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N, 7

3. Soit k € [1,n + 1]. Justifier que 'on a Uégalité : (N,u1 = k)N P, NPy = (N, =k)N P, NPy,
En déduire que : P(Npy1 = k)N P, NPy ) = %]F’((Nn =k)NnF,).

Dans la suite, on admet de méme que l'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

]P ((Nn—‘,-l - k) n Fﬂ. N R:.-i—l) - %P((Nu - k) N Fﬂ.)
P((Nn—i-l - k) n -Pn n Fu+l) = %]P ((Nn =k— 1) M I)n.)
P ((Nn—i-l - k) n Fn n 11”_'_1) = }lp ((Nn =k— 1) M R;)

4. Montrer que Uon a pour tout k € [1,n+ 1] :

1 1
P(Nus1 = k) = 5P(No = k) + 5P(Nu =k~ 1).

Tre
Pour tout m € N*, on note G, : R — R la fonction pour tout x réel par : G, () = Z P(Ny, = k).‘]f:k.
k=1
1+«
5. Montrer que pour tout z € R, on a : Gyvq(z) = ——Gp(x).

2

6. Déterminer la loi de la variable aléatoire N, — 1 A partir de Uexpression de G,.



102 ESCP 2023 — Oral

SOLUTION DU SUJET 3.12

1. La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut done prendre
que la valeur 1. La variable aléatoire Ns représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers
lancers, elle prend done la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils
donnent des résultats différents. On a

P(No=1)=P(PANP)J(FLNT)) =P NER)+PINEF) =P(P)P(F) + P(FH)P(I) = é

1
EtIP(N2:2):1—]P’(N2:1):§.
En conclusion, Ny suit la loi certaine de valeur 1 et Ny suit la loi uniforme sur [1, 2].
2. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une séric apparait (celle contenant le résultat du
premier lancer) et, au maximum, n sérics apparaissent (car chaque séric contient au moins un résultat).
3. Soit n € N* ¢t soit k € [1,n + 1]. Si Uévénement P, N P11 est réalise, alors le n-iéme et le (n + 1)-iéme
lancers donnent le méme résultat, done le (n + 1)-iéme résultat contribue a la série contenant le n-iéme
résultat et on a N, = N,,1q1. On a done Pégalité entre les deux événements.
Puisque les événements (N, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-i¢me lancer, on en déduit que

1
P((Npy1 = k)N PN Poyyy) =P((Np = k)N Py)P(Phyq) = EP((N” =k)NF,)

4. Soit n € N*. Les événements P, M Py, I N Fypq, 5 N Py et Py N F, 2 est un systéme complet
d’événements pour les n-iéme et (n + 1)-iéme lancers. Soit k € [1,n + 1]. Par la formule des probabilités
totales, on a donc

P(Nu-l-l - k) - ]P((Nn.—i-l - k) n -Pn. n -Pn-i-l) + ]P((Nn—i-]. - k) n Fn n F‘n—‘,—l)
+ P((Nu+l - k) n RL M -Pn.—‘,-]_) + ]P((Nn.—i-l - k) M -Pn. N Fn—‘,—l)

1 1 1 1

= SP((No = k) N Pa) + 5PN = K) 1 Fa) + 5P(N =k = 1) N Fa) + 5P(Na =k = 1) N P)
1 1

= EJP(N.H =k)+ EP(N” =k—1) (FPT avee le SCE [P, F,])

5. Soient n € N* et z € R. D’apreés la question précédente, on a

n+1 n+1 n+1

1 .1
Y gk _ K 1k
Gri1(z) = Y P(Nppy = k)a* = 3 Y BN, = k)z* + 3 Y PN, =k 1)z
k=1 k=1 k=1

Or, P(N,, = n+ 1) = 0. Par ailleurs, en cffectuant un changement d’indice dans la seconde somme, on
obticnt

n+1 T T

Y BN, =k — 1)k =Y P(N, = j)zi T =2 P(N, = j)z? = 2Gp()

k=1 §=0 =0

car P(N,, = 0) = 0. On en conclut le résultat demandeé.

. . . L . €I .
6. Soit x € R. La suite (G,,(z))pen- est géométrique de raison ¢t de premier terme Gy () = .

yn—1
On a done, pour tout n € N*, G, (z) = = (1—'.'21)”" )
Soit n € N*. On a

n—1 n—1—Fk n—1 n
n—1\ sz\k (1 n—1 1 ’ n—1 1 :
Gute) — ) o Ly
(I) I; ( L ) 2 (2) kz_n ( k )Q'Ie—lT Z E—1 2“—1']r

k=1

Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle, pour tout £ € [1,n], on a

1
P(Ny, = k) = o (171), soit N, — 1 <5 B(n —1,1/2)
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SUJET 3.13

Soit p €]0,1[. On note ¢ = 1 — p. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé .
Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement indépendantes, de loi
géométrique de paramdétre p.

On note C' la variable aléatoire définie pour tout w € Q, par

Clw) = { ;]na.x {n eN

Xi(w) € Xo(w) <--- < X-u(w)} si dk € N*, Xy (w) > Xpq1(w)

sinon

1. Pour tout k£ € N*, calculer P(X; = k).

2. Pour tout n € N*, exprimer 'événement [C' = n] 4 laide des événements [X; < X;4q].
3. Pour k € N*, calculer P((Xs = Xq) N (X7 = k)). En déduire la valeur de P(C = 2).

4. (a) En remarquant que pour tout n € N*, on a l'inclusion suivante :

[C=0] C[X: <Xo]N[X3 < Xy|N--- N [Xpp g < Xoy
montrer que P(C' = 0) = 0.
(b) En déduire la valeur de P(C = 1).
1—q" )
(I=q)(1—g¢*) x---x(1-q")

5. Pour n ¢t k appartenant & N*, montrer que :

Pour tout n € N*, on pose u,(q) =

P(X, > Xpo1 > 2 X1 2 k) = ua(q) x "7V

6. Montrer que P(C' = n) = u,(q).

. . 1—
7. En simplifiant —% pout tout k£ € N*, montrer que, pour tout n de N*, on a @ u,(¢) € ———.
1—g ! (1+q)”’_1
8. Montrer que C admet une espérance si et sculement si la série de terme général u, (g) converge.
Exprimer alors E(C') en fonction des nombres u,,(q) (n € N*).

9. Montrer que, pour tout n de N*, on a u,,(q) = -
n!

En déduire une minoration de E(C').
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SOLUTION DU SUJET 3.13

+oo E—1
1. D’aprés le cours : P(X; = Z]P’(Xl =1i) = Z = f_ . xp don P(X;=k)=q¢"L
i=k

[

. Pour tout n =22, ona: {C = n} ={X1 < XnN{Xe < X5 N N{X, 1 < X, }ni{X, < X1}
3. Par indépendance de Xy et X -

P(Xo = X)N(X1=k)=P(Xe = k) -P(X; =k)=¢"1-¢*1p= ((;2)k_1y).

400
— 1
Dot : P(C > 2) =P(Xy > X;) = 3 P((Xy > X1) N (X; = k) = — 1_
ou : IP( 2) =P(Xy 2 Xy) Z (X2 = X)) N (X, ) PZ(G) —Z 1+gq
4. (a) L’inclusion est claire. Les [,V(.D.[,III(JI].tb de droite sont 111{1(;]}(.11(1(1111:3 ct ont tous la méme probabilité,
1
calculée a la question 2 : P(X; < X)) =P(Xh < Xo) =P(C =2 2) = o
q
1 ™
On en déduit - P(C =0) < (F) , d’ou P(C' = 0) = 0 (en faisant tendre n vers +00).
q

(b) OnaP(C=0)4+P(C=1)+P(C =2)=1.Donc P(C=1) =

1 + q
5. Récurrence sur n : Pour n = 1, il vient uy(q) = } 9 —1ct P(Xy = k) =q* .

Supposons la propriété vraie au rang n. Alors, par 1r1d(.p(.ndr1,11{,t de Xy avee (Xppq,...,X0) :

P(Xpg1 - Z]P’(Xﬂ_,_l Z-- 2 Xy zi)-P(X; =1i) (f. proba tot. avec le SCE (X7 = 1);)
= ZIP(X” Zzo-2 Xy 24) - P(Xy =14) car (Xpq1,...,X2) et (X, ..., X7) sont id. distribuds
= Z u,(q) % (¢")* x ¢""'p (par HR)

i=k

L i— —4q L k=1 1 k-1 1
=p X Un(q) x Z(q i1 — oy, (q) x — }”+1 x (q") = un+1(q) x (") (CQFD).
i=k

6. Par conditionnement avee le SCE (X; = i);en. puis par indépendance :

400 oo
P(C =n)= ZJP(X” Zo2Xo 2 k) xP(Xy=k) =un_1(q) Z (q”_l)k_l x " lp= 1 (q)
k=1 k=1
7. Car =24 = ! < ! sik =1 (et le quotient vaut 1 pour k£ = 1)
B WS 1_gF 1+q+.”+qi_k“\_1+q- - H P q > © T = .

8. Par 'inégalité précédente, un(q) — 0, donn:
N—+oo

Sy = ZN: nP(C' =n) = ZV: n(P(Czn)—-P(C=n+1)) = ZV: nP(C = n) — VZH (n—1P(C =n)
e o v .
- Z; P(C=n)+P(C=1)—P(C=N+1)= 2_:1 un(q) —uns1(a) nz_:lun(q) = E(C).
9. Pour n = 2 : u,(q) = ! = ! ==

(1+f})(1+q+q2) (14q+--+g¢=1) " 2x3x---xn nl
400

et done E(C) = f(q) = 1+Z ! Z —~=c -1

n—'Z n=1
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SUJET 3.14

Dans cet exercice, A désigne un réel strictement positif.,
Pour n élément de N*, on considére un n- échantillon (X;, X,, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs stricte-

ment positives, 1ndup(:nd(1,ntu:a, de méme loi exponenticlle de paramétre A.
T

On pose pour tout n dans N* : §,, = Z X et J, = AS,,.
k=1

1. Caleuler pour tout n de N*, E(S,,), V(S.),E(J,) et V().

2. (a) Déterminer une densité de la variable al¢éatoire J,,.

1 1
(b) Soit n = 3 un entier. Démontrer que les variables aléatoires — ct — admettent chacune une
= 1
espérance et donner leurs valeurs respectives.
n
S‘!l

Justifier que A, est un estimateur de A. Est-il sans biais? Est-il convergent 7

(¢) Soit n = 3 une entier. On posc P

3. Soit a €]0, 1[. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A au
risque a. On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u,, le réel strictement
positif tel que ® (u,) =1 5.

S‘!l

T

(a) Démontrer que la variable aléatoire N, définic par N,, = A

— +/n converge en loi vers une
variable aléatoire de lol normale centrée réduite.

(b) Justifier que, pour n assez grand, on a approximativement : P ([—u, < N,, < u,]) =1 — a.

(¢) Montrer que, pour n assez grand, U'intervalle [(1 — %) X: ( ﬁ‘ﬁ) X;] est un intervalle de

confiance de A au risque a.



106 ESCP 2023 — Oral

SOLUTION DU SUJET 3.14

1. La variable al¢atoire S,, admet bien une variance comme somme de variables aléatoires qui admettent des
T T

moments d’ordre 2. Puis on a E(S,,) = ;E(Xi) - ; ct, par indépendance, V(S,) = ;V(Xi) - %
d’ott E(J,,) = n et V(J,,) = A2V(S,) = n.
2. (a) Ona J, = Z/\Xk. Mais, pour k € [1,n], Xi < £(A) donc AX, < £(1). Par indépendance, on a
M t”_l U—.‘.
done J,, = y(n) et une densité de J, est : fr, 1t Wl]nd—m[(ﬂ-
n—1)!

Fn—-1)

+oo g
(b) Sous réserve de convergence (absolue), par transfert : E (L) = / n fr. (t)dt = o
0 A T — H

Tn
1
(n—1)"
Puis. sous réserve de convergence (absolue ; sours par le théoréme de transfert :
uis, sous réserve de convergence (absolue), on a, toujours par le théoréme de transfert :

1 oo 1 1
E (;—12!) = ./n t_'zf'}" (t)dt = —(n — 1)!1"(?:, —2)= —(n -2

(c) e La variable aléatoire A,, =

n
est une fonction du n-échantillon i.i.d. (Xq,...,X,,) de loi E(A) :

Sn.
¢’est un estimateur de A. De plus E (X:) =nAE (%) =
A.

- —2 ) 2 2)2 A \2
eOna:V (/\.u) =E (/\n ) — (]E (,\”)) - " I s 0
(n—1)(n—2) n—1) n—too

Ainsi, comme le biais de A, converge vers 0, A, est un estimateur convergent de A.
g g . . .
Autre idée : (1—;‘)n converge en proba vers 0 (loi faible des GN) et on compose par = +— f (continue).

done A, cst un estimateur biaisé de

n —

T

3. (a) S, = E X a pour espérance n/A et pour variance n/A?. Les (Xj), oy sont indépendantes et
k=1

ont une variance non nulle. Ainsi (théoréme central-limite) la variable aléatoire centrée réduite

J T

LSTL - X

VAT
A

= N,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

(b) Pour n assez grand, on peut supposer que N,, <> A/(0,1). Ainsi :
P(—ug € N, € ty) = P(uy) — C(—uy) =20(u,) —1=1—a.

(¢) On a les équivalences :

Up \ — Uy \ — Ue \ T Uy n
A 1—— ) A1 An 1-— — < A< (1 -
EK \/ﬁ) '(+\/ﬁ) ] - ( f)“‘ “(*ﬁ)sﬂ

P —
7 Ty ‘*-<-\ Nﬂ. ‘*-<-. Uy

Done P (/\ S [(1 - %) :\: (1 + %) X;]) =P(—uy < N, £ u,) =1 — a pour n asscz grand.
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SUJET 3.15
1
On définit la suite (1, )pen+ par, Vo € N* I, = [ (1 —t)eh)™dt.
Jo

T
On admet que I, ~ —
n—+oo \| 2n

T .
_,],:R.

Enfin, on pose pour tout n de N* et tout = de R, : P, (z) =c¢™* Z h

k=0
1. (a) Montrer que Vo € R,Vn € N*, [ e~ 'dt = nl(1 — P,(x)).
Jo

C—unn—‘,—l

(b) En déduire que : Vn € N*,1 — P,(n) = 1.

n!
(¢) Donner un équivalent de 1 — £, (n) quand n tend vers +oo.

(d) Eerire une fonction Python f(n) qui renvoic la valeur £, (n) pour n entier naturel non nul donné.
On pourra utiliser la fonction exp (exponenticlle) mais pas la fonction factorial (factoriclle).

2. Soit (Xg)rens une suite de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2, A, P) mutucllement
indépendantes, suivant toutes la loi de PoOISSON de paramétre 1.
S, —n

v

T
On pose alors, pour tout n de N*, S, = E XpetY, =
k=1

(a) Quelle est la loi suivie par S, pour tout n de N*7

1
(b) En déduire que lim P, (n) = 5 En déduire un équivalent de n!
n—+oo

Soit X unc variable aléatoire défini sur (22, A,P). On note M(X) = {zr e R/P(X <z) < 3 <P(X <)}
3. (a) Montrer que :Vn € [2,+oo[,Vz € R, P,(z) = Ppy1(z) + Pl (z).
(b) Montrer que (Ppn(n))nz2 et (FPh—1(n))nz2 sont adjacentes.

(¢) En déduire que si X est une variable aléatoire suivant la loi de POISSON de paramétre n, ot n est
un entier supéricur a 2, alors M(X) = {n}.
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SOLUTION DU SUJET 3.15

1.

(a)

Y

Soit z € R et n de N*. On applique la formule de TAYLOR avee reste intégral a Uordre n, a la
fonction q s ¢~ qui est de classe Cm sur R, avee a =z et b= 0.

9(0) = Z 02 o + / OO gt (1) .

: T " ‘
Soit ici Z %(._" + / —e tdt =1 soit n!(1 — P,(z)) = / the~tdt.
0 0

! n!
k=0
Autre idée : réeurrence...

1—Py(n)=— f t"e”'dt. Le changement de variable ¢ = n(1 — u) donne le résultat.
n. Jo

T C—nnn—‘,—l
1— Po(n) ~ 40— x ————
2n n!

def f(mn):
u,s—1,0
for i in range(n+t1):
s—stu
u—ux*n/(i+1)

return s/exp(n)

Par théoréme de stabilité, on sait que S,, < P(n).

™ k
T bn T _ 1 Nics H
P,(n) = E_U E( =P(S, <n)=P( g 0) oo D(0) = 2 (en utilisant le TCL)
1
Done 1 — P, (n) e 3 Dot n! ~ /2mn x ()" (d’aprés Qlc).
TE— 00 -

k—1

. T T
P;l_,’_l(.'i‘,‘) - _P'u+l(:5) +c Z W = —Pu_;,_l(.’!,‘) + P\,,(T)

Soit n = 2. Phyi(n+1) — Iu(n) =Popi(n+1) — Popa(n) — Ply(n).
n+1

TAYLOR avee reste int. a lordre 1: P, 1(n+1) = P, 1(n) + P, 4 (n) + / (n+1—-t)P) (t)dt.

T

Ti+1
Done P, 1(n+1) — BP,(n) = f (n+1—t)Py  (¢)dt.

i
‘—f L

OrVte [n,n+1], P (t) = 1)

Done P,y1(n+1) — P,(n) < 0

———(t— (n+1)) < 0. Avee égalité uniquement si t =n + 1.

n+1
De méme : P,(n+1) — P,,_1(n) = Py(n+1) — P,(n) — P.(n) = / (n+1—t)P!(t)dt.
—F pri— 1 "

Or:Vte[n,n+1],P/(t) = (t—m) = 0. Et on a encore P,(n+1) — P,_1(n) > 0.

Donc (P,_1(n)),>2 est stricte rm nt (r()l"'!‘)rl.llt( et (P,(n)),>o est strictement décroissante..
n" 1
Enfin : V 2, P, P, =¢ "— ~ — 0.
nfin : Vn = n(n) — Ph_1(n) =« o Torn nortoo

Done les deux suites (Pu—1(n))nz2 et (Pu(n))nz2 sont adjacentes et convergent vers 1/2.

1 1
L’entier n € M(X) car : P,,_1(n) <3< P,(n) < P(X <n) < = 5 < P(X < n).

Siz<n:P(X <z)<PX < n—l)(lD(m(J"gEM(X) Siz>n:PX <z)=2P(X gn)>%.
Donce = ¢ M(X).
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SUJET 3.16

1.

2.

. 1
Soit A = (_ab (:) € Msy(R).
(a) Montrer que X2 — (a + ¢)X + ac + b est un polynéme annulateur de A.

(b) Donner un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les cocfficients de la matrice A pour qu’elle soit
inversible.

(d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour que A # 0 ¢t

A? =0.

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
diagonalisable.

Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes ct
suivant toutes deux la loi géométrique G(p) avee 0 < p < 1. On pose, pour tout w € 2

a9 = (350 1)

(a) Déterminer 'événement « A est diagonalisable ». Calculer sa probabilité.
(b) Caleuler la probabilité que A% = 0.

Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes
telles que X suit la loi uniforme 4([0,1]) et Y suit la loi de BERNOULLI B(1/2)
Pour tout ¢ réel, pour tout w € €2, on pose

Ay(w) = ()_(f(;g Y (lw))

On note D; 'événement « la matrice A; est diagonalisable ».
(a) Caleuler P(Dy).
(b) Exprimer P(D;) a l'aide de Fx la fonction de répartition de X.



110 ESCP 2023 — Oral

SOLUTION DU SUJET 3.16

2 _ .
1. (a) Le caleul donne A% = ( _ab _’_:; ;t(é) ), d’ou

A2 —Tr(A)A = A2 — (a+ ¢)A = (ac + b) I, = det(A) L.

(b) Les polynémes de degré 0 ne sont annulateurs que pour la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas ici.
Un polynéme de degré un a( X — A) est annulateur de A ssi A = —aly ce qui n'est pas le cas ici.
Done le polynéme trouvé a la question précédente est annulateur de degré minimal.

(¢) La matrice A est inversible si et sculement si 0 # det(A) = ac+ b.

(d) Le systéme de 4 équations A2 = 0 se simplific en a + ¢ = ac + b = 0.

(¢) e Sila matrice A admet deux valeurs propres distinctes (A = (a — ¢)? — 4b > 0, elle est

diagonanilisable .
e Si la matrice A admet une unique valeur propre, elle n’est pas diagonalisable, car, sinon, clle
serait déja diagonale.
e Si la matrice A n’admet pas de valeurs propres clle n'est pas diagonalisable.
La CNS demandée est done (a — ¢)? — 4b > 0.
2. (a) Par la question précédente, U'événement « A est diagonalisable » est D = [(X — 1)? +4Y?2 > 0].
Comme (X —1)? +4Y? = 0, par indépendance ct lois suivies, on a :
P(D) =P([(X-1)2+4Y2 = 0]) = P([(X 1) = 0]N[Y? = 0]) = P(X = 1)xP(Y =0) =0 = P(D) = 1
(b) Toujours par la question précédente [A%2 = 0] = [X = 1] N [X + Y2 = 0]. Done :
P(A?=0)=P((X =1)]|N[(X =0)]n[(Y =0)])=0

Autre idée : sans calcul, remarquer directement que, comme A # 0, on a D C [A2 = 0].
3. (a) Par la premiére question P(Dy) = P(X # Y). Or la variable X charge deux points alors que la
variable Y est continue et ne charge pas les points. Ainsi P(Dg) = 1.
(b) De nouveau P(D,) = P((X — Y)? —t > 0). On calcule done pour £ > 0

P(X-Y)’>t)=P([(X -Y)’>¢n[Y =0) +P([(X - Y)*> N[y =1))
=P(X2>#n[Y =0)+P([(1-X)?>¢n[y =1])
_ %JP(XQ > 1)+ %]P’([(l — X2 > 1) = % (IP(X > Vi) +P(X <1- \/F,))
Donc 11 1
P(D,) = 3 EFX(\/;) + EFX(I — V)
Bien entendu, P(D;) = 1 lorsque ¢ < 0. En conclusion
1 si t<0

l_li lt _— 1
P(D,) = {2 sPx(VO +3Fx(1=Vh) st 1>0 1-Vi si 0O<t<l
! si <0 0 i t>1
, F >



CHAPITRE

OPTION B/L

111




112 ESCP 2023 — Oral

SuJET 4.1

S 1

. ) . ; ¢
1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ :uw v — .

N

+oo
Justifier la convergence de Uintégrale / w(u) du, notée K.
0
+oo

e

o Va(uta)

2. Déterminer Uensemble D des réels o = 0 pour lesquels Pintégrale du converge.

+oa —u

C
Jo  Vuluta)

3. Déterminer le sens de variation de I sur D.

On note alors F(z) = du.

On admet que la fonction F est dérivable sur D et qu’elle vérifie
, 1
Ve e D, :I:F(:IJ)—(.‘]‘:—E)F(:T:):—K.

Pour tout x € D, on pose G(z) = /re™ F(x).

4. Justifier qu’il existe une constante C' € R telle que
Vre D, Gz)=C-K / w(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en +oco, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence et calculer intégrale
400 1

:.n 7\/E(t+1) dt

(on pourra utiliser le changement de variable u : t — V't aprés Uavoir Justifié).

(b) Soit = € D. Prouver la convergence de 'intégrale

+oo L

-3
— dt.
o Vi(t+1)

(¢) Montrer que

lim =0.

oo [\—1:1: 400
r—0+ [ 0

mdt—.n mdt

(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.
7. En déduire la valeur de K.
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SOLUTION DU SUJET 4.1
1. p:ruw % continue sur RY, o(u) ~ u= /2 et w(u) =0 (1;,2) en +o0o; done K converge.
i U

v ] @ * L .
2. o f.iury continue sur RY ssiz = 0;

ﬁ(uw)

e pour x =0, fol(u) o~ u—3/?
)

d’intégrale divergente ;

(u)

e pour x >0, fp(u) ~ "OT d’intégrale convergente, f.(u) =o (uz) en +oo, done F(x) converge.
o+ =
Ainsi et D = RY.
3. Pour tout w € RL , =+ f,(u) décroissante, donc I aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout = € D, d’aprés la relation admise,

&€

Q}Fm—f = F(a) + VEet F(x) = f[ff(ﬂ (“’—%)F(“’)]:‘K(;:‘:

. €T . . . . .
Les fonctions G et H : x+ —K [ ¢(u) du (bien définic car ¢ a une intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur Uintervalle RY, done y différent d’une constante.

i (x) =

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finic en +oo, done G(z) = \/re™ F(z) ——— 0
r—+00

par croissances comparées.
. T .
D’autre part, par convergence de K, G(z) =C — K fn o(u)du ——— C — K? ; don C = K2.
r—too

<

(a) Le changement de variables ¢+ v/ = u est de classe C1 bijectif de |0, +oo[ sur |0, +oo[. L’intégrale
+oo
demandcée et / 21 du = 7 sont de méme nature et égales. Done J = 7.
0 o
(b) Par changement de variables w i u/x =1 (pour z > 0) on obtient

oo o —Lx

F(x)= \/_ \/_(t dt

done Uintégrale converge.
oo dt

A VE(E+]) <

(¢) Soit £ = 0. Par convergence de JJ, il existe A > 0 tel que

[SA

Par continuité de exp en 0,

=0, VueR, 0susny =

et -1l s —
|M‘2’ﬂ'

Alors, pour tout x € [0,7/A],

4o

—Llx

A —lx +oo
. " ; </ e —1] lf—f—/ dt < £ I—i—g
—df — J| = —— di —_— = . — =€
Jo  VE(E+1) o Vi(t+1) Ja  Vi(t+1) 2w 2

d’oit la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 07F.

(d) D’aprés ¢)
+o0 [\—L:l;
G(xr)=c" - dt ]
( ) 0 \/‘E (fj + ]_) z—0+

D’autre part, lim G = C' car Pintégrale de ¢ converge en 0; d’'on C = 7.
0+

7. D’aprés 5, K = /C = /7.
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)
SUJET 4.2
Pour tout x réel, on note | x| la partic enticre de z et {z} la différence = — |z ].
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, PP), indépendantes a
valeurs dans [0, 1[, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.
1. Déterminer la loi de X + Y puis de | X + Y| et calculer U'espérance (LX + Y| )
2. Déterminer la loi de {X + Y}
On considére une suite (X )1 de variables aléatoires définies sur (€2, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

T
On pose S, = E X.
k=1
3. (a) Eerire une fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de | S, |.
(b) On exécute le programme suivant

1y — np.zeros(10)
> for n in range(1,11):

3 esp 0

a for k in range(10000):

5 esp +— simulPE2S_n(10%*n)
6 y[n-1] esp /10000

» print(y)

8

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que FE (]S, |) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout enticr n et tout = réel, |n+ x| =n + |z].
(b) Montrer que pour tout z réel et y € [0,1], {z +y} = {{z} + y}.
5. En déduire, pour tout n € N*| la loi de {S,} puis E (| S,]).

{ b“u .

6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires ( ) converge en probabilité vers 0.
n
nzl

|5l

T

1
(b) En déduire que la suite de variables al¢atoires ( ) converge en probabilité vers 5
nz=l

=
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SOLUTION DU SUJET 4.2

1. X +Y est a valeurs dans [0,2[ et une densité de X + Y est h, définic par, Vz € R,

400 1
h(x) = [ fx(z—t)fy(t)dt = ./n fx(z —t)dt

Or fx(z—1t)=1siz—1te|0,1],0sinon. D’ou :

Osiz<Ooux>2
hz) =z sixzel0,1]
2—zsizell,?

IX+Y|(Q) {01} et P([X+Y]|=0)=PX+Ye[0,1)=P(X+Y <1)= [1.1-(1;5:%.
J0

Donc P(|X +Y|=1) = 3 aussi, dou | X + Y| ~ B(3), et E(| X +Y]) = 3.

2. On utilise le SCE (LX +Y|=0,|X+Y]|= 1). Stz e [0;1],

J’({X+Y}gx)zf’(({X+Y}gm)m(LX+YJ:0))+J’(({X+Y}gm)m(LX+YJ=1))
T 14x
:J’(OQX—I—YQ.?:)—I—P(IQX—FYQ1+$):/ tdt—i—/ (2 —t)dt = .
0 1

Siz <0, P{X+Y}<a)=0,ctsiz=1,P{X+Y}<z)=1Don {X+Y}~U([0;1]).
3.0

1 import numpy.random as rd, numpy as np
> def simulPE2S _n(n):

3 S=0

a for k in range(n):

5 St—rd.random()
6 return np.floor(S)

7 #ou S=sum(rd.random(n))

T

—1
5
4. (a) Ona: |z|] <z <|z]+1,doun+ |z| <nt+z<(n+|z])+ 1L
(b) {z+y} ={lz] +{z} +y} = [z +{z} +ty— [lz] +{z} +y| = [z] +H{z} +y— [z] - [{z} +y] =
{{z} +y}
5. On montre par récurrence sur n que {Sy, } ~ U([0; 1[). Pour n = 2, ¢’est la question 2.
Pour 'hérédite : {S, 01} = {S, + Xou1} = {{Su} + Xox1}, avee { S}~ U([0;1]) et X1 ~ U([0;1]),
les deux variables ¢tant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [S,| + {Sn}, d'oit par linéarité : E(|S,]) = E(S,) — E({S,}) = % — = 5.

6. (a) Ve =>0,1 ’(-{%i z¢e) = P({S.}) = ne) =0 sl ne > 1, donc pour n assez grand. D’ou le résultat.

(b) On conjecture que E([S,]) est égal a

,

. S e

(b) La suite (—{—"}) converge en probabilité vers 0,
n nzl

. . g ey .
ct la loi faible des grands nombres montre que =* converge en probabilité vers %,
L s s, s s B
d’on puisque 11_:11 = Sa i{—“h JT:‘-L converge en probabilité vers 1

T T 2°
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SUJET 4.3

Soit » € N*, on note M,,(R) I'enscmble des matrices carrées d’ordre n a cocfficients récels.
Si M € M, (R), on désigne respectivement par Ker(M) = {X e M,, (R) | MX =0} et Im(M) = {MX | X e M, ;(R)}
le noyau et 'image de M.
On dit qu'une matrice M € M,,(R) est involutive si M2 = I ol I est la matrice identité d’ordre n.

1. On considére une matrice involutive A de M, (R).

(a) Montrer que Ker(/ — A) et Ker({ + A) sont supplémentaires. En déduire que A est diagonalisable.
(b) Montrer que Tr(A) € [—n,n]. Etudier la parité de Tr(A) en fonction de celle de n.
(¢) Que peut-on dire de plus sur les sous espaces Ker(1 — A) et Ker({+ A) lorsque A est aussi symétrique
(M1 (R) est muni du produit scalaire canonique).
2. Dans cette question, on considére deux matrices involutives A ot B de M, (R).
(a) Développer et simplifier les produits (A + B) (A — B) et (A — B) (A + B).
(b) Montrer que Im(AB — BA) C Im(A + B) NIm(A — B).
(¢) Prouver que Im(AB — BA) = Im(A + B)Nlm(A — B).

3. On se place dans le cas ot n = 2 ¢t on considére les matrices

01 1 0 -1 -1
w= (] 5) m=(g o) em=a( )

(a) Existe-t-il Z € My(R) qui soit solution de I'équation MZ — ZM = N7

(b) On cherche maintenant & savoir s'il existe une matrice involutive A qui vérific MA — AM = No.
Montrer que 'on a nécessairement Tr(A) = 0. En utilisant la question 2.(¢) déterminer U'ensemble
des possibilités pour une telle matrice involutive A.

(¢) Si A et Z sont deux solutions de 'équation MU — UM = N d'inconnue U € Ms(R), que peut on
dire de la matrice Z — A7 En déduire U'ensemble des solutions de équation MU — UM = Ns.
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SOLUTION DU SUJET 4.3

1.

2.

(a)

(c)
(a)
(b)

(c)

Avee le cours ou par vérification immédiate, on voit déja que Ker(I — A) N Ker(I + A) = {0}.
1 1

De plus, si X € M, 1(R), on peut écrire X = 3 (I+AX+(I-A)X) = 5 (X1 + X3) avee

(I—-A)X, =+ A)Xy = (I — A%)X = 0, et par suitc M, 1(R) = Ker({ — A) + Ker(I + A).

Finalement, on a bien M,, 1(R) = Ker(4 — A) @ Ker({ + A) et le cours nous dit alors que A est

diagonalisable.

Comme A = R™'DR avee R inversible et D diagonale, il vient Tr(A) = Tr(R~'DR) = Tr(DRR™') =

Tr(D) = dim(Ker(I — A)) — dim(Ker( + A)) = 2dim(Ker({ — A)) — n. Si n est pair, on voit que

Iensemble des valeurs possibles pour Tr(A) est U'ensemble des entiers relatifs pairs de [—n, n].

Lorsque n est impair, cet ensemble est celui des entiers relatifs impairs de [—n, n].

Dans ce cas les sous espaces Ker( — A) et Ker(1 + A) sont des supplémentaires orthogonaux.

Comme A% = B?(=1I), on trouve (A + B) (A — B) = BA— AB ¢t (A— B)(A+ B) = AB — BA.

SiY = (AB — BA)X, on exploite la question préeédente on observe que
Y=(A-B)(A+B)X =—(A+B)(A—B)X € Im(A+ B)NIm(A— B),

ce qui implique bien inclusion voulue.

On éerit ¥V = (A4 B)Xy = (A — B)X,, avee 2 (a) il vient (A — B)Y = (AB — BA)X; ct
(A+ B)Y = —(AB — BA)X,, d'on 2AY = (AB — BA)(X; — Xa).

Comme A? = I, on obtient

2Y = A(AB — BA)(X1 — X») = (B— ABA)(X1 — X3) = (BA— AB)A(X; — X2) € Im(AB — BA).

L’inclusion réciproque est done prouvée et par suite Im(AB — BA) = Im(A + B) Nlm(A — B).

Supposons qu'il existe Z € Mo(R) vérifiant cette équation, en appliquant la trace a cette égalité on
obtient 0 = Tr(MZ) — Tr(ZM) = Tr(N;) = 1 ce qui est absurde. Il n’y a done pas de solution.
D’aprés la question 1. (b), Tr(A) € {—2,0,2}.

Supposons que Tr(A) = —2 (resp. Tr(A) = 2), comme A cst diagonalisable (ef. 1. (a)) ct que
Sp(A) C {—1,1}, la scule possibilité est A = —I (resp. A = I) ce qui est impossible d’aprés
Péquation. On a done nécessairement Tr(A) = 0. Avee la question 2. (¢), on voit que on doit avoir
Im(A+M)NIm(A— M) =Im(MA— AM) = Im(N2) = Vect(1, —1), ce qui implique que 'une des
deux matrices A + M ou A — M est non inversible et non nulle.

Par suite, on a nécessairement Im(A + M) = Veet(1, —1) ou Im(A + M) = Veet(1, —1).
Silm(A+ M) = Veet(1, —1) (resp.dm(A — M) = Veet(1, —1) ), la somme des cocfficients de chaque
colonne de A+ M (resp. A — M) est nulle et comme Tr(A) = 0 il en résulte que l'on peut éerire
A avee un seul paramétre que Uon détermine facilement en calculant par exemple le coefficient
(MA—AM)q ;1.

La vérification que les deux matrices trouvées sont bien involutives est triviale.

L’ens. des A involutives vérifiant M A — AM = Ny est donc {( _23 _12 ) , ( _21 _32 )} .

Si A et Z sont deux solutions se 'équation MU —UM = Na, on observe que M (Z—A)—(Z—A)M =0
et par suite que Z — A appartient 4 Uensemble C des matrices qui commutent avee M que U'on
détermine facilement. En prenant pour A P'une des deux matrices trouvées précédemment, il en
résulte que Uensemble 8 des solutions de équation MU — UM = Ny est donné par S = A+ C.

Finalement, on trouve
- 2 + k] ]_ + t . 2
s {( 2 L Yl ew).
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SUJET 4.4

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de I'événement A.
e X est une variable A valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F sa fonction de
répartition.

® (X, )nen ost une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n = 1, on note S,, = Z X} et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0
e Pour tout w € £2, pour tout ¢ > 0, on note N,;(w) le plus petit entier n = 0 tel que S, (w) > 1.
On admet que N, est une variable aléatoire.
e Pour tout ¢ > 0, on note M(t) = E(N,) lorsque cette espérance existe.
1. Soit £ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N, = n) = F,,_1(t) — I, (1).
2. On suppose dans cette question sculement que X suit la loi exponenticlle de paramétre 1.

(a) Ecrire unc fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N, (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

L n—1 L .n
T . "
(b) Pour tout n € N, montrer que P(N, =n) = / ——c¢ “dr — [ e Fdr.
Jo (n—=1)! Jo n!

(¢) En déduire la loi de Ny, Uexistence de M (t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).
4. (a) Montrer que ¢™* < exp (_a']-[X}u.])' En déduire que E(e™) <1 —p(1 — ™).
(b) En utilisant I'inégalité de MARKOV, montrer que :

n+1
Vn =1, F(t) < [E(U_X)] *
oo
5. Montrer que M (t) est défini pour tout £ > 0 ¢t que : M () = Z Fo(1).
n=I0
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SOLUTION DU SUJET 4.4

1. (N, = n) est réalisé si et seulement si (S, > 1) est réalisé et (S,,—1 < 1) aussi, c’est a dire
(Sp = )N (Sp—1 =>1) = (Sn > )\ (Sp—1 > £). Dot P(N, = n) = P(S, > 1) — P(S,—1 > 1) car
(Sp—1=t) C (Sn >1). Alnsi, P(N, =n) = (1 — I, (t) — (1 — Fu1(t)) = Fo1(t) — Fou(2).

2.
\11 import numpy.random as rd
> def N(t):
3 s—0
1 n—0
5 while s<—t:
6 s—sird.exponential (1)
7 ni—1
8 return n
9

L n—1
(b) On a S,—1 ~ v(n), d'ou, pour t > 0, I,,_1(t) = / e "d.
CES

L .TL
& - - . .
De méme F,(t) = —e Fdx, d’on le résultat par la question 1.
o n!
T

t
(¢) On intégre par parties F,_1(t), et on obtient : P(N, =n) = —Ie_", d’ou N, ~ P(t).
7!
Ainsi E(N,;) =t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, cc qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = ﬂ [X < —] , d’ot, par décroissance, P([X € 0]) = Lm P( [X < —] ).
- n n—+oo 'rif,
Ainsi: Jk e N*, P([X < £]) <1, d'ou P(X > £) > 0.
4. (a) La variable X cst positive, d’oit X = al|x.,) par disjonction des cas [X > al et [X < al.
D'ou —X < —al[x~,) ct on compose par I'exponenticlle. D’on Pexistence de Pespérance, et :

E(e™X) < E(exp(—alixsq)) = P(X >a)e "+ P(X <a)=pe ™ +1—-—p=1-—p(l—e™").

n+1 T
(b) Lespérance E(e™5") existe et vaut (E (e=X )) car ¢ 5n = H e Xk,
k=0
D’on d’aprés MARKOV :

E((:,—X)u—‘,-].

et

F,(t)=P(S, <t) =Pl z¢e7Y) <
5. D’aprés la question 1 cela revient a étudier la série E n(Fn_1(t) — [ (t)).
nzl
On sépare la somme particlle en deux et on réindexe :

N N-1 N N-1
Y n(Fua(t) = Fu(t) = > (n+ 1D)F,(t) = Y nF,(t) = > Fu(t) — NFy(t).
n=1 n=I() n=1 n=I()

L’inégalité de la question 4b montre que NIy () tend vers 0, et que la série E Fi.(t) converge par
k20
comparaison i une séric géomdétrique, d’oit la conclusion.
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SUJET 4.5

e

1. Soit la fonction d'une variable réelle ¢ @ u T .
U
En utilisant le changement de variable u = 2 /2, que Pon justifiera, montrer la convergence de Uintégrale

+oo .
fn p(u) du, notée K, et calculer sa valeur.
—ni

2. (a) Déterminer 'ensemble D des réels = pour lesquels la série de terme général ‘W , n € N* converge.
+oo e
Pour = € D, on note alors f(z) = E v
n
n=1
(b) Montrer que pour tout = € D,

400 o uE +oo o

'W du < f(z) < a du .

J1 0

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand x tend vers 0F.

3. Pour tout n € N* on pose
n

al 1 al

S, = ;ﬁ et Up=2S,—2vn.
(a) Prouver que la suite (U, )nen+ converge (on pourra étudier U, — Uy,).
(b) Justifier que pour tout z € D la série de terme général S, ¢

On note alors h(z) sa somme.

" converge.

On admet que si (@n k) (n,x)enz est une famille de réels positifs tels que

+ oo
e pour tout n € N, la séric Z . converge (on pose A, = Z k),
k k=0
e |a série Z A,, converge
T
+oo oo +oo oo +oo f+oo
alors Z Z Ay 1 | existe et Z Zaﬂr’“ = Z A 1
k=0 \n=0 n=0 \Ek=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(z) en fonction de f(x) pour z € D.

(d) En déduire un équivalent de h(z) quand = — 07 .

+oo
4. Montrer Pexistence de E Vne ™ et en trouver un équivalent quand z — 07 .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 4.5

1. Par changement de variable t+ #2/2 = u ct densité de la loi normale,

+oo
K=12 / /2dt =/
JO

NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de Pintégrale.
oy - , R .. - - .. . .
2. (a) Siz <0, ¢ ———— +o00o donc la série diverge; si z = 0, la séric ) - diverge; si x > 0,
\/'H n—4oo \/ﬁ

—ne

& Jn O (u2) donc la série converge (absolument) ; et D = RY .

(b) Par décroissance de u > ‘W (pour tout > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, done des intégrales, on obtient

+o0 o +o0 o ue
du < f(z) < - du .
[ mwsios [

(¢) Le changement de variables w— wax =t (pour x > 0) donne

1 00 o 1 00 o
df

Vil, Vi \/_ \/'
JT

d’ont par encadrement /7 f(zr) —— K = /7, soit f(z) ~ ~—=.
&I

—0+ ’ o+ /T

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 2 B Vin—y/n+1 B -1 1

brn ]._U-'u: - = = ~ ———
* Vn+1l an+vn+1l Vn+1(yn+vVn+1) Vot (va+vnt 1)2 oo 4nd/2

de signe constant et terme général de série convergente ; done (Uy, )nen= converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2y/n — L =o0(y/n), donne S, ~2/n puis S, c™"* =0 (1/n?) ct la scriec converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

, T I [ N R I S ot R 4 C0)
z{(z 3) o] £ln S Bl -2

n=1 E=1 " n=k k=1

JT

(d) D’apreés 2.¢) et 3.¢), h(z) eyl

4. Pour z >0, on a yne ™ =o(1/n?), donc la série converge.
? ?

400
On pose g(z E Ve "
n=1

La suite convergente (U, )nen+ est bornée (par M), done

Z Uye ™

n=1

Me™™ B _ h(x) VT
ﬁ 6‘; T o(h(x)) donc g(x) 1‘?’: e Sl .

|h(z) — 29(x)| =
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SUJET 4.6

1. Soit P un polynoéme de degré k > 0 ct de cocfficient dominant 1 tel que : Vo € R, P (x) = kP(x) .
(a) Montrer que 0 est une racine de P,
(b) En déduire qu'il existe 7 € N*, r < k ¢t @ un polynéme ne s’annulant pas en 0 tels que :
VeelR, Plr)=2"Q(x).
(¢) En conclure que : Vz € R, P(x) = z*.

Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n non nulle.
2. (a) On note Z(A) lensemble des polyndémes non nuls annulateurs de A, Justifier U'existence de
min deg(?). On note 7 ce minimum.
PcZ(A)

(b) Montrer qu'il existe un unique polynéme annulateur de A de degré r et de cocfficient dominant 1.
On note 114 ce polyndéme et on 'appelle le polyndéme minimal de A.

3. Omn suppose dans cette question qu’il existe une matrice carrée B d’ordre n € N* telle que AB — BA = A.

(a) Montrer par 'absurde que A n'est pas inversible.
(b) Etablir que pour tout k € N, kA* = AkB — BA*.
(¢) En déduire que AIT, (A) = 0.
(d) En conclure que A" = 0.
4. On suppose maintenant qu’il existe B et C' carrées d’ordre n telles que AB — BA = A+ C et BC = CB.
Montrer qu'il existe m € N* tel que (A+ C)™ = 0.
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SOLUTION DU SUJET 4.6

1.

(a)
(b)

()

(a)
(b)

(d)

On évalue la relation donnée en z = 0, ce qui donne 0'(0) = kP(0) avec k£ non nul, d’ou P(0) = 0.
Soit r lordre de multiplicité de 0 pour le polynéme P. Alors r € [1, k] et il existe Q € R[z] tel que
P(x) = z"Q(x), avee Q(0) # 0.

On a en dérivant : zP'(z) = z(rz" ' Q(z) + 2"Q'(x)) = rz"Q(z) + "1 Q' ().

D’on, d’aprés hypothése, r2"Q(x) + 2" H1Q' (z) = ka"Q(x).

On simplific par z". En 0, cela donne rQ(0) = £Q(0), d'ou k£ = r ct puisque P est unitaire :
P(x) = x*.

{deg(PP), P € Z(A)} est non vide et inclus dans N*, done cet ensemble admet un minimum.
Unicité : par absurde, si PP et Q sont deux polynémes disctints de degré r et unitaires, alors P — QQ
est non nul de degré inféricur ou égal a r — 1 et annulateur de A, ce qui contredit la minimalité de r.
Existence : si P2 est un polyndme non nul de degré r annulateur de A et de coefficient dominant o,
alors %I ? convient.

Si A est inversible, alors ABA™! — B = I,,, d'ot1 tr(ABA™! — B) = n, ¢’est a dire

tr(ABA=') — tr(B) = 0 = n, ce qui est absurde.

Par récurrence sur k. Initialisation pour k£ = 0 triviale. Hérédité : on a
AR BARTY — A(A*B — BA*) + ABAF — BAM! = AkA* + (AB — BA)AF = kAR AR+
= (k+1)AF,

P

. ”
Posons 14 (x) = E arz®. Alors Iy (z) = E kogz*~1, don 21T, (z) = E kagz®.

o k=0 k=1 k=1
Ainsi :

AT (A) =" kapA* =Y "o (A¥B — BA¥) = (ZakAk)B — B(Zamk)
k=1 k=1 E=1 k=1
=TI4(A)B — Bll4(A) = 0.

Par unicit¢ de 74, on a : T4 (z) = 2211 (), soit r1l4(x) = zIT (),
d’ont IT4(z) = =", en utilisant la question 1.

4. Posons A’ = A+C, alors ’B—BA' = (A+C)B—B(A+C)=AB+CB—-BA—-BC =AB—-BA= A"

D’ou si m est le degré du polynéme minimal, alors A™ = 0, ¢’est a dire (A + C)™ = 0.
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SUuJET 4.7

Soit (E, (, )) un espace cuclidien, p et g deux projecteurs orthogonaux non nuls de E.
1. Montrer que pour tout x de E, on a |[p(x)|| < ||=]].
2. En déduire que si A est une valeur propre de po g, on a [A| < 1.

3. Montrer que pour tout z de E, on a (p(x),z) = ||p(x)||?.
En déduire que si A est une valeur propre de pog, on a A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a) Soit f =pogop.
Montrer que U'endomorphisme f de E est symétrique et que Im(p) est stable par f.

(b) Montrer qu’il existe une base de Im(p) formée de vecteurs propres de p o q.
(¢) Soit G, H deux sous-cspaces vectoriels de E. Montrer que (G + H)* = G- N HL.
(d) Soit F' = (Ker(q) + Im(p))*+. Soit = € Ker(q) + F. Déterminer p o g(x).

(¢) Conclure.
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SOLUTION DU SUJET 4.7

1. Comme il s’agit d’'une projection orthogonale, p(x) et  — p(x) sont orthogonaux d’ot en appliquant le
théoréme de PYTHAGORE

llp@)I1? < llp@)I1* + |z — p(2)|[* = ||| [*.

2. Soit A une valeur propre de po g, et z un vecteur propre associé. On a p(g(x)) = Az. Donc

llp o a(@)I? = lIp(a@)I? < llg(@)|* < |||

Dot [A] ||z]|? < [|z||? et comme = est non nul, |A| < 1.

3. Pour tout = de E, p(z) ¢t x — p(x) sont orthogonaux.

Donc (p(z),z — p(z)) = 0 soit (p(x),z) = ||p(z)||%.

Soit A une valeur propre de po g, et & un vecteur propre associé. On a (p(q(z)), q(x)) = ||p(q(z))||* donc

Mz, q(z)) = |lp(g(x))||* done Allg(x)[[> = A?||=||>. .
Si A # 0 alors comme 7 est non nul, on a ||g(x)||? = A||z||> d’ot A > 0. On en conclut que A = 0.

4. Le but de cette question est de montrer que p o g est diagonalisable.

(a)

(c)

(c)

Soit x et y deux vecteurs, on a puisque p et g sont des endomorphismes symétriques

(f(z),y) = (pogqop(z),y) = (gop(z),p(y)) = (p(z). g o p(y)) = (=, f(y))-

Ainsi f est un endomorphisme symétrique sur E.
De plus soit x de Im(p), f(z) = p(qop(x)) € Im(p), done Im(p) est stable par f.

On applique le théoréme speetral a 'endomorphisme f restreint a Im(p). 1l existe une base de Im(p)
formée de vecteurs propres de f. Par ailleurs tout vecteur propre de f dans Im(p) est aussi un
veeteur propre de p o ¢ puisque pour tout vecteur x de Im(p), p(z) = z. Il existe done une base de
Im(p) formée de vecteurs propres de pog.

Soit G, H deux sous-espaces vectoriels de E. Soit z € G+ N HL et soit y € G + H. Ainsi
Jue G, dve Hyy=u+wv.

Donc < x,y >=< z,u >+ < x,v >= 0. D'ott x € (G + H)*. Ce qui donne une premiére inclusion.
Réciproquement, on a G C G+ H et H C G+ H done (G+ H)t C Gt et (G+H)t C H- d'oit la
deuxicme inclusion.

D’aprés la question précédente, on a
F = (Ker(q) + Im(p))* = Ker(q)* N Im(p)* = Im(q) N Ker(p).
Soit z € Ker(q) + F, z = u + v avec u € Ker(g) et v € F' = Im(q) N Ker(p). On a
poq(z) = p(q(u) + pla(v)) = 0+ p(q(v)) = p(v) = 0.

On a

F @ (Ker(g) + Im(p)) = E.
d’onr

(F+ Ker(q)) + Im(p) = E.

e qui permet de conclure que p o g est diagonalisable.
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SUJET 4.8

Toutes les variables aléatoires de Uexercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ = 2. Soit N une variable al¢atoire qui suit la loi de PoOI1SSON de paramétre q.

1. On pose X = ¢™V. Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N et les calculer.

T

On pose ¢g = 1 et pour tout n = 1, ¢, = I | m Pour tout n € N, on posc a,, = nle,.
k=1
2. Montrer que la suite (|a,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,,|)-
3. Soit z € R.

TL |

-y . 1
(a) Montrer qu'il existe ng € N tel que : Vn = ng, |(_'.u+13:”+1| < §|(_'.”3:

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ 5 on note f(x) sa somme.

=0
4. Pour tout x € R, montrer que : f(gz) = (1 — z) f(x).
+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™ ™) = 0.
n=I0

6. Montrer lexistence d'une variable aléatoire U 4 valeurs dans N telle que :

VneN, P(U = n) = P(N =n) (1 n %) .

7. On posc Y = qV. Les variables X et Y ont-clles la méme loi ?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) = E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 4.8

1. Par ‘ théoréme de transfert, | on a:

+oo +o0
I (qv”’-i_l)k m+1 m+41
E(X'm,) _ E(qru:\l") _ Zq'!uklp(N _ k) _ Z qm,k N Je—— Z — o9 % of — ot —q
k=0 k=0
2. Comme ¢ =2, onal—q¢" <0, donc :
lani1|  (n4+1Denpa| n+1 n+1 - n+1 _1
|a.| len gt -1 (q—1)(1+q+---+¢*) 1x(1+1+---+1) '
Ainsi (|ay,|) est décroissante, done : ‘Vn. =0, |a,| < |ag] = 1. ‘
i Cppran Tl T
3. (a) Siz =0 c'est évident, sinon, comme il . | = |21 — 0,
e,z g"t!l — 1 n—+oo
X cpopr™t!
par définition de la limite, il existe ng tel que u|:i17.n| l < 5 POur n. = ng.
0

P .. . . TL—TLp
(b) Par récurrence évidente sur n = ng, on en déduit que : |e,z™| < (%) e, z™].
Par comparaison avee une séric géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

série E cpr'.

=0
= +oxa “+ o
4. Ona: (1—=z)f(z) = f(z) — xf(x Z cpx”t Z Cn1z" =1+ Z(eﬂ — 1)z
n=0 n=1 n=1
—l—l—Z(n_ (l—q” —1) —l—l—Z( " = flgx).
oo
5 Ona Z (:nq”(m"'l} = f(¢"™*). Montrons par récurrence sur m = 0, la relation : f(¢™1) = 0.
n=0

e (Cest vrai si m = 0, en prenant z = 1 dans la question précédente @ f(g) = (1 —1)f(1) =0
e Si ¢’est vrai a Pordre m, alors en prenant 2 = ¢™ ! dans la question précédente,
ona: f(gm?) = (1 —¢™ ) f(g™!) =0, done c’est vrai a Pordre m + 1.
6. La suite (P(N =n) (1 + 22&))\«;(:1\1 est positive car |a,| < 1. Et :

Z P(N =mn) (1 + aj) ZIP(N =n)+ - ZJP(N = n)a,

n=I0 n=I0
1 = 1 ™=
=1+ —-c1 gt =1+ -¢1 cnq” =1,
+ 2 HX_;] n! 1 + 2 uz_;] 1 '

d’aprés la question 5, avee m = 0.

7. Les variables N et U n'ont pas la m('m(' loi puisque 3+ # 0, done X = gV et Y = ¢qY n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction ¢+ " est injective sur Ry.

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue a celui de Q6, on a :

+oo +oo +o0
r T ., ]. .
E( Y'ru) _ E(qrub) _ Z qrunP(N _ TL) (1 + ”‘2 ) Z q-,n.u]p(N _ T.'.-) + E Z qrmzj)(N _ n)au
n=>0 n=0 =0

+oo
1 n
=E(X™)+ E(:_"' E iq””("”"'l} =E(X™)+0, d’aprés Q5.

n!
n=I()
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SUJET 4.9
1. Soient f et g deux fonctions contimues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales
/ o f(t)dt et / o g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
S0 <0
(a) Montrer que, Vt > 0, (f(£))Mg(#))* = < Af(t) + (1 — A)g(#).
(b) En déduire que intégrale /+<’° (fFE)(g(t)*~dt converge et que /+m(f(t)))\(g(t))l_’\dt < 1.
Jo 0

2. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o0o[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

400 400
/ f(t)dt et / g(t)dt convergent et A € [0, 1].
Jo Jo
En utilisant la question précédente, montrer que :

_£+mtﬂw)%gunb*ﬁs;(L+mfuyﬁ)

A 1—A

( /ﬂ +m g(t)dt)

oo
3. (a) Onrappelle que : Va >0, I'(x) = [ t*~le~tdt. Montrer que pour tout = > 0, I'(z) > 0.
Jo
On définit alors la fonction G sur |0, +oo[ par G : z +— In(T'(x)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(x,y) €]0, +00[? on a :
I(Az + (1= Ny) < (D) ()

Que peut-on en déduire pour la fonetion G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y = 1.

1 1
(a) Montrer que G(z +1) < (1 — —) G(z) + -Gz +y).
Y Y

(b) En déduire que I'(x + y) = 29T (x).

5. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I(z +y) < 29I(z)
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SOLUTION DU SUJET 4.9
1. (a) Pour tout A € [0,1], V(z,y) € |0; +oo[,In(Az + (1 — A)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant = = f(t) et y = g(t), les fonctions ¢tant & valeurs strictement positives sur |0; +oal, et
cn passant a Uexponenticlle, on a Uinégalité souhaitée.
+oo
(b) D’aprés l'inégalité précédente, ot Uintégrale / (Af()) + (1 — A)(g(t))dt étant convergente par
0

+oo
linéarité, on a par comparaison que / (f (t))’\ (g(t))l_)‘dt converge. Par croissance de Uintégrale,
)

+oo +oo
ona : ./n (FENMg(t)dt < [n (Af(t)) + (L — A)(g(t))dt =1 d’aprés les hypothéses.

f(t)
oo
[ F(t)dt

<0
g(t)

—
/ g(t)dt
0

4o
D’ou : [ ((t) (1 (t))~Adt converge et est inféricure ou égale a 1, d’on la conclusion par linéarité.
Jo

2. Posons, pour tout ¢ > 0, p(t) = (le dénominateur étant non nul car Uintégrale est

strictement positive) et ¥(t) = . i ¢t 1 vérifient les hypothése de la question précédente.

3. (a) Vz > 0,'(z) > 0 par stricte positivité (4 justifier avee le programme).
+oo

400
(b) V(z,y) €]0, 402, T(Az+(1-A)y) = / pret=Ny—1e=tqs — f (t* e A (v te )17 2dt, ce
0

y +oo A +o0 1-A
qui est inférieur d’apres la question 2 4 ( / t”"_l(s_“'dt) ( [ ty_l(s_tdt) =T(z) ()
0 Jo

On en déduit que G est convexe.

4. (a) V(z,y) €]0,+oo[%, (z+1) = (1 — i)']‘ + i(r + ), d’ou le résultat par convexite.

(b) Vx €]0,+ool, G(x+1) = G(z) +In(x), d’on, par la question précédente, éG(T‘ +y) = In(z) + i(;(:{,‘),

c’est a dire G(z + y) = ylu(z) + G(x). En prenant Uexponenticlle, on a 'inégalité souhaitée.

5. V(z,y) €]0, 40, (z+y) =Az+ (1 - A)(z+1) (z+y € [z, z+1]) avec A =1—y € [0,1].

Don: Gz +y) < (1 —y)G(x) +yGx+1) < (1 —y)G(z) +yG(z) + yIn(z) < G(z) + yIn(z), d’ou le
résultat.
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Al
SUJET 4.10

Soit p €|0,1]. Soit (X,,),>1 unc suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilise,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour tout n € N¥, on pose

n
Lqu = E Xk .
k=1

1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k£ € N.
k—1

i—1 kE—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier & = n + 1, Z ( ) = ( )
—\n— 1 n
3. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et pour tout £ € N, on a :
kE—1 - 3
( ( I)p"(l - p);'_” si kZ=n,
]P(L“-"' — k) _ { T —
| 0 si k<n
+oo .
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(x) = Z a7 alors :
i=0
+oo .
VneN, Vze| - 1,1, Y j(i—1)-- (G —n+1)2/™" = f"(z).
j=n
Soit f une fonction de classe C! sur [1, +o0[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f|.
4. Dans cette question on prend n € N* et z €0, 1].
k+n—1 E
a) Montre + la série 1—xz)" este rgente.
(a) Montrer que la séric Z ( o1 )( x)" est convergente
keN
k k+n—1 E
b) En déduire que la série : 14— 1 —z)" est convergente.
(b) , g)f(+n)(n_1 Ja-o g

Pour tout x €)0, 1], et tout n € N*, on pose alors :

+o0
Kpn(r)=2") f (1 + g) (k:fI 1)(1 — )k,

k=0
LS-'“'

)) et comparer cette espérance a Ky, (p).
n '

5. Pour tout n = 1, établir Uexistence de E ( i (

6. Soit £ un réel strictement positif.
S, 1

p n

K .
(a) Montrer que P ( > g) < — ot K est une constante & déterminer.

(b) Démontrer que :
Lqu 1
e Jo(s(3)) )
n P

(¢) En déduire . E{i{lm(K ra(p))-

Sp 1

>e)).

QN.E-I—MIP(

nop
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SOLUTION DU SUJET 4.10
1. Pour k=0, on P(X; = k) = 0 et pour tout k = 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)¥~L.

2. Pour n fix¢, par récurrence sur k i aide la formule du triangle de PASCALL.
3. Par récurrence sur n = 1. Initialisation immédiate. Supposons I'égalité vraic au rang n :
Pour k<n+1,onalP(S,11 =k)=0,car Xp(Q) =N".Sik=2n+1,ona:

k
]P(Sn—i-l = k) = P(Sn + X'u+1 = k) = ZP({S"' = ?} n {Xn.—‘,-l =k — ?})

i=0

E—1
= Z P(S, =1i) x P(X,,41 = k — i), (indépendance et support des variables)

= /i1
= Z ( ) 1) p(1—p) ™" xp(1-— p)k_“_l, (hypothése de récurrence)

i=1T1 n-—

(i1 k1

= p"ti(1 — p)k—(n+D) Z (n B 1) = p" (1 - p)k_(”"'l)( . ), (d’apres 2)

4. (a) Comme 1 —x €] — 1,1[, aprés décalage d’'indice, la formule admise donne la convergence de la série
et sa somme (n — 1)!f(")(1 — ).

) ) k+n—1 .
(b) La valeur absolue du terme général de la série est majorée par sup | f |( ] (1- T)L
n—

Done la série est absolument convergente.

S
- - n - - -
5. Comme f est bornée sur [1, +oc|, Uespérance de f (— existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

E (f (5)) - :Z:.:f (E) P(S, — k) — +Zm f (g) P(S, = k) = :if (” I k) P(S, = n + k)b

n
k=n

“+oo

Q.3 kN (n+k—1\ 3

LS (e E) (" a0t - k)
k=0 )

6. (a) Les variables (X3 )iz, ont une espérance (qui est i) ct une variance (qui est % ).

Sp 1

n p

.. e . [’
L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet done de conclure que P ( > E) = %
np’e

S, 1 Sn 1
(b) Par inégalité des accroissements (avee |f/| < N) : ’ I (—) —f (—)‘ <N|—— —‘ (%). On a:
n P n o p
Shn 1 Shn 1 Shn 1
(0 (2)) s () <2 (1 (2) () 1) o2 (1 () (2 1)
n p n P n T EIS n P CE
S, 1 S, 1 . . . .
<E(N — =1 |0 _1|<e +2MP — —| > £ | (I'inégalité triangulaire ct (%))
n  p| 17 TwIS nop
E lgn, Lgn ].
QE(NEH|£&_1|<£)+2MIP ~ | >e) < Net2MmP — 2>
n pl= T yd n p
(¢) Au final tout n > lona: |K. ()f1|<N+2M
¢) Au final, pour tout n = lon a: |K, s (p o) s £ PR

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par £. Done le premier membres est aussi petit

1
que 'on veut pour n assez grand. Ainsi (K, (p))n converge vers f (— .
. D
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SUuJET 4.11

w/
1. Montrer que, pour tout enticr naturel n, Uintégrale /
0

On pose :

2 sin(nz)
————dz est convergente.
sin(x)

LY
Vn e N, u, = [ de
Jo sin(x)

2. Déterminer ug, uy et us.

3. (a) Montrer que

2
Vn € N, upio — ty = 7 sin ((n. -+ 1)%)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a Uappel de u(n) .

T
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a uy, = 3’ ct pour tout p de N*, on a uy, =2 E

4. (a) Pour tout récl z et pour tout p de N¥, simplifier la somme Z(—l)

def u(mn):
if (-1)##n—-—1:
u—0
for k in range(2,n+}1,2):
o -

for k in range(---):
u - — =
return u

ot la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) a n+1 (exclu)
avee un pas de 2 soit : 2,4,6,8,...
p—1

(—D*
2%k +1°

k=0

p—1
k:I:Zk'

k=0

(b) Etablir la relation :

(¢) Montrer que la série de terme général

p—1 k 1 2p
-1 2
VpeN, Y COD™ 7 gyt T dz.
k_02k+1 4 Jo 1+x22

— 1)k
2k+1

converge ct donner sa somme.

(d) En déduire que la suite (u,),, . converge et donner sa limite.
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SOLUTION DU SUJET 4.11

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].
sin(nx
En 0, (nz)

~ n; donc Uintégrale proposée est faussement impropre en 0.
x—+0

sin(x)
- w/2
2. On trouve ug = 0,u; = 5 ot us = [ 2 cos(z)dr = 2.
Jo
3. (a) On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)x) cos(x) + sin(z) cos((n + 1)z)

et sin(nz) = sin((n + 1)x) cos(x) — sin(z) cos((n + 1)z).
Done sin((n + 2)x) — sin(nz) = 2cos((n + 1)x) sin(z). Done, par linéarité de U'intégration

/% sin((n + 2)z) — sin(nz ~/2 2
Ui — Uy — / sin((n + 2)z) Hlll(T?T)d:L_ _ [ 2cos((n + 1)z)dz =
0 Jo n+

sin(x)

. sin ((n + 1)%)

(b) On peut proposer (attention au décalage) :

1 import numpy as np

> def u(m):

3 if (-1)**n—-1:

1 u—0

5 for k in range(2,n+1,2):

6 u—u{2+np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
7 else:

8 u-np.pi/2

0 for k in range(3,n+1,2):

10 u—u+{2#np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
1 return u

. e D ) B I _ . o
(¢) D’aprés 3.a), on a, usyrs — Uspr1 = 1T sin((p+ 1)m) = 0 donc Vp € N, ugpy1 = ug = 3.

T N T I T S
Upro = 1 sin ) = g U
2p+2 2p 2}) T 1 f 2p 2 T 1 2p — Z
p—1 Y 41, .2p
o 1 —(—x 1 —1)PT ok
4. (a) Pour tout récl z, on a —ax? # 1 donc Z(—l)kxz‘r‘ = I S_ :2) — + (1 +)$2 T .

k=0
(b) En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :

p—1 k 1 1 2p 1 2;
—1 1 ¥ <P
E (=1) = / dz + (—1)PH! / der = — —|— (—1)P*t / dz
— 2k +1 o 1+ x2 o 1+ z2 o 1+ z2
(¢) Par décroissance sur [0,1] de z ﬁg ona:Vrel0,1,0<3 <2 <1
2p
En multipliant par 227 > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 < nl %5 dr < 2pl+1 ,

1 2p
) T
¢t par encadrement  lim f — dx =0.
0

p—+oo 1+ 22
p—1 k foo k
-1 -1
En peut passer a la limite dans 4. b), on a :  lim ) B (1) .
p—+oo 2k+1 4 2k+1
=0 k=0
p—1 E
—1
(d) Pour finir, us, = 2 kg_n 2( : _’_) donc ) Eg-lm Ugp = 2 X % = % = pETm Udp 41,

. T
n converge et lim  wu, = <

done la suite (u,,) 5
n—4o0o

e
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Al
SUJET 4.12
Dans tout 'exercice, on considére un entier n = 2 et on note £ = M, (R) ct F' = £(E , R) I'espace vectoriel
des formes linéaires sur E.
On note également S, (R), respectivement A, (R), le sous-espace vectoriel de E des matrices symétriques,
respectivement antisymétriques.

1. Montrer que dim(E) = dim(F).

2. Soit ¢ : E — E lapplication définic par : A+ 'A.

Calculer ¢ o et en déduire les sous-espaces propres de . L'endomorphisme @ est-il diagonalisable 7

3. On définit G : E — I comme Papplication qui, a toute matrice M € FE, associc Papplication G(M) de
E dans R définic par G(M) : A Tr(MA).
Justifier que ¢ est un isomorphisme de E sur F.

On considére dans la suite un élément non nul u de F, et on note ¢ Papplication de E dans E définie par :
P A u(A) L, .
4. (a) Justifier qu'il existe une unique matrice M € E telle que VA € E | 9(A) = Tr(MA) 1, .
(b) Déterminer le rang de ).
(¢) Calculer ¥ o en fonction de M.
(d) Montrer que Ker(v)) NIm(v) # {0} <= Tr(M) =0.
(¢) En déduire que 1 est diagonalisable si et sculement si Tr(M) # 0.
5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour que poh =1 op.
6. Dans cette question, on suppose que M € §,(R) et que Tr(M) #0.
On rappelle que cela implique 1, & Ker(v)) .
(a) Que vaut S, (R) + Ker(¢) ? En déduire la dimension de &,,(R) N Ker(¢)) , puis que
Sn(R) = Veet(1,,) @ [Sn(R) N Ker ()] .

(b) Déterminer A, (R) N Ker(v)) .

(¢) En déduire que 'endomorphisme f = ¢ + ¢ est diagonalisable. On précisera ses valeurs propres ot
$CS SOUS-CSPACCS PrOPres.
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SOLUTION DU SUJET 4.12

1. Etant donné une base B de E, Papplication f +» Mp(f) est un isomorphisme de F sur M2 1(R).
Donc dim IF' = dim M,,2 1 (R) = n? = dim E.

2. Ona ¢? =Id g donc Sp(p) C {—1,1};
puis Ker(p —Idg) = Su(R) et Ker(p +1dg) = Au(R) de somme (directe) E (4 justifier), done ¢
diagonalisable.
3. L’application G est linéaire; Vi, j, [G(M)|(E; ;) = mj;,donec G(M) =0 = M =0 d’ou KerG = {0},
et par ¢galité des dimensions démontrée en question 1, G est un isomorphisme.
4. (a) Daprés 2. M =G~ (u).
(b) wu # 0 entraine Im(vy) = Veet(Z,,) done rg(y) =1.
(¢) L’application v est linéaire et 1¥?(A) = u(A) ¥ (L,) = u(A) Tr(M)I, donc ? = (TrM) 1.
(d) On a Ker(¢) NIm(y) # {0} < I,, € Ker(¢v)) <= 0=¢(1,) = Tr(M) I,, <= TrM = 0.
(¢) @ Si TrM # 0, alors I,, est vecteur propre de 1) associé & TrM # 0 ; comme Ker(7)) est un
sous-espace propre de dimension n? — 1 d’aprés 3.b), on a 1 diagonalisable.
e Si Tr(M) =0, alors 1% = 0, donc 0 est scule valeur propre de ¢ # 0 (car u # 0), donc 7 non
diagonalisable.

5. Par bijectivite de G,
poth =1op <= VA, Tr(AM) =Tr(*AM) = Tr("MA) = Tr(A'M) <= M ='M <= M € S,(R)

6. (a) Comme I, ¢ Ker(¢) est un hyperplan de £, mais [, € §,(R), on a §,(R) + Ker(¢) = E.
Par la formule de GRASSMANN, on a alors

nn+1)

1
2

dim[S,, (R) N Ker(y)] = dim[S,(R)] + dim [Ker(¢))] — dim(E) =

Comme Veet(1,) et S,(R) NKer(v)) sont d’intersection nulle, leur somme est directe et incluse dans
Sn(R), puis égale par les dimensions.

(b) On a
A€ A, (R) = potp(A) = op(A) = —p(A) = (A) € A, (R)NIm(y) = A, (R)NVect(1,,) = {0}

done A, (R) C Ker(¢), soit A, (R) NKer(y) = A, (R) .
(e¢) Alors
E = Veet(I,) ® [Sp(R) NKer(v)] @ A, (R)

qui sont des sous-espaces propres de f associés respectivement a 1+ Tr(M), 1 et —1; d’on f est
diagonalisable.
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CHAPITRE

3

EXEMPLES DE QUESTIONS COURTES

QUESTION SANS PREPARATION 1

Soit X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de paramétre p €0, 1].
On considére le systéme d’inconnues u et v :

. ut+v=1
(A.S) . _
Xu+Yv=2
Déterminer la probabilité que (S) posséde une infinité de solutions.

QUESTION SANS PREPARATION 2
Soit f une fonction de classe C'1 sur [1, 400/, & valeurs positives telle que zf/(z) =0 (f(x)).
T—0o0
f(z)

—, que pour tout a > 0, f(z) = o(z™).
r—+0o0

1. Montrer, en ¢tudiant la fonction =+

oo f ']‘)
2. En déduire que pour tout a0 > 1, / ——=dt converge.
J1 &

QUESTION SANS PREPARATION 3

Soit un entier n = 2. On considére n? variables aléatoires indépendantes (Xij)i1<ij<n qui sont définies sur
le méme espace probabilisé (€, A, P) et qui suivent toutes la loi de BERNOULLI de paramétre p €0, 1[.
Pour w € €, on définit la matrice carrée M (w) d’ordre n par M(w) = [X; ;(w)], <ij<n -

T
1. Soient Y et Z les variables aléatoires définies par YV = Tr(M) = ZX ke et Z = > X, ;X
1 ) 1<i<jsn
Déterminer les lois suivies par Y et Z.

2. On introduit la variable aléatoire U qui correspond a la trace de M2, ¢est a dire U(w) = Tr(M(w)?)
pour w € €. Caleuler Uespérance et la variance de Y et de U.

137
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QUESTION SANS PREPARATION 4

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, JP).

1. Soit (X, )nen= une suite de variables aléatoires discrétes positives, admettant chacune un espérance.

Prouver que si la suite (]E(Xn])m:w tend vers 0, alors la suite (X, )nen+ converge en probabilité vers 0.

2. Soit (Y, )nen= une suite de variables al¢éatoires telle que

1
S 27m 41

et P(Y, =2") = !

Vn e N* 5 ]P(Y;g, - 2_“) - n 41 :

Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y),)nen+ ¢t la convergence de la suite (E(Y}L)) .
T

3. Conclure.

QUESTION SANS PREPARATION 5

On considére un espace cuclidien E de dimension n 2 2. On suppose que F' et (G sont deux sous espaces
vectoriels de E qui vérifie les conditions suivantes :

(%) FNG=1{0}, FNG*={0}, F- NG = {0} et F-nG* = {0}.

1. Pour n = 2, donner un exemple de deux sous espaces I et G qui vérifient les conditions (*).
2. On revient au cas général on F' et G vérifie (x). Montrer que n est nécessairement pair et dans ce cas
donner un exemple de deux tels sous cspaces.

QUESTION SANS PREPARATION 6

Soit f une fonction de classe C! sur R, qui est strictement décroissante et qui converge vers 0 en +o0.
Pour = = 0, on pose

F(x) = /U“" f(t)dt — xf(x).

4o
1. Etudicr la fonction F. Préciser le comportement de I en +oo lorsque Uintégrale [ f(t)dt converge.
Jo

+oo
2. Prouver que si la fonction F' est majorée sur R, alors Uintégrale f(#)dt converge.
0

QUESTION SANS PREPARATION 7
1

Soit une suite (A,,),en d’événements tels que : Ag = Q, et Vo = 1, P(A,|A,_1N---1 Ap) -
Soit la variable aléatoire X définie par : Vw € ©, X(w) = min{n € Nlw ¢ A,}.

1. Déterminer la loi de X

2. Déterminer son espérance et sa variance.

QUESTION SANS PREPARATION 8

Soit n € N*. On lance 2n + 1 fois une piéce équilibrée. Pour tout & € [[1,2n + 1], soit Ax I'événement « le
lancer £ a donné Pile et on a obtenu (n + 1) Piles a Uissuc des & premiers lancers ».

1. Calculer P(Ay), pour k € [1,2n + 1].

2n+1

1 (k-1 1

2. En déduire que Z 2_3.( . ) =3
k=n+1
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QUESTION SANS PREPARATION 9

On considére une suite (X, )1 de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(€2, A, P) et qui suivent toutes la loi uniforme sur [0, 1]. Pour chaque n > 1, on définit la variable aléatoire Y,
en posant Y, (w) = [X(w) x --- x Xu(w)]%.

1. Calculer espérance et la variance de Y,,. Etudier la convergence de la suite (E(Y;,)).

2. Montrer que la snite (X,,),>1 converge en probabilité vers une variable certaine.

QUESTION SANS PREPARATION 10
Toutes la variables aléatoirs de 'exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (€, A, P).
Soit un entier k = 1. Soit T une variable aléatoire telle que T'(Q) = [[1, k]
On considére k + 1 variables aléatoires (X;) ;.. qui suivent une méme loi a valeurs dans N.
=
On suppose que toutes ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes.

T(w)
On définit enfin une variable aléatoire Y par : Vw € Q.Y (w) = . X, (w).
i=0

1. Montrer que si, pour tout i € [0, k], X; a unc espérance, alors ¥ a une cspérance.
2. Donner une expression de E(Y) en fonction de E(X;) et E(T).

QUESTION SANS PREPARATION 11

+ oo —&
e
1. Soit £ > 0. Montrer que I(t) = / dx existe,
0 t+x
+oo U—:L'
et qu'il existe une constante M = 0 telle que Vi = 0: 0 < [ o dr < M.
J1 LT T
2. Montrer que [(t) ~ —In(#).
L—0+
.. . R ¢t -1
On pourra utiliser Uidentité = + pourt =0 etz = 0.
t+x t+ t+x

QUESTION SANS PREPARATION 12
Soient Xy, X»,Y des variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probablisé (2, A, P).
On suppose que X (respectivement Xo) suit une loi de Po1ssoN P(A1), (resp. P(A2)) et que Y est a

valeurs dans {—1,1} telle que P(Y =1) = p.
Pour tout w € 2 on définit la matrice :

(XMW X3w)
M(w) = (Y(w)lX'f(w) X?(w))

1. Déterminer la probabilité que M admette des valeurs propres réelles.

2. Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable dans Ms(R).



