Lycée Clemenceau 2024-25
ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°1

Corrigé de I’exercice 1. Soit (u,,)nen la suite réelle définie par ug > 0 et pour tout n > 0 par u, 1 = up+u2.
(1) Montrons que la suite (u,) est strictement positive et monotone. Pour ce faire, on commence par
remarquer que, pour tout n € N :

2
Uptl — Up = Up + Uy — Uy = U, > 0,

~— I

d’out il s’ensuit que (uy,) est croissante (et donc monotone). Mais comme ug > 0, on en déduit que
Up > ug > 0 pour tout n € N, et donc (u,,) est strictement positive. Par conséquent :

’ la suite (u,,) est strictement positive et monotone (croissante). ‘

(2) Montrons que la suite (u,) diverge vers +oo. Comme cette suite est croissante, on sait d’apres le
cours que soit elle converge vers une limite finie [, soit elle tend vers +o0o. Montrons par ’absurde
qu’elle tend vers +oo. Pour ce faire, on suppose que (u,) admet une limite finie /. Comme (upn41)
tend aussi vers [ et que u, 41 = u, + u2 pour tout n € N, on obtient par passage & la limite que :

. . _ . 2 _ 2
WD Mt == B e = 1L
d’ott il s’ensuit que 2 = 0, et donc | = 0. En outre, comme u, > ug pour tout n € N, on obtient par
passage a la limite dans cette inégalité que I > ug. Mais comme ug > 0, il s’ensuit que I > 0, ce qui
contredit le fait que [ = 0. Par conséquent :

’ la suite (u,) tend vers + oc. ‘

(3) Dans cette question, on se propose d’étudier le comportement asymptotique de (u,). Pour ce faire,
on pose pour tout n € N :
Un = 5 In(uy,).
(a) Montrons que, pour tout n € N, on a :

1 1
Un41 — Unp = Wln <1+un) .
Comme 1,11 = u, + u2 pour tout n € N, on obtient que :

1 1
Upil —Up = Wln (Upt1) — e In (uy,)

1 1
= In (up, +ul) — i1 In (u?)

2n+1

R Up + u2
T u2 '

Des lors, on en déduit apres simplification que, pour tout n € N :

1 1
Un_i_l—'l/nzwln 1+u7 .

(b) Montrons que, pour tous n,p € N, on a :

1 1
0< Un4p+1 — Un+4p S Wln (1 + ) .

Unp

D’apres la question précédente, on sait que, pour tous n,p € N :

1 1
Untp bl T Ve T onpt o (1 - un+p+1) .

Comme la suite (u,,) est strictement positive d’apres la question (1), on sait que 0 < 4, pour
tous n,p € N, et donc ﬁ > 0, ce qui entraine (par stricte croissance de la fonction In) que :
n+p

1 1 1
Untpl = Untp = Gappr I (1 * ’U,n+17+1> > Gprr 2 (140) =0.
1



De plus, comme (u,,) est croissante d’apres la question (1), on voit que 0 < u,, < Uyp4, pour tous
n,p €N, et donc —— < -1 ce qui entraine (par stricte croissance de la fonction In) que :

Untp — Up’

1 ! 1 1 ! 1
Untptl T Untp = onper L+ Uptpt1 = ontprl 1+ Uy )

En mettant bout a bout ces inégalités, on en déduit que, pour tous n,p € N :

1 1
0< Un4p+1 — Un+4p < Wln (1 + ) .

Unp

Montrons que, pour tous n,k € N, on a :
1 1
0<vpgk+1 —vpn < —In(l1+—]).
n Up,
D’apres la question précédente, on sait que, pour tous n,p € N :
1 1
0<Un+p+l_vn+p§W1n 1+E .

Fixons un entier n € N quelconque. Par sommation sur p, on obtient que :

k k
1 1
0< Z(Un+p+1 - Un+p) < Z PYETES) In <1 + u> .
p=0 "

p=0

On reconnait alors une somme télescopique dans I’expression du milieu de I’encadrement, ce qui
nous donne apres simplification que :

k
1 1
0<”n+k+1”n§22n+p+lln(l+u>.

p=0 "
Par linéarité de la somme, on obtient que :

1\~ 1
) g

0 < Uptk+1 — Un §1n<1—|—
un ) £

On reconnait alors la somme des termes d’une suite géométrique dans I’expression de droite de
I’encadrement, ce qui nous donne que :

1 1 1— o
O<Un+k;+1—7]n§h'l 1+u7 X2n+1>< 1 .

n 2

Apres simplification, il s’ensuit que, pour tous n,k € N :

1 1 1
0<Un+k+1—’0n§1n<1+un>2n(1—2k+1>.

Comme 0 < 1 — 2,6% < 1 pour tout k € N, on en déduit que, pour tous n,k € N :

Unp

1 1
O<Un+k+1—vn§2nln<1+>.

Montrons que la suite (v,) est majorée, puis qu'elle converge vers une limite notée «. Si I'on
remplace n par 0 dans ’encadrement de la question (3)(c), alors on a pour tout k € N* :

0< < 1 In{1+ !

Vg1 — U —In — ],
k+1 0= 55 u
ce qui nous donne apres simplification I’encadrement suivant :

1
0<vk+1—v0§ln(1+>.
Up
Comme cet encadrement est vrai pour tout & € N, on obtient que, pour tout k € N* :
1
vo<vk<vo—|—ln(1+>.
Uo

En particulier, on voit que la suite (v,) est majorée. Mais comme 0 < Uy qp41 — Unyp POUr tOUS
n,p € N d’apres la question (3)(b), il s’ensuit en posant p = 0 que v,4+1 — v, > 0 pour tout



n € N, et donc la suite (v,) est croissante. Comme elle est de plus majorée, on en déduit qu’elle
est convergente. Par conséquent :

’ (vn,) est majorée et converge vers une limite notée a. ‘

Montrons que, pour tout n € N, on a : u, < exp(a2™). Comme la suite (v, ) est croissante et
converge vers « d’apres la question précédente, on voit que v, < a pour tout n € N, ce qui
entraine par définition de v,, que, pour tout n € N :

1

on In(u,) < a.

Des lors, on obtient que In(u,) < a2™ pour tout n € N. Mais comme la fonction In est croissante
sur R% , on en déduit que, pour tout n € N :

’un < exp(a2™). ‘

En passant & la limite pour n fixé dans ’encadrement de la question (3)(c), montrons que :
exp(a2™) < u, + 1.
Pour ce faire, rappelons que, d’apreés la question (3)(c¢), on a pour tous n, k € N :
0 < Uptk+1 — Un < iln <1+1> .
n Uy,

Si 'on fixe lentier n et que 'on fait tendre k vers o0, alors on obtient par passage a la limite
dans l'inégalité de droite que :

k—+o00 AL n

1 1
lim (vpipt1 —vp) < —In <1 + u) .

Comme la suite (v,,) converge vers «, il s’ensuit que v, 4111 tend aussi vers o quand k tend vers
400, et donc on a pour tout n € N :

1 1
a—vn§2nln<1—|—u).

En utilisant la définition de v,,, on trouve alors pour tout n € N :
1 1 1
a— 2—nln(un) < 2—nln <1+un) .
d’ou il s’ensuit apres calculs que, pour tout n € N :
1 1 1 1 1 1
a< 2—nln(un)+2—nln (1+un> = 2—”ln (un <1+un)> = 271n(un+1),

Des lors, on obtient que 2™ < In(u, + 1) pour tout n € N. Mais comme la fonction In est
croissante sur R” , on en déduit que, pour tout n € N :

’exp(a2") < up + 1. ‘

Montrons qu’au voisinage de +o0, on a : uy, et exp(a2™). D’apres les questions (3)(e) et
(3)(f), on voit que u, < exp(a2™) et exp(a2™) — 1 < u,, pour tout n € N, et donc :

exp(a2™) — 1 < wu, < exp(a2™).
En divisant par exp(a2™), on obtient que, pour tout n € N :

1 Unp,

— < <1
exp(a2m) ~ exp(a2n) —

Comme u,, tend vers +o0o quand n tend vers +oo, et que u, < exp(a2™) pour tout n € N, il
s’ensuit que exp(a2™) tend aussi vers +o0o quand n tend vers +oo (et donc @ > 0). En particulier,
le théoreme des gendarmes appliqué a l’encadrement ci-dessus entraine que :

Unp

—_— — 1.
exp(a2m) n—+oo

Par conséquent, on en déduit que :

~ 2M).
Un o~ exp(a2™)




(h)

On pose B, = exp(a2™) — u,. Montrons d’abord que la suite (8, )nen est bornée. D’apres la
question précédente, on sait que u, < exp(a2™) et exp(a2™) — 1 < u, pour tout n € N, ce qui
entraine que, pour tout n € N :

Brn =exp(a2™) —up, >0 et B, =exp(a2”)—u, <1.

En particulier, on voit que 0 < 3, < 1 pour tout n € N, et donc :

’1& suite (5,,) est bornée. ‘

A présent, montrons que (3,) vérifie la relation suivante pour tout n € N :

2ﬁn —-1= (ﬂn+1 + ﬁ?z - Bn) exp(—a2").

Par définition de 3, et comme wu, 1 = u, + u2 pour tout n € N, on a pour tout n € N :

(ﬁn+1 + /372L _ Bn)efo&” — :ea2"+1 U + (ea2” _ Un)2 _ (eo&" _ un)} efaZ"'
= :eo‘2"+1 — Upy1 + (e”‘zn)2 +u? — Qupe®?” — e 4 un} e 2"
= :e"“an — Upt1 + 2™ + ui — 2u,e®? — e 4 un} e 2"
— _2€a2"+1 o 2unea2" _ ea2" e—a2"

2" —a2" a2"’67a2n

n+l _ _on
= 22" 792" _ 9y, e —e

26&(2““—2") a(2"-2") _ a(2"-2")

— 2upe
= 2% —2u, —1
= 2(e*?" —u,) -1

= 28, —1.
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :
’2571 — 1= (Bug1 + B2 — Bn) exp(—a2™). ‘

Montrons qu’au voisinage de 400, on a : u, = —1 +exp(a2")+o(1). Comme 0 < 3,, < 1 d’aprés
la question (3)(h), I'inégalité triangulaire entraine que, pour tout n € N :

Brr + By = Bul < [Basa| + 1Bl +16al S 1+12+1=3.

Des lors, il s’ensuit avec la relation de la question (3)(h) que, pour tout n € N :
|2Bn - 1| = |(Bn+1 + 672; - 671) exp(_a2n)‘ < 36Xp(—0[2n)-

d’ol1 'on déduit que, pour tout n € N :

0 <28, — 1] < 3exp(—a2™).

Comme « > 0 d’apres les questions précédentes, on voit que 3exp(—a2™) tend vers 0 quand n
tend vers +o0o. Deés lors, le théoréme des gendarmes entraine que |23, — 1| tend vers 0 quand n
tend vers +o00, et donc :

26, -1 — 0,

n—-+4oo

d’ou il s’ensuit que f3,, tend vers % quand n tend vers 4+oco. Or ceci signifie exactement que la

suite v, = Bn — % tend vers 0 quand n tend vers +oco, et donc qu’au voisinage de +oc0 :
1
Brn =exp(a2™) —u, = =+o(l).
n—+

Par conséquent, on en déduit qu’au voisinage de +oo :

1
Un = 5 + exp(a2™) + o(1).

n—-+oo




Corrigé de I’exercice 2. Soit o € R’. Pour tout n € N*, on désigne par u, la fonction définie pour tout
xz € R par:

(2) n

Up(T) = —— e

" n®(1 4 nxz?)

1) Justifions la convergence de la série de terme général —t—+ (on notera f(a) = S 7> —L+). Comme
not k=1 no+

a > 0, on voit que a+1 > 1. Des lors, d’apres le critere de convergence de Riemann, il s’ensuit que :

. 1
la série de Riemann E —— converge.
na+1
n>1

(2) Montrons que, pour tout z € R, la série de terme général u, (z) est convergente. Pour ce faire, on
va distinguer les cas 7z = 0” et "z # 0”. Tout d’abord, si z = 0, on voit que u,(0) = 0 pour tout
n € N*, et donc la série ) -, u,(0) converge comme série nulle. Si maintenant = # 0, alors on

constate que 1 +nz? ~ na?, ce qui entraine que :

n—-+oo
T x 1
—_— ~J ~ .
n%(1 + nx?) n—+oo N T1r2 notoo notly

Comme la série Zn21 # converge d’apres la question (1), on obtient par linéarité que la série
Zn21 nai}ux converge. Des lors, comme ﬁ est du signe de x, il s’ensuit d’apres le critere
d’équivalence des séries a termes de signe constant que la série Zn21 u,(x) converge. Par conséquent,
on en déduit que, pour tout z € R :

la série E un () converge.
n>1

Par la suite, on note pour tout x € R :

“+o0
S(z) = Z ug ().
k=1

(3) (a) Montrons que la fonction S est impaire. Pour tout n € N* et pour tout € R, on voit que :
—x —x
U —r) = = = —Unp\T).
n(=2) n*(1+n(—2)2) n*(1+ na?) n(®)

Par sommation sur I’entier n et par linéarité de la somme, on trouve que, pour tout z € R :

+oo “+o0 +oo
S(—z) = Zun(—x) = Z —up(x) = — Zun(a:) = —5(z).
n=1 n=1 n=1

Par conséquent, on en déduit que :

’la fonction S est impaire. ‘

(b) Pour tout n € N*| étudions les variations de la fonction u, sur R. Par définition, la fonction
Uy, est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R, dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R. De plus, pour tout x € R, on a :

1 x (14 na?) —z x (2nx) 1 — na?

Vi —
un (@) = n(1 + na?)2 © ne(14na?)?’

En particulier, on voit que u/,(z) > 0 si et seulement si 1 — na? > 0, c’est-a-dire si % > 22, ou
. 11 . P )
en d’autres termes si z € [_ﬁ’ ﬁ} Par conséquent, on en déduit que :

. . 1
croissante sur } et décroissante sur } +oo]| .

1 1 1
Vi [ [_x/ﬁ’ Vi G
(c) Déterminons les variations de la fonction S sur [1,4+o0[, puis sur | — oo, —1]. Pour tout n € N*
et pour tous z,y > 1 tels que z < y, on voit que =,y > in, et donc u,(x) > u,(y) d’apres la

U, est décroissante sur ]—oo,

question (3)(b). Par sommation sur l'entier n, on trouve que, pour tous z,y > 1 tels que x < y :

+o0 g
S(@) = () =Y ualy) = S(y).
n=1 n=1

Par conséquent, on en déduit que :

lla fonction S est décroissante sur [1, +oo]. ‘




Comme la fonction S est impaire sur R d’apres la question (3)(a), on en déduit aussi que :

’1& fonction S est décroissante sur | — oo, —1]. ‘

Montrer que, pour tout x > 1, on a :

fla) < S(x) < f(a).

T
(1+x)?
Partant de 'encadrement 0 < nz? < 1+ nz? < n(l+ x)2 valable pour tout x > 1 et pour tout
n > 1, on obtient que, pour tout x > 1 et pour tout n > 1 :
1 1 1
< —.
n(l+z)2 — 14+ nz? ~ na?

Par produit, ceci nous donne que, pour tout z > 1 et pour tout n > 1 :

T T 1
netl(1 4+ 2)2 — no(l 4+ na?) — notly

Comme les séries 3, warr(izaz e 2ns1 — convergent comme multiples de séries de
Riemann convergentes, et que la série ) -, un(x) converge d’apres la question (2), on trouve
par sommation sur ’entier n que, pour tout z > 1 :

+oo “+oo +oo 1

x x
_— < < .
z_:l notl(1+x)2 — nz::l n®(1+ nx?) — Z notly

Par linéarité de la somme, il s’ensuit que, pour tout x > 1 :

s X1 X @ 1 X1
<y 7 <N
(14 2)? ; notl — n; n®(1+nx?) ~ x n; notl

Par conséquent, on en déduit que, pour tout = > 1 :

xT

1
mf(a) <S(x) < Ef(a)

Déterminons un équivalent de S(x) et sa limite en +00. D’apres la question précédente, on sait
que, pour tout x > 1 :
T 1
———fa) < S(x) < = f(a).
el (@) < 8@ < Lf(@)
Par produit, ceci nous donne que, pour tout = > 1 :
2
T < xS(x) <1
(I+2)> 7 fle)

Comme (1 + 2?) el 22, on voit que le quotient ﬁ tend vers 1 quand x tend vers +4o0.
D’apres le théoreme des gendarmes, il s’ensuit que :

xS(x)

fla) a—+oo

Par conséquent, on en déduit que :

S(x) ~ M.

r—+00 xT

Comme % tend vers 0 quand x tend vers 4-o0, on en déduit aussi que :

lim S(z)=0.

xr——+00

1
(5) On suppose que o < 3.

(a)

Justifions tout d’abord que S(z) > Ziinﬂ ug(x) pour tout n > 1 et pour tout x > 0. Par
définition, comme 2n > n 4+ 1 vu que n > 1, on peut séparer S(z) en trois morceaux :

2n “+o0

—+oo n
S(z) = Zuk(x) = Zuk(m) + Z ug(z) + Z ug(z).
k=1 k=1

k=n-+1 k=2n+1



Comme z > 0, on voit que ug(x) = m > 0 pour tout k£ € N*, et donc on obtient par
sommation sur k que :
n +oo

Zuk(x) >0 et Z ug(z) > 0.

k=1 k=2n+1
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 1 et pour tout x > 0 :

2n
S(z) > Z ug ().
k=n-+1

A présent, montrons que, pour tout n > 1 :

1 nz =
S| — | > —=.
(@) T o20t3
Si ’on remplace x par \/% dans l'inégalité démontrée précédemment et si I’on part du fait que
k(14 £) < (2n)%(1 + 22) pour tout k € [n + 1,2n], on trouve que, pour tout n > 1 :

(&) > 2 ()

v
9

Y
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g
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Par conséquent, on en déduit que :

1
1 35—«
S(—)>2 .
V2n 20F3
(b) Montrons que la fonction S n’est pas continue en 0. Pour ce faire, on raisonne par l’absurde
et on suppose que S est continue en 0. Comme u,(0) = 0 pour tout n € N*  on obtient que

S(0) = 0. Comme S est continue en 0, on voit que S(x) tend vers S(0) = 0 quand z tend vers 0.
En particulier, comme \/% tend vers 0 quand n tend vers +oo, on trouve par composition des

limites que :

1
li S|—=)=0.



Comme a < %, on voit que ni=e >1 pour tout n > 1. Des lors, on obtient d’apres la question
(4)(a) que, pour tout n > 1 :

S (1 ) > 1
Von) T 2at3”

Par passage a la limite quand n tend vers +o0o dans I’inégalité ci-dessus, on trouve que :

li S —1 > 71
n—l>r—ﬁr-loo on/) — QCH‘% ’
1

d’oti il s’ensuit que 0 > ——, ce qui est impossible. Par conséquent, on en déduit que :
20t 3

’1a fonction S n’est pas continue en 0. ‘

Corrigé de ’exercice 3. Pour tout z € R et tout a € R}, on pose :

+oo dt +o00 dt +o00
= _— = e a——— Ia = _atdt.
f(z) /0 z+ et 9(z) /0 (z + et)?’ /0 €

(1) Montrons que, pour tout a € R* , I'intégrale I, converge, et donnons sa valeur. Pour tout réel y > 0,
on voit par un calcul simple que :

Yy —at1¥Y —ay 0 —ay
_ e e e e 1
e dt = |~ =— +—=- +=.
0 a |, a a a a

Comme a > 0, il s’ensuit que e~ ¥ tend vers 0 quand y tend vers +oo, et donc 'intégrale foy e~ dt
tend vers % quand y tend vers +o0. Par conséquent, pour tout a € R} :

1
Iintégrale I, converge, et de plus : I, = —.
a

(2) Montrons que, pour tout x € Ry, les intégrales f(z) et g(x) convergent. Comme z est un réel positif,
on voit que z + ef > e? pour tout t € [0, +-00], et donc :

< e L.

vVt e R 0<

T T e

Comme l'intégrale I, = f0+°° e~tdt converge d’apres la question (1), il s’ensuit que l'intégrale f(x)

converge aussi d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives. De méme,
comme x est un réel positif, il vient que (z + e*)? > e2* pour tout ¢ € [0, +oc], et donc :

1
VieR,, 0< - — _ <e 2
+ _(x—l—et)2_e

Comme Dintégrale Iy = f0+°° e~2tdt converge d’apres la question (1), il s’ensuit que lintégrale g(z)

converge d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives. Par conséquent :

lles intégrales f(z) et g(x) convergent pour tout x € Ry. ‘

(3) Etablissons que, pour tout (x,t) € (Ry)?, on a: 2vVxet <z +e'. Pour ce faire, il suffit de remarquer
que, pour tout (z,t) € (R;)? :

(Vz —Vet)2 = (Vr)? 4+ (Vet)? — 2Vwet =z + et — 2Vzet > 0.

Des lors, il s’ensuit que, pour tout (x,t) € (R4 )?, on a :
’2\/ajet < x—&—et.‘

Par inversion de cette inégalité, on obtient que, pour tout (z,t) € RYRy :
1 1
0< —— < ——¢e /2,
T x+4et T 2y
+
0

Comme l'intégrale f > e~t/2dt converge d’apres la question (1), on voit que 'intégrale f0+oo ﬁe*t/zdt

converge aussi par linéarité. De plus, par croissance et positivité de I'intégrale, il s’ensuit que :
dt +oo

— < —e 24t
x+et T Jy 2\/56

“+o0
Vo € R, OS/
0



Mais comme I/ = f0+°° e /24t = 2 d’apres la question (1), on en déduit par linéarité que :
1

VzeRY, 0< f(z) <

|

Soient x,y € Ry tels que < y. Montrons que : 0 < f(x) — f(y) < 45*. Par des calculs simples , on
a pour tout t € [0, +o0] :

1L 1 yte)—(z+e)  (y—2)
e yt+e  (zte)(ytet)  (wte)(ytel)
Comme z,y,y — z, e’ sont > 0, on voit que x + e,y + €' > ¢, et donc pour tout ¢ € [0, +o00] :

1 1
0< - < (y—
S o eret_(y x)

e (y —z)e 2.

11

Comme les intégrales f(x) et f(y) convergent, il s’ensuit que 'intégrale fOJrOO(x ot~ it
aussi par linéarité. Des lors, par positivité et croissance de l'intégrale, il s’ensuit que :

0< / < - ) dt < / (y — x)e tdt,
0 r+e  y+e 0

ce qui entraine apres calculs que :

+o00 _
og/ L. S DA At}
0 x+e  y+4e 2

Par linéarité de 'intégrale, on sait que f(z) — f(y) = 0+Oo(x+1@t - ﬁ)dt, et donc :

)dt converge

0< fla) - fly) < F5+.

Lo yjle, est positive et non identiquement nulle d’apres ce

r+et
qui précede, il vient par stricte positivité de 'intégrale que 0 < f(z) — f(y). Par conséquent :

A noter que, comme la fonction ¢t —

y—x
B) .

0 < flx) = fly) <

Montrons que f réalise une bijection continue strictement décroissante de Ry sur ]0,1]. Pour ce faire,
on peut commencer par remarquer que f est strictement décroissante. En effet, d’apres la question
précédente, on sait que, pour tous réels z,y > 0 tels que z < y, on a: 0 < f(z) — f(y), et donc f
est strictement décroissante. A présent, montrons que f est continue sur R;. Toujours d’apres la
question précédente, on sait que que, pour tous réels x,y > 0 tels que z < y, on a :

y—
0< f(@) - flo) < 155
Des lors, il s’ensuit que, pour tous réels xz,y > 0 tels que z < y :
ly — =
|f(z) = fy)] < T

On notera que cette inégalité est encore vraie si © = y (puisque cela nous donne 0 < 0). En échangeant
les roles joués par x et y, on obtient que, pour tous réels xz,y > 0 tels que x > y :

_ lz -yl _ |y -2z
(@) = fWl = 1f ) = @) < —5= = =—5—

Dans tous les cas, on voit que, pour tous réels z,y € Ry, on a :

ly — =
0<[f(z) = f(y)] < Ty

Dés lors, pour tout réel = € Ry fixé, il s’ensuit d’apres le théoreme des gendarmes que |f(x) — f(y)]
tend vers 0 quand y tend vers z, et donc :

lim f(y) = f(z),

Yy—x

ce qui signifie exactement que f est continue en tout point € Ry, et donc f est continue sur R;.
Partant de la, on sait donc que f est continue et strictement décroissante sur R,. D’apres le

théoreme de la bijection, f réalise une bijection de Ry sur f(R;), et il nous reste juste a calculer

lensemble f(R). Comme f est continue sur R et que R est un intervalle, f(R) est un intervalle
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d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Reste donc & en déterminer les bornes. Par un calcul
simple et d’apres la question (1), on voit que :

f(o>—/+w‘“—/+ooe-fdt—f _1
n 0 0+€t_ 0 o

De plus, d’apres la question (3), on sait que, pour tout x € RY :
1
0< flx) £ —.
<)< o

D’apres le théoréme des gendarmes, il s’ensuit que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oo. Mais
comme f est strictement décroissante sur R, il s’ensuit que :

f(Ry) =]0,1].

Par conséquent, on en déduit que :

’1a fonction f est une bijection continue strictement décroissante de R sur ]0, 1]. ‘

Prouvons que l’équation f(z) = = admet une unique solution sur R;. Pour ce faire, considérons
Papplication h : Ry — R définie pour tout z > 0 par h(z) = f(z) — z. Tout d’abord, on voit
que h est continue sur R; comme somme de fonctions continues sur Ry. De plus, la fonction h
est strictement décroissante sur Ry comme somme de fonctions strictement décroissantes sur R, .
D’apres le théoreme de la bijection, h réalise une bijection de Ry sur h(R4), et il nous reste juste
a calculer ’ensemble h(R;). Comme h est continue sur Ry et que Ry est un intervalle, h(R,) est
un intervalle d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Reste donc a en déterminer les bornes.
D’apres la question (5), on a :

h(0) = f(0) —0=1.
Toujours d’apres la question (5), on sait que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo, et donc
h(z) = f(x) — z tend vers —oo quand z tend vers +oo. Mais comme h est strictement décroissante
sur Ry, il s’ensuit que :

h(R4) =] — 00, 1].

Dés lors, la fonction h réalise une bijection de Ry sur | — oo, 1]. Mais comme 0 appartient & | — 0o, 1],
il admet un unique antécédent par f dans R;. Par conséquent :

Péquation f(x) = x admet une unique solution sur R.. ‘

Soit « 'unique solution de I'équation f(x) = x sur R;. Justifions que o appartient a ]0,1]. Par
définition, on sait que f(a) = a, et donc « appartient & f(R;). Mais comme f(R;) =]0,1] d’apres
la question (5), il s’ensuit que :

’a appartient a ]0, 1]. ‘

On considére la suite (4, )nen définie par ug =0et : Vn € N, u, 11 = f(u,). Montrons par récurrence
la propriété P définie pour tout n € N par :
b2 1 »
P(n):"|a—uy| < on
Tout d’abord, comme 1y = 0 et que a €0, 1], on voit que |a—u,| = |a| = a <1 =1/2°, et donc P(0)
est vraie. A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n+ 1) lest aussi. D’apres les
arguments de la question (6), on sait que, pour tous z,y € Ry, on a :

ly — x|
(@) = f)l < =—=—

Si 'on remplace z par « et y par u,, dans cette inégalité, il vient que :

a—u
£(0) — )] < 12201,
Comme f(a) = a et que f(up) = uny1, il s’ensuit que :
o — tnga| < L;"'.

1
Mais par hypothese de récurrence, on sait que | — u,| < on et donc :
1 1 1

04—Un+1|§§X27:W,
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d’ott il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie &
tout ordre n € N, et donc :

1
vn € N, |a—un|§%.

Comme 1/2™ tend vers 0 quand n tend vers +o0o, le théoréme des gendarmes entraine que (o — uy,)
tend vers 0 quand n tend vers +oo, et donc :

lim u, = a.
n—-+oo

Montrons que, pour tout x € R’} et tout h € R tel que x + h € R, on a :

1)~ 1) + h(w)] <
Par des calculs simples, on obtient que, pour tout x € R’} et tout h € R tel que x +h € R} :
1 1 N h _ (x+et)— (z+h+eb) h
x+h+et xz+et  (x+et)? (x +et)(x+ h+et) (z + et)?
—h h

(x +et)(x + h+et) * (x + et)?

hl—(x +€') + (z + h + )]
(x+et)2(x+h+et)

h?
(x+et)2(z+h+et)

Des lors, il vient que, pour tout z € R} et tout h € R tel que z +h € R :

1 1 n h h?
r+h+et z+et  (x+et)? (x+et)2(x+h+et)|
Comme x,z + h, e’ sont > 0, il vient que = + e',z + h + €' > €', et donc pour tout ¢ € [0, +00] :

1 1 h h?

_ + <

x+h+et z4et  (z+et)?| T (et)et

Comme les intégrales impropres f(x), f(z + h), g(x) convergent, il s’ensuit que l'intégrale impropre

_ h2673t.

f0+oo(m+i1+et _ wiet T (mﬁet)Q )dt converge aussi par linéarité. De plus, comme la valeur absolue de la

: 1 1 h

fonction ¢t — TThTe e T ter
5 S s 1w i 9s , . “+o0 1 1 h

converge d’apres la question (1), il s’ensuit que I'intégrale impropre fo (7I+h+5t — e T Gree )dt

est absolument convergente d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives.

Des lors, d’apres 'inégalité triangulaire et par croissance de 'intégrale, on a :

/+°°1 1+hdt</+°01 1+h
0 x+h+et z4+et  (x+et)? - Jo x+h+et z+et (x+et)?
+oo
< / h2e=3tdt.
0

Comme fOJrOO e 3tdt = % d’apres la question (1), il s’ensuit par linéarité que :

/+oo ! - ! + h dt <h72
0 r+h+e z4e  (x+et)? -3

Toujours par linéarité de I'intégrale, on obtient que :
h2

/+oo dt /+oo dt +h/+c>o dt _n
o xT+h+e Jo z+et o (z+et)2|— 3°

Mais par définition de f(x + h), f(x), g(x), on en déduit que, pour tout x € R% et tout h € R tel que
z+h € R%, on a l'inégalité :

7 est majorée par t — h2e=3t, et que l'intégrale f0+oo hZe3tdt

dt

|f(x+h) = f(z) + hg(z)| < %2




(10) Justifions que f est dérivable sur R et que : Vo € R%, f'(x) = —g(x). D’apres la question précédente,
on sait que, pour tout z € R% et tout h € R* tel que x +h € R}, on a:

2

0.< 17 +h) — (&) + ho(a)| < o

En divisant cet encadrement par |h|, on trouve que, pour tout x € R% et tout h € R* tel que
r+heRi,ona:

o< [f@tm - f@)
- h

|h|
—(=9)(x)| < 3

Comme |h| tend vers 0 quand h tend vers 0, le théoréme des gendarmes entraine que 'expression
w — (—g)(x) tend vers 0 quand h tend vers 0, et donc :

ve e Ry, lim JOEN I h]z —I@ _ .

Par conséquent, on en déduit que :

la fonction f est dérivable sur R et de plus : f' = —g.

(11) Soit T : R% — R la fonction définie pour tout x € R par : T'(x) = = f(x). Montrons que :

1

Vo e Ry, T'(@)= .
x

D’apres la question précédente, on sait que la fonction f est dérivable sur R% . Donc la fonction 7' est
dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables sur R*% . Comme de plus f' = —g, il s’ensuit
que, pour tout z € RY :

l - / - o +o0 dt . +oo dt
T'(z) = 1.f(x) + af'(z) = f(2) 9()—/0 /O (

T+ et x +et)?’

Par linéarité de I'intégrale, il vient que, pour tout x € R* :

+oo 1
T'(x) :/ S
0 xt+et  (z+et)?
+oo t
| [T,
0 (z +et)

+oo et
- / L
o (z+eh)?

Si 'on pose u = €, alors on voit que du = etdt, que u = 1si t =0 et que u = e” si t = A. Des lors,
par changement de variable, on obtient que :

A t et et
/ eidti/ du [ 1 o1
o (@+e)2 )i (@+w? | z4+ul,  z+er a+1

Comme e” tend vers 400 quand A tend vers 400, il s’ensuit que :

toe et _ A et . 1 1 1
————dt = lim ————dt= lim - + = .
o (z+et)? ASYeo Jo (x4 et)? AS¥eo xHedr  z+1 x+1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € R :

1
r+1

T (z) =

(12) D’apres le résultat de la question précédente, il s’ensuit par intégration qu’il existe une constante
K € R telle que, pour tout € R%, on a : T(x) = K + In(1 + ). Mais comme T'(x) = 2 f(x) pour
tout x € R*, il s’ensuit que, pour tout x € R*, on a :

In(1+ z)
o)==+ 2D

x xT



Comme In(1 + ) ~, L on voit que
—
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In(1+x)

- 1, et donc In(1+2) tend vers 1 quand x tend vers 0.
0 x

x

Mais comme f est continue en 0, il s’ensuit que % admet une limite finie quand z tend vers 0T, ce
qui n’est possible que si K = 0. Par conséquent :

In(1 + x)

Ve e Ry, f(x)= .

oo dt
Corrigé de ’exercice 4. Soit a un entier > 1 fixé. Pour tout n € N*, on pose : u, = / m
0
(1) (a) Montrons que, pour tout n € N*, le réel u,, est bien défini et que u, > 0. Tout d’abord, on
peut remarquer que la fonction ¢ — = est définie et continue sur [0, +00[, comme inverse

(Atto)n
d’une fonction continue sur R, qui ne s’annule pas sur Ry. Des lors, I'intégrale u,, présente une
seule impropreté, a savoir en +o0o. De plus, pour tout ¢t € R, on voit que 1 4 t* > t*, et donc
(14 ¢t*)™ > "™ ce qui entraine que :

1

1
VteR,, 0< - —— < .
+ - (1+ta)n - {na

Comme n > 1 et que a > 2, il s’ensuit que na > 2, et donc l'intégrale de Riemann f+°O dt

1 t’!LQ
N [ES +o0 dt o N s .
converge. Des lors, I'intégrale || {Tqumn converge aussi d’apres le critere de comparaison des
dt

intégrales de fonctions positives. Mais comme l'intégrale fol oo
intégrale d’une fonction continue sur le segment [0, 1]), il s’ensuit d’apres la relation de Chasles
que u, est bien défini pour tout n € N*. En outre, comme la fonction ¢ — W est positive

et non identiquement nulle sur R, il s’ensuit par stricte positivité de 'intégrale que :

/+oo dt =0
Uy = —_— .
e @tte)n

Par conséquent, on en déduit que :

est bien définie (comme

’le réel u,, est bien défini et u,, > 0 pour tout n € N*.

Etudions les variations de la suite (u,). Comme (1 + t*) > 1 pour tout ¢ € Ry, on voit que
+ =1+ + > (1 + our tout n € et donc :
(1 + )"t = (1 +t2)(1 4 t*)™ > (1 + t*)™ pour tout N*, et d
1 1
< .
(1_|_ta)n+1 - (1+ta)n

Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit que, pour tout n € N* :

/+oc dt - /+oo dt
o (L4t)mtt = o (Lt

d’ott 'on déduit que uy,41 < u, pour tout n € N*| et donc :

vVt e Ry,

’1& suite (uy)nen+ est décroissante. ‘

Mais comme (uy)nen+ st décroissante et minorée par 0 d’apres la question (1)(b), il vient que :

’1& suite (up)nen+ converge. ‘

A Taide d’une intégration par parties, montrons que u, = na(u, —t,+1) pour tout n € N*. Soit

y un réel > 0, et posons u(t) = W, v(t) =t pour tout t € Ry. Alors u et v sont de classe C*
sur Ry, et de plus v/(t) = —%, v'(t) = 1 pour tout t € Ry. Par intégration par parties,

on obtient que :

’ dt ’ ! = [u(®)v(?)]! — yu’ v
[t = [Cworoa = woeen - [ v

1+ t2)
[ t ]y /y nat® 1t
= |— - ———dt,
)]y Jo (et

ce qui nous donne apres simplification et par linéarité de l'intégrale que :

/y dt = Y —&—na/yLdt
o (Lt (T+yo)r o (Lto)mtt
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Comme t* = (1 4+ t*) — 1 pour tout ¢t € Ry, il s’ensuit par linéarité de I'intégrale que :
Yy dt y Yy o
— = ———— +na ———dt
| e - w ), aree

Yy Y(14t*)—-1
= ——F +n«o ———dt
(1 _|_ya)n /O (1 _|_toz)n+1

Comme « > 1, on voit que y® tend vers +o0o quand y tend vers +oo, et donc 1 = o(y®). Des
y——400

lors,ona 14+ y* ~ y% ce quientraine que (1 +y*)" ~ y™* et donc :
y——+00 y—+oo

vy oy b

(1 + ya)n y—>+00 yn(x y—>+00 ynoz—l ’
Mais comme n > 1 et a > 2, on voit que na — 1 > 0, et donc ym% tend vers 0 quand y tend
, W tend vers 0 quand y tend vers +oo. Des lors, par passage a la
limite quand y tend vers 400 dans 1’égalité (x), on trouve que :

/+°° dt _O+na(/+°° dt _/+°° dt )
o (L4t o (L4t Jooo (Lte)rtt )

Mais par définition de (u,), on en déduit que, pour tout n € N* :

vers +o0o. En particulier

’un = no(tn — Upy1)- ‘

Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout entier n > 2 par :

Tout d’abord, on voit que P(2) est vraie. En effet, d’apres la question (2)(a), on sait que
u; = a(uy — ug), ce qui entraine que u;(1l — @) = —aus, et donc :

2—1
l-«a 1 1
U2ZUI(—a):ul(l_a>:uln(1_ka)
k=1

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) Uest aussi. D’apres la
question (2)(a), on sait que u,, = na(u, —un+1), ce qui entraine que u, (1 —na) = —nawu,11, et

donc il s’ensuit que :
1 —na 1
Up41 = Up, =Up (1 —— ).
—no na

n—1

1
Par hypothese de récurrence, on sait que : u,, = u; H <1 — k)’ et donc :
@

k=1
n—1 1 1 n 1
()] () = 0 5)
k=1 k=1

ce qui implique que P(n+ 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre n > 2. Des lors, on vient de montrer que :

n—1 1
Vn > 2, un:ulkl_[l<1—ka>.

Unp4+1 = U1

(3) Montrons que la suite (uy) tend vers 0. Pour ce faire, on considere la suite (In(uy)). D’apres le
résultat de la question précédente et les propriétés du logarithme, on obtient que, pour tout n > 2 :

In(up) = In(uy) + :zjln (1 - kla) .
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On reconnait alors (au terme In(uy) et au signe pres) une somme partielle de la série > —1In (1 — 7).
Remarquons tout d’abord que cette série est a termes positifs. En effet, pour tout entier £ > 1, on
voit que ka > 2, ce qui entraine que % > i > 0, et donc % <1- ﬁ < 1. En passant au logarithme
(qui est une fonction strictement croissante), puis en changeant de signe, il vient que :

11>111>0
n2_n ka )~ 7

ce qui entraine que la série > —In (1 — i) est & termes positifs. De plus, comme —% tend vers 0
quand k tend vers o0, et que In(1 + x) ~, T on trouve par substitution que :
T

1oL (1 1
ka ) k—too ka ) k—4oo ko

Comme la série harmonique > % diverge d’apres le cours, il s’ensuit par linéarité que la série > i
diverge également. Des lors, la série > — ln( L ) diverge aussi d’apres le critere d’équivalence
des séries a termes positifs. En particulier, la série Zln (1 - —) diverge par linéarité. A noter que,
comme cette série est & termes négatifs, cela signifie que la suite (S),) de ses sommes partielles tend
vers —oo. Mais comme In(u,) = In(uy) + S),_; pour tout n > 2, il s’ensuit que la suite (In(u,)) tend
aussi vers —oo. En composant par I'exponentielle, on en déduit que :

’la suite (uy,) tend vers 0. ‘

(4) Pour tout entier n > 1, on pose : S, = Zuk
(a) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout entier n > 1 par :

no

P(TL) : Sn = j

kM
Up+1 -

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie. En effet, d’aprés les calculs de la question (2)(b), on
sait que ug = %7 u2, ce qui entraine que :

1
Z « l.o
= U = U1 = U = Ur41-
— a—1 a—1 "

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) lest aussi. Par définition
de la suite (S,,) et par hypotheése de récurrence, on trouve que :

n+1
no no+a—1 n+1la-—1
Sn—i—l = ;uk :Sn+un+1 = a_lun+1+un+1 = ﬁun—&-l = #

Up+1-
a—1 e

En outre, d’apres la question (2)(a), on sait que u,4+1 = (n 4+ 1)a(tnt1 — Uny2), ce qui entraine
que ((n+ 1)a — Duyy1 = (n+ 1)aup42, et done :

n+1Da-1 (n+1a

S 1 = U 1= ———Up+2
n+ a—1 n—+ a—1 n+2»

d’ott il s’ensuit que P(n+ 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre n > 1. Des lors, on vient de montrer que :

Vn>1, S,= o Unt1

(b) Montrons que, pour tout entier n > 2, on a :

In(S,,) lnu1+§[ <1>1n(1]1€)}
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D’apres les résultats des questions (2)(b) et (4)(a), on trouve que, pour tout n > 2 :

In(S,) = In (analunH)

n
1
= In(w)+ ) In (1 — m) +1In(n) (¥).
k=2
En outre, partant des propriétés du logarithme, on trouve que, pour tout entier n > 2 :
n n
1 k—1

S hn (1 - k) - Yh (k)
k=2 k=2

n

= ) [In(k—1) —In(k)]

k=2

= In(1)—-In(2)+...+In(n—-1) —In(n) = —In(n) (*x).

En réunissant les égalités (x) et (xx), on obtient alors que :

n

In(S,) = In(u;) + ’éln (1 - kla) +In(n) = In(uy) + éln (1 - I;) - kz::zm (1 - ;) ,

d’ou 'on déduit par linéarité de la somme que, pour tout entier n > 2 :

s =)+ 3 [ (1= ) (1= 1)]

Déterminons un équivalent, quand k tend vers 400, de In (1 — &) —In (1 — 1). Pour ce faire,
on part du fait que In(1 + z) ~o Tt o(z). Comme 1 et =~ tendent vers 0 quand k tend vers
z—

400, on obtient par substitution que :
In{1 ! ! + ! t In(1 L ! + !
nfl—-—— ~ —— 4o+ e nll--— ~ —=4o|=].
ka ) k=400 ko k k) ks+o k k
D’apres les regles de calculs sur les développements limités, il s’ensuit que :
In(1 1 In(1 1 1 1)1 + !
U Tk T TR ) e o)k \E)
Comme « est un entier > 2, il s’ensuit que (1 — é) # 0, et donc :
In(1 1 In(1 1 1 1)1
. ka . k) k—s+oo a)k’
Déterminons la nature de la série ) u,. Pour ce faire, on considere la série ), ., vy, ol :

vkzln(l—]iX)—ln(l—]i).

Comme « > 2, on voit que ka > k, ce qui entraine que i < %, et donc 1 — % >1-— % pour
tout k € N*. Comme In est strictement croissante, il s’ensuit que In(1 — ﬁ) > In(1— %), et donc




17

v > 0 pour tout k& > 2. En particulier, la série > vy est & termes positifs. De plus, d’apres la
question précédente, on sait que :

v 17l 1
kk%+oo o)k

Remarquons que, comme a > 2, on a: (1 — 1) # 0. Dés lors, comme la série harmonique Y ¢
diverge d’apres le cours, il s’ensuit par linéarité que la série ) (1 — é) % diverge, et donc la série
> vk diverge d’apres le critere d’équivalence des séries & termes positifs. En particulier, comme
cette série est & termes positifs, la suite (S)) de ses sommes partielles tend vers +o0o. Or, par
construction de la série Y vy, et d’apreés la question (4)(b), on sait que, pour tout n > 2 :

Sy = vk =1n(S,) — In(uy).
k=2

Comme la suite (S!/) tend vers +oo, il s’ensuit que la suite (In(Sy,)) tend vers +oo, et donc la
suite (S,) tend aussi vers +oo. Mais comme (Sy,) est la suite des sommes partielles de la série
> ug, on en déduit que :

la série E uy, diverge.




