Lycée Clemenceau Jeudi 26 septembre 2024
ECG 2 Durée : 4 heures

Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°1l

Corrigé de ’exercice 1. On définit sur l'intervalle ]0,1] les deux fonctions f : x — zln(z) et g : z —>

z a:ln(a:)'

Ir =€

(1) (a) Justifions que les fonctions f et g admettent des limites finies en 0. Par croissances comparées, on
voit que :
li =1i 1 =0.
lim f(x) = lim zIn(x) =0

Des lors, comme g = ef par construction et que ’exponentielle est continue sur R, il s’ensuit que :
lim g(z) = lim e*™®) = ¥ = 1.
x—0 x—0

Par conséquent, on en déduit que;

‘ f et g admettent des limites finies en 0. ‘

(b) Donnons les variations de f sur ]0,1]. Par définition, la fonction f est dérivable sur ]0,1] comme
produit de fonctions dérivables sur ]0, 1] et de plus, on a pour tout z €]0,1] :

f/(x):l'x%-’-1)(11’1(.%):111((5)4_1

En particulier, on voit que f/(z) > 0 si et seulement si In(z) > —1, c’est-a-dire si * > e~1. Par
conséquent, on en déduit que;

’ f est décroissante sur ]0, e~ '] et croissante sur Je™*, 1]. ‘

(c) Justifions que l'intégrale I = fol g(t)dt converge. Comme g(z) = ¢*™™®) pour tout = €]0,1], la
fonction g est continue sur ]0,1], et donc I est impropre en 0. Dés lors, comme la fonction g tend
vers 1 en 0 d’apres la question (1)(a), l'intégrale I est faussement impropre en 0, et donc :

I converge.

1 n
(2) Pour tout n € N, on pose u,, = l'/ t" In"(t)dt et S,, = Zuk.
n! Jo
k=0
(a) Justifions tout d’abord que, pour tout n € N, u,, existe. Comme la fonction ¢ — " In"(¢) est
continue sur ]0,1], on sait que l'intégrale u, est impropre en 0. De plus, si n > 0, on voit que
t" In"(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 par croissances comparées. En outre, si n = 0, on constate
que t° lno(t) = 1 tend évidemment vers 1 quand t tend vers 0. Dans tous les cas, on obtient que
Iintégrale u,, est faussement impropre en 0, et donc elle converge pour tout n € N. En d’autres
termes, cela signifie que :

‘un existe pour tout n € N. ‘

A présent, donnons la valeur ug. Par des calculs simples, on trouve que :

I 1/t
Uy = — tolno(t)dtzf/ dt =[t]y = 1.
A 1/,

Par conséquent, on en déduit que;

(b) Montrons que la suite (u,) converge vers 0. D’apres la question (1)(b), on sait que la fonction f
est décroissante sur ]0,e~1] et croissante sur Je=!, 1]. Comme de plus f tend vers 0 en 0 d’aprés
la question (1)(a), que f(e™!) = e tIln(e™!) = —e~! et que f(1) = 1In(1) = 0, on voit que
—e~1 < f(z) < 0 pour tout = €]0,1]. En particulier, ceci entraine que |f™(x)| < e™™ pour tout
x €]0,1] et pour tout n € N*. D’apres I'inégalité triangulaire et par croissance de l'intégrale, on
trouve que, pour tout n € N* :

1 1 1
/ t" ln"(t)dt’ < / [t" In"(t)| dt < / e "dt=e"".
0 0 0

1




Des lors, on obtient par définition de u,, que, pour tout n € N* :

1 1
| = "/ t” ln”(t)dt‘ <
n. 0

En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout n € N* :

e—’l’L

n!

—n

e
0 < |uy| < R
n:

1 e

Comme 0 < e”* < 1, on voit que la suite ( ;," ) converge vers 0 comme produit de deux suites

(dont une géométrique de raison < 1 en valeur absolue) qui tendent vers 0. Par encadrement, il
s’ensuit que la suite (Ju,|) tend vers 0, et donc :

’ (up) converge vers 0. ‘

1
(3) Pour tous p,q € N, on pose K, , = / tP In?(t)dt.
0

(a)

Etablissons une relation entre K, ;, et K, ;1 pour tous p, g tels que ¢ > 0. Pour ce faire, fixons un
réel a €]0, 1], puis posons u(t) = 7 et v(t) = In(¢) pour tout ¢ € [a,1]. Les fonctions u et v sont

p+1
de classe C* sur [a,1] et de plus, on a u/(t) = tP et v'(t) = M

obtient par intégration par parties que :

/a 1 P In?(t)dt /a 1 o' (t)v(t)dt

pour tout ¢ € [a, 1]. Dés lors, on

= fu(e)] - [ o

B [tp“ lnq(t)] ! B /1 tPHgIn?=(¢) &

p+1 (p+ 1)t

= 00—

p+1 19 1 4P 1p?—1
aPtt1n?(a) _/ qtP In?" (1) dt

p+1 (p+1)

Comme a?*1 In?(a) tend vers 0 quand a tend vers 0 par croissances comparées, on trouve par passage
a la limite quand a tend vers 0 dans I’égalité ci-dessus, puis par linéarité de I'intégrale que :

1 1 -1 1
P I (¢ -
/ tPInd(t)dt = 7/ gt n™ (1), =4 / tPIn?" 1 (t)dt.
0 o (+1) p+1Jo

Par conséquent, on en déduit que, pour tous p, g tels que ¢ > 0 :

—q
K,,=——K, ,_1.
Pyq p+1 p,q—1

(=n" K

Montrons que : Vn € N, u,, = W Pour ce faire, on se fixe un entier p > 0 et on pose vy = =5~
pour tout £ € N. D’apres la question précédente, on voit que, pour tout k € N* :
_ Kp i _ k Kpr—1 _ 1 Kp k-1 _ 1
Vg = = — X = — X = — Vk—1-
k! p+1  k(k—1)! p+1  (k—1) p+1
En particulier, la suite (vy) est géométrique de raison —ﬁ. Mais comme :
K, ! ! 1
vy = —20 :/ 2P (In(x)) dx :/ aPde = ——,
ol 0 0 p+1

cela entraine que vy est donné pour tout k£ € N par :

1\ 1 (—1)k
Vg = | — X = .
p+1 p+1 (p+1)ktl
Des lors, on obtient par définition de v que, pour tous p,k € N :
o (=1)kR!
pk = (p+ 1)k+1"



, il s’ensuit que, pour tout n € N :
(=1)™n!

(n+1)"tinl’

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

(=n"
(n+ 1)ntt’

. K
Mais comme u,, = o

n =

Up —

Montrons que la série Y u, converge. Pour tout n > 1, on voit d’aprés la question précédente que :
_1\n
(-1) 1 < 1

(n+ 1)+l =3

[un| =

T (nt )t T p2

- . 1 s 5 N RN
Comme la série de Riemann ) -, .5 converge, la série >, -, |u,| converge d’apres le critére de
comparaison des séries & termes positifs, et donc la série ) -, |u,| converge aussi. En particulier,
7. N T 7 . T
la série Zn21 Uy, converge absolument, d’ott 'on déduit que :

la série E U, converge.
n>1

Montrons que, pour tout x € [—6*1,0] et pour tout n € Ny on a :

Zk-l

D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n en 0 appliquée a une fonction h de classe C* sur
intervalle [—e~1, 0], on voit que, pour tout z € [—e~1,0] :

) (0)
h(m)—zh zi?)

k=0

1
~entl(n+ 1)l

Mn+1 |m|n+1
(n+1)!

ot M,, 1 est un majorant de la valeur absolue de la dérivée (n+1)-éme de la fonction h sur 'intervalle
[—e~1,0]. En particulier, on obtient si h = exp que, pour tout z € [—e~1,0] :

Zk,

car h(9 = ... = A (0) = ¢° = 1. Comme h("*1) = exp, on trouve que M, ; = 1 est bien un
majorant de h("*1) sur lintervalle [—e~",0]. Dés lors, ceci nous donne que, pour tout z € [—e~*,0] :

Zk,

Mais comme |z|"*! < e~ (1) pour tout = € [—e~1,0], on en déduit que, pour tout x € [—e~1,0] :

My 1 ‘z|n+1

(n+1)!

|x‘n+1

(n+1)I

1
Z k'~ e”‘*‘1 (n+ 1)
Montrons que, pour tout n € N :
1
I1-5|<—F—.
| < entl(n+1)!

D’apreés la question (2)(b), on sait que —e~! < yIn(y) < 0 pour tout y €]0, 1], et donc la fonction f
est & valeurs dans [—e~!,0]. Dés lors, si 'on remplace = par yIn(y) dans 'inégalité de la question
précédente, on trouve que, pour tout y €]0,1] :

eyln@_zn: (yIn(y)*| _ 1 .
= KT et nt1)

En particulier, cela signifie que, pour tout y €]0, 1] :

1 ~ (yIn(y))* 1
_ < ¥ — < .
(n+1)lent! — Y ];) k! ~ (n41)lent!



Par linéarité et croissance de l'intégrale, on obtient que :

1 1 1 n 1 1 1 1
| Sy < | yrdy - m(oVedy < [ — L
/o (n+ 1)!en+ldy = /o y’dy 27l /o (yIn(y))"dy < /0 )it du,

ce qui entraine que, pour tout entier n > 0 :
1 ! "1t 1
—_— < Ydy — ) — In(y))*dy < —————.
(n+1)lentt — /0 v kz—o k! /0 (yIn(y))"dy < (n+1)lent!
Par définition des intégrales I, ug, uq, ..., un, il s’ensuit que, pour tout n > 0 :

1 - 1
R - < —
(n+ 1)lentt — I;)uk ~ (n+ 1)lent!

Par conséquent, on en déduit par définition de S,, que, pour tout n >0 :

1
I-5,|<———.
| nl < entl(n+1)!
(¢) Montrons que : [ = — :2 % D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n > 0 :
1
0<|I=8,|< —mF——.
<| nl = (n+ 1)lent!

Comme (n+1)! et e"*! tendent tous deux vers +o0o quand n tend vers 400, le membre de droite de
I'inégalité ci-dessus tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par encadrement, ceci entraine que I — S,
tend vers 0 quand n tend vers +oo, et donc :
I= 1 .
w5

% pour tout n € N, on voit que (S,,) est la suite des sommes partielles de

— k . . . .
la série >, <, ﬁ En particulier, cette suite de sommes partielles converge vers la somme de

Mais comme u,, =

k
la série Y, <, %, et donc :

+oo
_ (=1*

Si l'on effectue le changement d’indice n = k+ 1 dans la somme ci-dessus, on en déduit par linéarité
de la somme que :

Corrigé de ’exercice 2. Soit n € N* et soit f,, la fonction définie sur Ry par: Vo € Ry, f,(x) = 1—z—a™.

(1) Montrons que I’équation f,(xz) = 0 d’inconnue z admet une unique solution, notée u,. Pour ce faire,
fixons un entier n > 0. Par définition, la fonction f, est dérivable sur Ry en tant que polynome et de
plus, on a pour tout z > 0 :

fi(z)=—1—-na""! <0.

En particulier, la fonction f,, est continue et strictement décroissante sur R, et donc elle réalise une

bijection de Ry dans f,(R;) d’apres le théoréeme de la bijection. Comme f,,(0) = 1 et que f,,(z) tend

vers —oo quand z tend vers 400, on voit que f,(R;) =] — 00, 1], et donc f, est une bijection de Ry
sur | — 0o, 1]. Mais comme 0 appartient & | — 00, 1], le réel 0 admet un unique antécédent par f,. En
d’autres termes, cela signifie que, pour tout n € N* :

‘l’équation frn(x) = 0 admet une unique solution, notée w,. ‘

(2) (a) Vérifions que u,, appartient a ]0, 1[ pour tout n € N*. Pour ce faire, on peut remarquer que f,,(0) = 1
et fr,(1)=1—1—1" = —1. Comme u,, > 0 par définition et que f,(u,) = 0, on voit que u,, # 0, et
donc u, > 0. De plus, comme f, est strictement décroissante sur R, d’apres la question précédente,
on constate que f,,(un) =0 > —1 = f,(1), ce qui entraine que u,, < 1. Par conséquent, on en déduit
que, pour tout n € N* :

‘un appartient & ]0, 1. ‘




(b) Déterminons tout d’abord le signe de f,+1(u,). Par construction, on voit que :
frt1(un) =1 —uy, — uZH.
Comme 0 < u, < 1 d’aprés la question précédente, on obtient que v < u?, ce qui entraine que :
Fros1(ug) =1 —wup —u™ > 1 =y —u = fr(uy).
Mais comme f,(u,) = 0 par construction, on en déduit que, pour tout n € N* :
frt1(un) > 0.

A présent, établissons que la suite (u,,) est croissante. D’apres ce qui préceéde, on sait que fr+1(uy) >
0 pour tout n € N*. Comme f,,1+1(un+1) = 0 par construction, ceci entraine que, pour tout n € N* :

fn+1(un) > fn+1(un+1)~

Mais comme la fonction f,, 11 est strictement décroissante sur Ry d’apres la question (1), il s’ensuit
+ + p q )
que u, < Up+1. Mais comme ceci est vrai pour tout n € N*, on en déduit que :

‘la suite (u,) est croissante. ‘

(c) Montrons que la suite (u,) converge et que sa limite appartient & [0, 1]. D’apres les questions (2)(a)
et (2)(b), la suite (u,) est croissante et majorée, et donc elle converge en vertu du théoréme de
la limite monotone. De plus, comme 0 < u,, < 1 pour tout n € N* d’apres la question (2)(a), on
obtient par passage a la limite dans les inégalités que :

0< lim u, <1
n—-4oo

Par conséquent, on en déduit que :

’ la suite (u,) converge et sa limite appartient & [0, 1]. ‘

(d) Montrons que lim,,_, 4. t, = 1. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde, on pose | = lim,,—; o Un
et on suppose que | # 1. Comme [ appartient & [0, 1] d’apres la question précédente, on voit qu’en
fait 0 <1 < 1. De plus, comme la suite (u,) est croissante, on constate que 0 < w,, <[ pour tout
n € N*. En particulier, ceci nous donne que 0 < ]! <™ pour tout n € N*. Comme |!| < 1, la suite
géométrique (I"™) converge vers 0, et donc (ul') converge vers 0 par encadrement. Dés lors, partant
du fait que f,(u,) = 1 —u, —ul! = 0 pour tout n € N*, on obtient par passage a la limite dans
cette égalité que 1 — 1 — 0 = 0, ce qui entraine que [ = 1, mais ceci est impossible par hypothese.
Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (u,) converge vers 1.

(3) Pour tout n € N* on pose v, =1 — u,.
(a) Justifions tout d’abord que v,, > 0. Comme 0 < u,, < 1 pour tout n € N* d’apres la question (2)(a),

on voit que —1 < —u, < 0 pour tout n € N*, et donc 0 < 1 — u,, < 1 pour tout n € N*. Mais
comme v, = 1 — u, pour tout n € N*, on en déduit que, pour tout n € N* :

A présent, montrons que : In(v,) N TTn Partant du fait que v, = 1 — u, et fr(u,) =
n—-+oo

1 —uyp —u = 0 pour tout n € N*, on obtient que v,, —u]r = 0 pour tout n € N*. Des lors, on trouve
en passant au logarithme que In(v,) = nln(u,), et donc on a pour tout n € N* :

In(v,) = nln(l — v,).

Comme (u,) converge vers 1 et que —v, = —1 + u,, pour tout n € N*, la suite (—wv,) converge vers
0. Dés lors, comme In(1 + x) ~o D il s’ensuit par substitution que :
T—

In(l—wv,) ~ —v,.
n—-+o0o
Par produit, ceci entraine que :
In(v,) =nln(l —vy,) Lo T

Par conséquent, on en déduit que :

In(vy,) Wl TTn




(b) Etablissons tout d’abord que :

In ( —In(v,) )
— " .

lim
n——+00 — ln(vn)
Comme In(vy,) N —nwv, d’apres la question précédente, cela signifie que :
n—-+oo
-1
lim 711(1]”) =1.

n—+00 Nup

Comme la fonction In est continue en 1 et que In(1) = 0, on a par composition des limites que :

(<15 gy o,

nvy,

En outre, comme (u,) converge vers 1 et que v, = 1 — u,, pour tout n € N*, la suite (v,) converge
vers 0. Dés lors, comme In(z) tend vers —oco quand z tend vers 0, on trouve aussi par composition
des limites que :

lim In
n—-+oo

nll)rfoo In(v,) = —o0.

En particulier, ceci nous donne que :

oo Tha(on) O

Par produit des limites, on en déduit que :

()

lim
n—+oo  — ln(vn)
Montrons ensuite que : In(v,,) N In(n). D’apres la premiére partie de la question, on sait que :
n——+0oo
In ( —In(v,) )
lim —— " 2 —q.
n—+oo  —In(vy,)

D’apres les propriétés du logarithme, ceci nous donne que :
In(—1n(v,)) — In(n) — In(v,)

li =0
n> oo —In(v,) ’
ce que l'on peut réarranger sous la forme suivante :
In({In(v,)[) | In(n)
li 1=0. (1
n= oo In(vy,) In(v,) + (1)

Comme la suite (v,,) converge vers 0 d’apres le raisonnement de la question (3)(a) et que la fonction
In tend vers —oo en 0, on obtient par composition des limites que la suite (|In(v,)|) tend vers
~+o00. Dés lors, comme In(z) = o(z) au voisinage de 400 par croissances comparées, on trouve par
substitution que :

In(|In(v,)]) = o(n(vy,)).

n—+oo

En d’autres termes, cela signifie que :

()

n—too  In(vy,) =0 ()

En effectuant la différence des limites (1) et (2), on trouve que :

In(n)

71,—1>I—&1:100 h’l(’l)n)

+1=0,

ce que l'on peut réécrire sous la forme suivante :

lim —1In(n) _
n—+oo In(vy,)

Par conséquent, on en déduit que :




In(n)

(¢c) Montrons que : v, ~ -

. Comme In(vy,) N TMn d’apres la question (3)(a) et que
n—+00

n—-+4oo
In(v,) ~ —In(n) d’apres la question (3)(b), on obtient que :
n——+00
-1 ~ 1 ~  —nu,.
Il(’l’L) n—+oo H(Un) n——+oo n
En particulier, ceci nous donne que — In(n) ot —nvy,, et donc on obtient en divisant par n que :
n—-+0oo
In(n
Up o~ ( )
n—-+oo n

(4) Déterminons tout d’abord la nature de la série Y v,,. Plus précisément, on va montrer qu’elle diverge.

Pour ce faire, on raisonne par absurde et on suppose que Y v,, converge. D’apres la question précédente,
In(n)

on sait que v,, ~ ——, ce qui entraine que :
n—+ n
1 1
n n 1

~

vy n—+oo (1) notoo In(n)’
n

Comme In tend vers +o00 en +00, on voit que :

1
lim = lim =0.

1
n
n—+o00 Uy, n—+00 ln(n)

En particulier, ceci entraine qu’au voisinage de 400 :

1

7 n e O (00
Comme la série Y v, converge par hypothése et qu’elle est & termes positifs d’aprés la question (3)(a),
il s’ensuit d’apres le critere de négligeabilité pour les séries que la série harmonique Z% converge, ce
qui est impossible. Par conséquent, on en déduit que :

la série E vy, diverge.

A présent, déterminons la nature de la série > v2. Toujours d’apres la question précédente, on sait que
In(n)

vp, ~ —-=,ce qui entraine par produit que :
n—-+4oo
2 2
3/2,2 3/21n (n) In”(n)
n v, ~ nlt—" o~ —
n—-4oo n2 n—-+oo n1/2

Comme le terme de droite dans la succession d’équivalences ci-dessus tend vers 0 quand n tend vers
400 par croissances comparées, on obtient que :

lim n?’/%i =0.
n—-+oo

En particulier, ceci entraine qu’au voisinage de +o00 :
)

2 1
Un n%jroo ¢ n3/2 ’

Comme la série de Riemann # converge (car 3/2 > 1) et qu’elle est & termes positifs, il s’ensuit
d’apres le critere de négligeabilité pour les séries que :

;o 2
la série E v,, converge.

Corrigé du probléme 1. On désigne par J l'intervalle | — 1, +o0o[. Dans ce probléme, on se propose d’étudier
I’application f définie pour tout = € J par :

(1) Préliminaires :



(a) Justifions la convergence des séries 3., o1 25, ;50 m et Zn>1 n2 . Tout d’abord, on peut
remarquer que la premiere série est la série de Riemann de parameétre 2, qui converge d’apres le
cours. Pour ce qui est de la deuxiéme série, on voit qu’il s’agit d’une série a termes positifs. Comme
k > 0, on obtient que 2k +1 >k > 0 et donc (2k + 1)? > k2, ce qui entraine que :

1 1

VkeN, 0< ——=<—

2k +1)2 T k2
Comme la série Y k>1 %, il s’ensuit que la série > k>1 m converge d’apres le critere de compa-
raison des séries & termes positifs, et donc la série Zkzo m converge aussi. Enfin, la derniere

;. Jur —1)"
série converge absolument car la série Y., ., - converge et |(TQ)\ = % pour tout n € N*. En

. . L, . 71 n
particulier, la série ) -, %

—1)"
les séries Z o Z 2k+ 27 Z % convergent.
n

converge. Par conséquent :

n>1 k>0
+oo 1 _ x? LNteo 1 _ 7r2 ; ;
(b) En admettant que Y et nz = &, montrons que : ;" @ T s . Pour ce faire, on scinde la

somme Z - n2 en deux parties suivant la parité de n. Plus precmement

=1 1 1
dos = D ot D)
n=1 n pair >0 n impair
1 1
D INE=L D DR
n=2k, keN* n=2k+1, keN
+oo 1 +oo 1
= 2 @2 T2 E 12
k=1 k=1
X1 =

- 2@121 (2k + 1)2

k=1
Par linéarité de la somme, il s’ensuit que :ﬁ 1112 I Zk 1 k2 Zk 1 (2k+1)2’ et donc :
3% 1 X1
4 Z n? = (2k+1)2
Mais comme Z % = % on en déduit apres calcul que :
2
= (2k +1) 8
(¢) Montrons que : Zool (_nlf = —% Pour ce faire, on procede comme précédemment, c’est-a-dire
qu’on scinde la somme Z+°° ( n12)n en deux parties suivant la parité de n. Plus précisément :
(D"
> i = X
n=1 n pair >0 n impair
(=1~ (="
= > St X T
n=2k, keN* n=2k+1, keN
+oo
k:l 2k +1)2
Par linéarité de la somme, il s’ensuit que :2 (_le)n = i Z;"l’ klz Zk 1 (2k+1)2, et donc :
f (_1)n B 71_2 71_2
n2  4x6 8"



Des lors, on en déduit apres calcul que :

n2 127
n=1

(2) Eléments d’étude de f :

(a)

th‘
fo 1+t 1+t
pour tout ¢ €]0,1]. Alors on voit que g est définie, continue et positive sur |0, 1]. De plus, comme

1+t > 1 pour tout ¢ €]0, 1], on obtient que :

Justifions, pour tout = € J, la convergence de I'intégrale +£*_dt. Pour ce faire, on pose g(t) =

t(l?
vt €]0,1], 0< <t
10,1, 0< {7 <
Mais comme z € J, on voit que x > —1 et —x < 1, et donc 'intégrale de Riemann fol tvdt = 01 t‘ftw

converge. Dés lors, d’apres le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en
déduit que :

1
th

I'intégral dt .

intégrale /o 1 converge

Calculons les valeurs de f(0) et de f(1). Par définition de f, on a :

1 0 1
f(()):/o 1t+tdt: i %:[ln(1+t)]é:1n(2)—ln(1):ln(Q).

Toujours par définition de f et par linéarité de l'intégrale, on trouve que :

1 1 _
/ /%t:/ dt — /—dt
e o 1+t 1+t

ce qui nous donne apres calculs que : f(1) =1 —In(2), et donc :

[7(0)=In(2) et f(1)=1-1n(2).|

Montrons que, pour tout z € J,ona: 0 < f(z) < %ﬂ D’apres la question (1)(a), on sait que :

x

t
VEE0, 1), 0< T <t

+t

Comme l'intégrale impropre fo iTE 2 dt converge d’aprés la question (2)(a) et que l'intégrale de Rie-

mann fol t*dt converge car x > —1, on obtient par positivité et croissance de l'intégrale que :

1y 1
0< / dt < / t*dt.

Comme z € J, on voit que  + 1 > 0, et donc :

0 o lz+1l], x4+l z4+1 z+1

Par conséquent, on en déduit que :

1
Veed 0< < .
Comme —+ tend vers 0 quand x tend vers +o00, le théoréme des gendarmes entraine que :

lim f(z)=0.

T—r+00
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(d) (i) Montrons que, pour tout (x,y) € JZ et tout t €]0,1], on a : x < y = t* > t¥. Par définition, on
sait que t* = e?"(®) et ¥ = e¥™(*) Comme ¢ €]0, 1], on voit que In(¢) < 0, ce qui entraine que :

r<y = y—x2>0
= (y—2)ln(t) <0
= =)0 <1

— ¥ In(t)—x In(t) <1
—t — <1

— tY<t* car t*>0.

Par conséquent, on vient de montrer que :

V(z,y) € J? Vte|o,l], z<y — thty.‘

(i) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout (z,y) € J? et tout ¢ €]0,1] tels que = < y,
on a t¥ <t*. Comme 1+t > 0, il s’ensuit par division par 1 4 ¢ que :
tv te
1+t~ 1+t

Comme les intégrales impropres fol f—jtdt et fol %dt convergent d’apres la question (2)(a), on
obtient par croissance de 'intégrale que :

1 1
tY t*
/ dt < / dt,
0 1 + t 0 1 + t

d’ott il s’ensuit que f(y) < f(x) si z <y, et donc :

‘la fonction f est décroissante sur J. ‘

(e) Montrons que, pour tout z € J,ona: f(z)+ f(z+1) = %4—1 Par linéarité de l'intégrale, on a :

1 t:c 1 t$+1
1) = dt dt
f(x)+f($+ ) /0 1+¢ +/0 1+t

1
t:r ta:+1
- /7+ dt
o 1+t

1
tfl}'
_ /Mdt
o 1+t

1
= / t*dt.
0

D’apres les calculs de la question (2)(c), on sait que fol t*dt = et donc :

1
x+1’

Veed @)+ flz+1)= %—&—1

(f) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout x € J :
1
1) = .
f@)+flet+1)=——7
Comme la fonction f est décroissante, on voit que f(x + 1) < f(x), et donc :
1
<2 .
oo S 2@
Toujours par décroissance de f, on sait que f(z + 1) < f(x), et donc :
1
z+1

>2f(z+1).
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Si I'on effectue le changement de variable y = x + 1, on obtient que, pour tout y > 0 :

5 > 2f(y).

Des lors, il s’ensuit que, pour tout > 0, on a :

1
— <2f(0) <

8=

3

ce qui entraine apres division par % que, pour tout x > 0 :

r _ f@)

<

=71
r+1 57

<1

Par des calculs simples, on trouve alors que, pour tout x > 0 :

1 @)
Ee i

Comme 1/z tend vers 0 quand « tend vers 400, le théoréme des gendarmes entraine que :

im L@y
r—+o00 —
2x
Par conséquent, on en déduit que :
1
UGN

(g) Soit z un élément de J.

(i) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

o _ (_1\n+1 nﬂ”
Pln): Ve € J, fla) = ()" k1 a) £ ) T

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie. En effet, comme f(z) 4+ f(x +1) = %H, on a :

0+1 o (-D* 1
(—1) f(O—l—l—i—x)—i—E Tl a 1+x=—f(m+1)+7z+1=f(x).
k=0

A présent, supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N, et montrons que P(n+1)
I’est aussi. Par hypothese de récurrence, on sait que, pour tout z € J :

1 - —1)*
flz) = (=) f<n+1+x)+kz:_ok(1)+f” ().

Comme J est Pintervalle | — 1, 4-00[, on voit que « +n + 1 appartient & J pour tout = € J. Dés
lors, on obtient avec la question (2)(e) que, pour tout x € J :

1
T+n+2
Si 'on remplace f(z 4+ n+ 1) par —f(z +n + 2) + =5 dans la relation (x), alors on trouve :

_ n+1 ¢ (_1>k
fle) = (=)' fn+1+42)+ E Trisa
k=0

fle+n+ )+ flx+n+2)=

= (71) +1 {f(n+2+a:)+x+n+2] +1§m

_ n ()" &K (DR
= (=1 +2f(n+2+x)+n+2+x+kz=0k 1+

= (71)"+2f(n+2+x)+§ﬂ
=k 1+2’
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(i)

d’ott il s’ensuit que P(n+ 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre n € N, et donc pour tout z € J et tout n € N :

1 o (—1)k
fl@)= (1" f<n+1+x>+;)k(1)+x'

D’apreés la question (2)(g)(4), on sait que, pour tout « € J et tout n € N :

_ n+1 - (_l)k
flz) = (=1) f(n+1+x)+zm.
k=0

Comme de plus f(x) ~ 5 d’apres la question (2)(f), on voit que f(z) tend vers 0 quand
T—r+00

tend vers 4+o00. En particulier, pour x un réel fixé, la suite (f(n + 1+ x)) tend vers 0, et donc la

suite ((=1)"*1f(n + 1+ x)) tend aussi vers 0 en tant que produit d’une suite bornée et d’une
(=n*

m) tend vers f(z). Mais comme il s’agit de

suite qui tend vers 0. Des lors, la suite (EZ:O

. . - -1k . .
la suite des sommes partielles de la série ) k( +1)+m, il s’ensuit que :

I séri (-1* ) = N~ (D
a série Z 14 converge et : f(z) = —_—
k>0 k=0

Montrons que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N*, on a :
! L P |
ktltz k+lty|— k2

Par des calculs simples, on trouve que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :
‘ 1 B 1 ‘Vk+1+w(k+1+z) ly — |
k+1+z k+1+y (k+1+z)(k+1+y) (k+1+z)(k+1+y)

Comme z,y appartiennent a J, on voit que x,y > —1, et donc k+ 1+ x,k+ 1+ y > k, ce qui
entraine que :

1 o1 '
[(k+1+z)(k+1+y)| ~— kxk

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :

1 L D]
k+14+2 k+14+y|— k2

D’aprés la question précédente, on sait que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :

1 L |yl
k+1l+x k+1+y|— k2

D’apreés I'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout (x,y) € J? et tout n € N* :

O ) O )
2iiiie ZFiiiy > (Fs i)

k=0

k=0

(=n* (= DF
k+1l+x k+1l+4y

1 1 "
< [E——
T >

’O+y%%1+@
(1+2)(1+y)

k+1+z k+1+y

ly — x| |z —y
Troiig "2 #
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Comme z,y appartiennent & J, on voit que x,y > —1, et donc (1+z), (1+y) > 0, ce qui entraine

que (1+x)(1+y) > 0. Des lors, par linéarité de la somme, il s’ensuit que, pour tout (z,y) € J2
et tout n € N* :

zn: (=D* _zn: (="
k=0k+l+x k=0k+1+y

- . N - —1)* -k
Comme la série de Riemann ) kiz converge d’apres le cours, et que les séries CL- o > (=1)

n

ly — =] L
= 1+2z)(1+vy) +|y—x|;ﬁ ().

k+1+x k+1+y
convergent d’apres les questions précédentes, il s’ensuit par passage a la limite dans 'inégalité
(%) que :
+ + +
—khktltxr Hhk+l4y T (14+2)(1+y) k:1k2

2
Mais comme 3 7z = %=, on en déduit que, pour tout (z,y) € J* :

7T2
1@ -1l < el (oo * 5 )

(iii) Montrons que f est continue sur J. Soit € J un réel fixé. D’aprés la question précédente, on
sait que, pour tout y € J, on a :

71_2
1@ -1l <l -l (oo + 5 )

Quand y tend vers z, on voit que |z — y| tend vers 0 et que L ) tend vers ﬁ, et

(a+1)(y+1
donc |z — y| (m + %2) tend vers 0. D’aprés le théoréme d’encadrement, il s’ensuit que

|f(x) — f(y)| tend vers 0 quand y tend vers x, et donc :
f(y) ﬁﬁ f(z).

Des lors, la fonction f est continue au point x, et ce pour tout = € J. Par conséquent :

’1& fonction f est continue sur J. ‘

(i) Montrons que : f(x) . D’apreés la question (2)(e), on sait que, pour tout = € J :

a;:q x+1
1
)= ——.
f@)+ flat D)=
D’aprés les questions (2)(b) et (2)(h)(éi7), on sait que f(0) = In(2) et que f est continue sur J, ce
qui entraine qu’au voisinage de —1 :
flz+1) =1In(2) +o(1).
Des lors, il s’ensuit qu’au voisinage de —1, on a :
1 1

f(ﬂf):—f(x+1)+m=x+l

+1n(2) + o(1).

Si 'on divise cette égalité par on obtient qu’au voisinage de —1 :

1
x+1°

f(1$) :1+1n§2) +0<}> :1+ln(2)(x+1)+0(x+1).

x+1 r+1 r+1

f (133)

x+1

Des lors, il s’ensuit que lim1 =1, ce qui entraine que :
T——

1
r——1 £C+].

f(x)

Comme lim = 400, on en déduit que :

z——1x2+1

lim f(z) = +oo.

r——1
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(3) Dérivabilité de f :

Pour tout k € N, on note gx 'application de classe C? de .J dans R, définie pour tout = € J par :

(a)

_ (=DF
S k+14a
Montrons que, pour tout (z,y) € J? et tout kK € N*, on a :

gr ()

0:(2) — u0) — (@ — ()] < LU0

Par hypothése, on sait que g est de classe C? sur J. De plus, pour tout € J, on a :

()] = | 2 R

(k+1+2)3 |(k+1+x)3|
Comme z appartient & J, on voit que x > —1, et donc (k+ 1+ x) > k, ce qui entraine que, pour
tout k € N* et tout z € J, on a :

2
O
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, il s’ensuit que, pour tout k € N* et tout x € J :

lgk () — gx(y) — (z — y)gfc(x)\ < %

Deés lors, on en déduit que, pour tout k € N* et tout = € J :

0n(2) — 940) — (& — k()] < T

Justifions la convergence des séries >, k—lg, et Y ;>0 9r(x) pour tout x € J. Tout d’abord, on peut
remarquer que la premiere série est la série de Riemann de parameétre 3, et qui converge donc. De
plus, pour tout x € J, on voit que :

1
(k+14 )%

(_1)k+1
k+1+x)?

skl =|

Comme z appartient & J, on voit que > —1, et donc (k+ 1+ x) > k, ce qui entraine que, pour
tout k € N* et tout z € J, on a :
1
@) < 5
Comme la série de Riemann Y, ., 7 converge, il s’ensuit que la série Y |g}, ()| converge d’aprés le
critére de comparaison des séries & termes positifs. Mais alors la série ) g;.(z) converge absolument,
et donc elle converge. Par conséquent, pour tout = € J :

1
les séries E = et E gr.(x) convergent.
k>1 k>0

D’apres la question (3)(a), on sait que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :

0e@) ~ u00) — (&~ (o) < I

D’apres I'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout (x,y) € J? et tout n € N* :

> o) = > k(@) = (y—2) ) gi()
k=0

k=0 k=0

n

> (91(y) = gil@) — (y — 2)gi(x))

k=0

IN

> k() = gr(@) — (y — 2)gi ()]
k=0

< Jaos) — 90(x) — (v — D)gpla)] + 3 L
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Or, par des calculs simples, on obtient que, pour tout (z,y) € J? :
1 1

l90() = g0(x) = (v — )o@ = | - T T WD
- —(y — =) .
= |Groa+y TV V0
_ W'
(1+z)2(1+y)|

Des lors, il s’ensuit par linéarité de la somme que, pour tout (z,y) € J? :

S o) - S onle) - -0 S ghw)| < | LD
k=0 k=0 k=0

n
1
<|l—F—— |+ (= y)? Y —  (%).
e R 275
Comme les séries > 75, 3 gr(2), 3 gk(y) et 3 g (x) convergent d’aprés les questions précédentes,
il s’ensuit par passage a la limite quand n tend vers +oo dans l'inégalité (x) que :

—+o00 +oo +oo
S o) =D o) — (y—2) Y gilx)
k=0 k=0 k=0
Par définition des fonctions f et gy, il s’ensuit que, pour tout (x,y) € J? :

—z)? 2+001

(y— =) S
STty TN

S U+22(+y

+oo
fly) = fl@) = (y—2) ) gi(x)
k=0

Aprés division par (x — y), on obtient que, pour tout (z,y) € J? tel que © # y, on a :

f) —f@) {7, ly — 2| SE
?JT_I;Q’“(CE) Sm‘ﬂy—ﬂ;ﬁ (k).

Comme le membre de droite de 'inégalité (xx) tend vers 0 quand y tend vers z, il s’ensuit d’apres
le théoréeme des gendarmes que :

+oo
k=0

y—x y—x
ce qui signifie que, pour tout = € J :

fly) — f(=)

—+o0
—_— —> ' ().
y—= y*f”“’kz:ogk()

Par conséquent, on en déduit que :

too k+1
—1
f est dérivable sur J et de plus : Vz € J, f'(z) = ,;ZO (k‘(—l-l)-i-l‘)2

(d) Déterminons la valeur de f’(0). D’apres la question précédente, on sait que :

oo k+1 too k
(=D (=D
FO=X e o =2 e
= (k+1+40)02 — k
D’apres le résultat de la question (1)(c), on en déduit que :
2
T

£1(0) =

T




