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ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°2

Corrigé de ’exercice 1. Pour écrire une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 1, calcule et
. _\\n i _1)\i43 > s it
affiche la somme S = 1", ., (—1)7j7, on procedera avec deux boucles for comme suit :

def somme(n):
s=0
for i in range(l,n+1):
for j in range(1,i+1):
s=s+((=1)**j)* (j**3)
return s

Corrigé de l’exercice 2. Soit (u,)p>o la suite définie par up = 2, u3 = 3 et pour tout n € N par
Upt2 = /UnplUpt1. Pour écrire une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 0, calcule u,, on va
utiliser une fonction récursive comme suit :

import numpy as np

def suite(n):
if n==0:
return 2
elif n==1:
return 3
else:
return np.sqrt(suite(n-1)*suite(n-2))

Corrigé de ’exercice 3. Soit (u,),>0 une suite vérifiant la condition ug > 1 et la relation de récurrence :

(1)

1
VneN, upy =2——.
Up
Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout € N par :
P(n): "u, >17.
Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie car uy par hypothese. A présent, supposons P(n) vraie pour
un certain entier n > 0, et montrons que P(n + 1) est aussi vraie. Par hypothése de récurrence, on
sait que u,, > 1, ce qui entraine que u% <1, et donc :

1
Upp1 =2——2>2—-1=1,

n
d’otut il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a
tout ordre n > 0. Par conséquent, on vient de montrer que :

’VnZO, upy > 1.

Etudions tout d’abord la monotonie de (uy)nen. Pour tout n € N, on trouve que :

1 u2 — 2u 1 Uy — 1)2
un+l_un:2_7_un:_n nt :_(n )
Unp, Uy, Uy,

Comme u,, > 1 d’apres la question précédente, on constate que w,, > 0, et donc un41 — u, < 0.
Comme ceci est vrai pour tout n € N, il s’ensuit que :

’la suite (un)nen est décroissante. ‘

A présent, montrons que la suite (u,)nen converge et donnons sa limite. Comme la suite (uy,)nen est
décroissante et minorée par 1, on en déduit avec le théoreme de la limite monotone qu’elle converge
vers un réel [. Reste a déterminer [. A noter que, comme uy, 1 = 2 — 1% pour tout n > 0 et que la
suite (un+1)nen converge aussi vers [, on obtient par passage a la limite dans les égalités que | = 2— %,
c’est-a-dire [2 — 2] + 1 = (I — 1)2 = 0. En particulier, on voit que [ — 1 =0et [ =1, et donc :

’1& suite (up)nen converge vers 1.

1



(3) Ecrivons une fonction en Python qui, étant donnée une précision € > 0 et une valeur initiale ug > 1,
détermine le plus petit entier n > 0 tel que |u,, — | < e. Pour ce faire, on va procéder comme suit :

import numpy as np

def entier(x,e):
n=0
u=x
while np.abs(u-1)>e:
u=2-(1/u)
n=n+1
return n

Corrigé de I’exercice 4. Dans cet exercice, on se propose d’étudier la fonction f définie par la formule :

+oo
flz) = / e 21 + x2e2tdt.
0

(1) (a) Montrons que, pour tout réel a > 0, 'intégrale f0+oo e~ dt converge et donnons sa valeur. Pour

tout réel y > 0, on voit par un calcul simple que :

Y efat Y e~ 60 e—ay 1
/e‘”dt:[— =——— =t
0 a 0 a a a a

Comme a > 0, il s’ensuit que e tend vers 0 quand y tend vers +oo, et donc l'intégrale
foy e~ %dt tend vers % quand y tend vers +oo. Par conséquent, pour tout a € R} :

“+ o0 400 1
I'intégrale / e~ dt converge, et de plus : / e Ydt = —.
0 0 a

Soit x € R. Etablissons la convergence de 'intégrale f0+oo e 2t\/1 + x2e2tdt. Tout d’abord,
on peut remarquer que la fonction t — e~2t/1 + z2e2! est définie et continue sur [0, +oo],
puisqu’elle est obtenue par somme, racine et produit de fonctions continues, et elle est de plus
positive sur [0, 4o00[. Des lors, f0+°° e~ 2'\/1 + x2e2tdt est une intégrale d’une fonction positive,
et ne présente qu’'une impropreté en +oo. De plus, comme ’exponentielle est croissante sur R,
on trouve que 1 < 2! pour tout t € R, et donc pour tout t € Ry :

e 2\ /1 + 22e2t < e\ /e2t 4 3262t = e 2tet\/1 + 22 = e t\/1 + 22
Comme l'intégrale f0+°° e~ tdt converge d’apres la question précédente, il s’ensuit que l'intégrale
0 /1 + 2%e~tdt converge par linéarité. Des lors, l'intégrale f0+oo e 2\/1 + x2e2tdt converge

0
d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives, et donc :

+oo
lintégrale / e~ 2\/1 4 x2e2tdt converge pour tout x € R.
0

. 7’ 7’ —t
Vérifions que, pour tout réel z > 0 et tout réel ¢ > 0, on a : zet < /1 + 222t < et + 92—1, Pour
ce faire, on commence d’abord par montrer que ze! < /1 + z2¢2t. Comme z,e! sont > 0, on
voit que Vx2e?t = zet, et donc :

22e? <14 2%" = V22 <\/1+a2t = xe' <1+ a2t

7’ —t J— .
A présent, montrons que v'1 4 z2e? < ze’ + $—. Comme z,e’,e~" sont > 0, on voit que :

t

_ 2 —t\ 2
VIZad <ac+ = (ViTaie) g(mme)

2z

—t —2t
e e
— 1+ 2% < x2e?t + 2pet — + —
2x 4x



Comme cette inégalité est trivialement vraie, il s’ensuit que I'inégalité de départ est aussi vraie,
—t
et donc V1 + z2e?* < we' + S—. Par conséquent, pour tous z >0 et t >0, on a :

—t

e
zet < /14 z2e?t < et + —.

2z

Montrons que, pour tout réel z > 0,ona: z < f(x) <z + é. En multipliant ’encadrement de
—2t on obtient que, pour tous z > 0 et t >0 :
—3t

2x

la question précédente par e
—t —2t 5 22 -t , €
ze " <e 1+ xz2e?t <zge "+

Comme les intégrales f0+°° e~tdt et f0+oo e~ 3tdt convergent d’apres la question (1)(a), on voit que
les intégrales f0+°o xe tdt et f0+°° (ze P+ i)dt convergent aussi par linéarité. Comme de plus

o

2x
I'intégrale fOJrOO e~2'\/1 + x2e2tdt converge d’apres la question (1)(b), on obtient par croissance
de l'intégrale que :

+oo +o00 “+o00 e—St
/ xetdt < / e"2\/1 + x2e2tdt < / (xe_t + ) dt.
0 0

0 2z
Par définition de f et par linéarité de l'intégrale, il s’ensuit que, pour tout x > 0 :

—+oo —+oo 1 +oo .
:v/ e tdt < f(z) < ac/ e tdt + —/ e 3t
0 0 2z Jo

Comme f0+oo e ldt =1 et f0+oo e 3tdt = & d’apres la question (1)(a), on en déduit que, pour
tout réel x > 0 :

1
z< flz) <ax+ —.
<J@ <ot o
Précisons la nature de la branche infinie de la courbe de f au voisinage de +o0o. D’apres la
question précédente, on sait que 0 < f(z) —x < & pour tout z > 0. D’apres le théoréme des
gendarmes, il s’ensuit que f(x) — x tend vers 0 quand x tend vers 400, et donc :

’1a courbe de f admet pour asymptote en + oo la droite d’équation : y = x.

A Taide du changement de variable u = ze! que 'on justifiera, montrons que, pour tout x > 0 :

+oo  / 2
f(z) = 2* / l;ﬁdu.
- U

Fixons un réel z > 0 et posons u = xe’ pour tout ¢t € R. Alors la fonction u : R — R* définit
une bijection strictement croissante de classe C!, puisqu’elle est de classe C! et que sa bijection
réciproque est la fonction uw=! : ¢t — lng(ct), qui est elle aussi de classe C'. Des lors, on peut
effectuer le changement de variable u = ze!. Remarquons qu’alors du = zeldt, que u tend vers
x quand t tend vers 0 et que u tend vers +o0o quand t tend vers +oo. D’apres le théoreme sur le
changement de variable, on trouve alors que :

+oo
flz) = / e 21 + x2e2tdt

0

+oo -3t
e
= / V14 x2e2tzetdt
0 X

+o0 1
= / —— /1 + (zet)2zeldt
0

+oo 332
= | G VTE e
0

+oo .2
= / x—S\/l—&—u?du
. U

Par linéarité de 'intégrale, on en déduit que, pour tout > 0 :

foy=a? [

u3

du.




(b) Montrons que la fonction f est de classe C! sur ]0, +o0[ et que, pour tout z > 0, on a :

, 2f(x) = V14a?
Je) = T
Pour ce faire, considérons I'application h définie pour tout x > 0 par :

/+°° V14 u?
T

u3

h(z) = du.

D’apres la relation de Chasles, on voit que, pour tout x > 0 :

h(z) — LRV T V1 4+ u? B V14 u? T V1 4 u?
T 1 1 1

Comme la fonction h : z — flm v 1;;“2 du est la primitive qui s’annule en 1 de la fonction

T — ‘/1;37, laquelle est continue sur R%, la fonction h est de classe Cl sur R%. Des lors,
comme g = —h + K, ou K est la constante 1+°° ‘/?du, la, fonction g est de classe C! sur R%
comme combinaison linéaire de fonctions de classe C' sur R? . Mais comme x — 22 est aussi
de classe C' sur R, la fonction f est de classe C! sur R* comme produit de fonctions de classe

C! sur R%. De plus, pour tout = > 0, on a :
fll@) = (2*(-h(z)+K))

= 2z(—h(z) + K)+ 2*(—h(z))

V1 +u2 oo /1 + u2 V1 + a2
1 u 1

3

o0 V1 4 u? oV 1+ 2?2
= 2 ———du—=z 5
. u

T u3 T

2 2/+°°\/1+u2d V14 22
= - U —

2 V1+ a2

= Ef(m)_ T
_ 2f(;v)—\/1+9c2.

Des lors, on vient de montrer que :

2f(x) = VI+a”

la fonction f est de classe C! sur R} et : Ve e Ry, f'(z)= .

(c) Justifions, pour tout x > 0, 'égalité suivante :
Feo du
e u/1+u2
Pour ce faire, on part du fait que, d’apres la question (3)(a), on a pour tout > 0 :
teo VT4 12
fay=a* [T
x
Soit y un réel > x fixé, et posons : u(t) = V1 + 12 et v(t) = — 5. Alors les fonctions u et v sont

22"
de classe C' sur R, et de plus : u/(t) = \/# et v'(t) = ;5. Par intégration par parties, on a :

[
3
x

2f(z) = V1+ a2 +2°

dt.

= /yu(t)u’(t)dt = @) — [ «@)v(t)dt
vivzelh oot 1
- l_ 22 _/z “virewe™

x

ce qui nous donne apres simplification et par linéarité de l'intégrale que :
Y V12 VitaZ J1+y2 1 (Y dt
s dt = — - —dt.
a e V112

222 212 + 2



Comme 1+3%2 ~ 3?2, il s’ensuit que /1+%32 ~ 1y, et donc:

y—+o00 Yy——+oo
V14 y? 1
2y%2  y—too 2y

S

2
21;2‘” tend vers 0 quand y tend vers +o00. De plus, comme l'intégrale

f;oo v 1t§t2 dt converge d’apres la question (3)(a), la fonction y — [* 7vl;{tzdt admet une limite
finie quand y tend vers +oco. En particulier, d’apres la relation ci-dessus, la fonction y ——

j , \/%dt admet une limite finie quand y tend vers +oo, et de plus on obtient par passage a

la limite que :

En particulier, on voit que

VIR Vide? 1t dt
t3 22 2/, t

dt _
V14 t2

x

En multipliant par z2, il s’ensuit que, pour tout 2 > 0 :

+o0 2 +o0
V14t dt
2x2/ %dt: 1+x2+x2/ —.
@ ¢ s I+

Par conséquent, on en déduit d’apres la formule de la question (3)(a) que, pour tout > 0 :

5o [T dt

Montrons que f est strictement croissante sur ]0, +oo[. D’apres les questions (3)(a) et (3)(b), on
trouve que, pour tout = > 0 :

2f(x) — V1 +2?

/ _
r@) - :

2 2 ptoo  dt 2

Vita?4a? [ = V1i+zx

T

T dt
= —_—.
/ac tv1 + 2
1
tv/1+4t2
s’ensuit par stricte positivité de 'intégrale que :

Comme la fonction t — est continue, positive et non identiquement nulle sur R%, il

Too gt
/ _ oy,
. t/1+22

d’ott Pon déduit que f’(x) > 0 pour tout z > 0, et donc :

’ la fonction f est strictement croissante sur |0, 4+00[. ‘

400 wlin(u)du
0 (14u2)3/2

t bien définie et continue sur ]0, +oco[. Comme de plus uln(u) tend vers

Vérifions que 'intégrale converge. Tout d’abord, on peut remarquer que la fonc-

wln(u)

tionh:uiﬁmes

0 quand u tend vers 0 par croissance comparée, on voit que h(u) tend vers 0 quand u tend vers 0.
+0oo win(u)du
0 (1+u2)3/?

converge. Etudions maintenant I'impropreté

Des lors, h est prolongeable par continuité en 0 et U'intégrale est faussement im-

propre en 0. En particulier, 'intégrale fol %

en +o0o. Comme u? + 1 ot u?, on trouve d’apres les regles de calcul des équivalents que :
u——+00
1
h(u) % M In(u) u®/? In(u) In(u)
# - # - (]_ —+ 'LL2)3/2 u—r~+00 (u2)3/2 u—+oo l/2°

1 . L .
Comme :1(72) tend vers 0 quand u tend vers 400 par croissance comparée, il s’ensuit que h(u)u3/ 2

tend vers 0 quand u tend vers 400, et donc :

1
h(u) e o <u3/2) .
du

u3/2

f1+°o h(u)du converge d’apres le critére de négligeabilité des intégrales de fonctions positives.

Comme l'intégrale de Riemann f1+00 converge et que # > 0 pour tout u > 1, 'intégrale



. o 1wl . P .
Mais comme lintégrale [ = n(w)du converge aussi, on en déduit avec la relation de Chasles que

0 [+u2)372

Vintéerale /J”’C wln(u)du converee
intégr ——————— converge.
& o (14u?)3/? &

Justifions, pour tout = > 0, la formule suivante :

/*00 d  In(z) +/+°° tIn(t)dt
. B . PR

I+ VIt+a?
et v(t) = In(¢). Alors les fonctions u et v sont de

1
V1412

—W et v'(t) = % Par intégration par parties, on a :

Yy dt Yy , B y yu/ ;
| = = [ = wewnr - [T

In(t) 1Y v ¢
Vi+ez], J. @+t2)3/
ce qui nous donne apres simplification et par linéarité de l'intégrale que :

/y dt In(x) n In(y) +/y tIn(t)dt dt ().

WVITE  Vita2 1t g? (1+1¢2)3/2

Comme 1+y? ~ 3?2, il s’ensuit que /1 +%2 ~ , et donc :
Yy Yy—r—+o0

— o0
In(y) In(y)

V1Ity2yote oy
In(y)

Comme — tend vers 0 quand y tend vers +oo par croissance comparée, il s’ensuit que

Fixons un réel y > x, et posons : u(t) =

classe C* sur R%, et de plus : u/(t) =

In(y)
i
tend vers 0 quand y tend vers +co. De plus, d’apres la question précédente, on sait que I'intégrale

+oo tIn(t)dt N +oo tIn(t)dt
fo iz converge, et donc l'intégrale fx re2ere

dt
tV/1+22
vers +00. De plus, par passage & la limite quand y tend vers +oo dans la relation (x), on en

déduit que, pour tout x >0 :

/*"O dt In(x) +/+°° tIn(t)dt

=— —— L.
tV1+ 2 V1422 (14 12)3/2

converge aussi pour tout z > 0. Des

lors, la relation () entraine que la fonction y — fj admet une limite finie quand y tend

Montrons que f'(z) ~ —zlIn(z) et que f(x)—% L _2hn@)
z—0t

. D’apres la question précédente,
z—0t

on sait que, pour tout x > 0 :
/+°° d  In(z) N /+°° t1n(t)dt Ut
o tV1+12 Vita? S, (1+2)32

Si l'on divise cette égalité par —In(x) pour > 0 et x # 1, on trouve que :

+o00 dt +oo  tln(t)dt
e w1 Je armedt

") Vire | (@)

O+DO %dt converge, il s’ensuit que f+oo tin(t)dt

- Wdt admet une limite

Comme l'intégrale
finie quand x tend vers 0, et donc :

+oo  tin(t)dt
J2 (1+t(2;3/2dt

lim ——————— =0
z—0 ln(a:)
+oo dt _
Des lors, il vient que lim,_. # =1, et donc :

/+Oo _ gt ~In(z)
s V1L 2 z—0t '

Mais comme f'(x) = a:f;m t\/% d’apres la question (3)(d), on en déduit que :

f(x) LT In(z).




D’apres la question (3)(b), on sait que f'(z) = % V1ta®

2f(z) = V14 22+ zf'(z).

D’apres les régles de calcul des développements limités, on voit que v1 + 22 = . 1+ ””—22 +o(z?).
z—0

, et donc pour tout x > 0 :

Comme de plus f'(z) ~ —=xln(z), on obtient que f'(x) ~ —zln(x)+ o(xln(z)), et donc
—0t z—0t

on trouve qu’au voisinage de 0% :
2() = VIFa+af()

= 1+ % + o(2?) + z(—zIn(z) + o(z In(z)))

= 1+ % +o(z?) — 2% In(z) + o(2? In(x)).

Comme la fonction In tend vers —oco en 0%, on voit que 1 = . o(In(z)), ce qui entraine que
x—0

z—; =. o(z%In(z)) et x? =. o(z%In(z)), et donc :
2f(z) = L= 22 In(z) + o(2? In(x)).

Dés lors, il s’ensuit que f(z) — & = —% + o(x? In(x)), et donc :
z—0

1 22 In(x)

fl@) =5

2 m:0+ 2

(d) Montrons que f est C! sur [0, +o0[ et précisons la valeur de f/(0). Par définition de f, on voit
que :
+o0 +oo 1
f(0) = / e 21+ 02e2dt = / e Mt =1, = 7
0 0
D’apres la question précédente, on sait que :

x2 n\x
f@) -2 z’lnz)

2 z—0+ 2

Des lors, comme 22 In(z) tend vers 0 quand z tend vers 0 par croissance comparée, il s’ensuit
que f(z) — % tend vers 0 quand x tend vers 0. Des lors, f(z) tend vers % = f(0) quand z
tend vers 0, et donc f est continue en 0. Mais comme f est de classe C! sur |0, +oo[ d’apres les
questions précédentes, f est continue sur ]0, +o00[, et donc f est en fait continue sur [0, +oo[. De
plus, comme f'(z) ~g+ —zIn(z) et que z1In(z) tend vers 0 quand x tend vers 0 par croissance
comparée, il s’ensuit que f’(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. Des lors, comme f est continue
sur [0, +oo[, de classe C! sur |0, +oo[ et que f’ admet une limite finie en 0 (& savoir : 0), le
théoréme de prolongement de classe C! entraine que :

’1& fonction f est de classe C* sur [0, +o00] et de plus : f/(0) = 0. ‘

Corrigé de ’exercice 5. Soit E un espace vectoriel. Pour tout g € L(F) et tout P € R[z], de la forme
P:z+—ao+ a1z + ...+ a,z™, on désigne par P(g) 'endomorphisme de E donné par :

P(g) = apldg + a19 + ... + ang™.
On montre alors (et nous admettrons) que, pour tous A, u € R et tous P, Q € R[z] :
(AP +uQ)(9) = AP(9) + 1Q(g) et (PQ)(g) = P(g) o Q(g) = Q(g) © P(g)-

Dans cet exercice, on consideére un endomorphisme f de E tel que T(f) =0, ou T : x — 8x% — 1422+ 72 — 1.

(1) Montrons que T admet trois racines réelles «, 3,7y que 'on déterminera, avec @ < < «. Pour ce
faire, on peut commencer par remarquer que 1 est racine de T, puisque :

T(1)=8—14+7—1=0.

Comme 1 est racine de 7T, il existe des réels a, b, ¢ tels que T(z) = (z — 1)(az? + bz + ¢). Par des
calculs simples, on trouve que :

T(z) = (z — 1)(az? + bx + ¢) = az® + (—a + b)2* + (=b+ )z — c.
Comme T'(z) = 823 — 1422 + 7x — 1, on obtient apres identification que :

a=8  —a+b=-14, —-b+4+c=7, —c=-1,



d’ou il s’ensuit que a =8, b = —6, c =1, et donc :

T(z) = (z —1)(82% — 6z + 1).

Comme le discriminant du trinéme 822 — 6z + 1 est égal & A = (—6)? — (4x8x 1) =36—-32=4 > 0,
il s’ensuit que le polynéme 822 — 6x + 1 admet deux racines réelles, & savoir :

6+2_1 6-2 1
T = —— — — e To = — = —,
! 16 2 2 16 4

Par conséquent, on en déduit que :

1 1
T admet trois racines réelles «, 3,7, avec : a = T 8= 5 V= 1.

(2) Soit ¢ I'application qui, & tout P € R[x], associe le reste de la division euclidienne de P par T.

(a)

(b)

Rappelons le théoreme sur la division euclidienne des polynémes. Ce dernier affirme que :

Etant donnés deux polynémes A, B € R[z], avec B # 0,
il existe un unique couple de polynomes (Q, R) € R[x]?
tels que : A= BQ + R et deg(R) < deg(B).

Montrons que ¢ est un endomorphisme de R[z]. Comme ¢ est 'application qui, a tout P € R|z],
associe le reste de la division euclidienne de P par T', on voit que ¢(P) appartient & R[z] pour
tout P € R[z]. Deés lors, pour montrer que ¢ est un endomorphisme de R[z], il suffit de vérifier
que ¢ est bien linéaire. Soient A1, Ay € R et soient P;, P, € R[z]. D’apreés le théoréme sur la
division euclidienne des polynémes, il existe un unique couple (Q1, R;) € R[z]? et un unique
couple (Q2, R2) € R[z]? tels que :

P, =TQ; + Ry avec deg(R1) <3 et P, =TQ2+ Ry avec deg(R2) < 3.
Par définition de ¢, on voit que p(Py) = Ry et o(P3) = Ra, et que de plus :
AP+ X Py =T [MQ1 + A2Q2] + [M Ry + Ao Ry).

Mais comme R7, Ry sont de degré < 3, on voit que A\ Ry + Ao Rs est de degré < 3. Par unicité
de la division euclidienne, il s’ensuit que A1 Ry + Ao Ry est le reste de la division euclidienne de
AP 4+ Ao Py par T', ce qui entraine que :

O(AMPL+ XoP2) = MRy + ARy = AM(P1) + Aogp(Po).

En particulier, on voit que 'application ¢ est linéaire, et donc :

’ ¢ est un endomorphisme de R[x]. ‘

Déterminons si ’endomorphisme ¢ est injectif ou surjectif. Tout d’abord, on voit que ¢ n’est
pas injectif. En effet, le reste de la division euclidienne de T" par T est le polynéme nul, et donc
©(T) = 0 alors que T # 0. En particulier, le noyau de I’endomorphisme ¢ n’est pas réduit a
zéro, et donc :

’  n’est pas injectif. ‘

De méme, on voit que ¢ n’est pas surjectif. En effet, comme p(P) est le reste de la division
euclidienne de P par T, on peut remarquer que ¢(P) est de degré < 3 pour tout P € R[z]. En
particulier, le polynéme x — 3 n’appartient pas a Jm(y), puisqu’il ne peut étre le reste de la
division euclidienne d’un polynéme P par T', et donc Jm(yp) # R[z]. Par conséquent :

’go n’est pas surjectif. ‘

(3) Onpose Ly :x+— (x —a)(x — B), La:x— (z — B)(x — ) et Ly : v — (z — a)(z — 7).

(a)

Montrons que la famille (Lq, L2, L3) est une base de Rg[z]. Comme cette famille compte 3
éléments et que dim(Ry[X]) = 3, il suffit de montrer que (L1, Lo, L3) est une famille libre. Soient
ai,as, a3 € R tels que a1 Ly + asLo + agLg = 0. Alors, on voit que, pour tout z € R :

ar(z — a)(z — ) + az(z — B)(x —7) + az(z — a)(z —v) = 0.
En particulier, si 'on remplace x par «, on trouve que :
az(a—p)(a—7) =0.

Comme «, 3,7 sont distinctes, il s’ensuit que o — 8 # 0 et « — vy # 0, ce qui entraine que
(a — B)(a—7) #0, et donc as = 0. De méme, si 'on remplace x par 3, on obtient que :

az(B—a)(B—~) =0.
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Comme «, 3,7 sont distinctes, il s’ensuit que 8 — a # 0 et 8 — v # 0, ce qui entraine que
(8 —a)(B—")#0, et donc ag = 0. Enfin, si 'on remplace x par +, on trouve que :

ar(y —a)(y—B) =0.

Comme «, 3,7 sont distinctes, il s’ensuit que v — a # 0 et v — § # 0, ce qui entraine que
(v —a)(y—B) #0, et donc a; = 0. Par conséquent, on vient de montrer que a; = as = az =0,
et donc la famille (L1, Lo, L3) est libre, ce qui entraine que :

’ (L1, Lo, L3) est une base de Rax]. ‘

Montrons d’abord que, pour tout n € N, il existe un unique triplet (a,,b,,c,) € R3 tel que :
‘p(en) = anLl + an2 + CnL?n

ou e, : x — x". Par définition, le polynoéme ¢(e,) est le reste de la division euclidienne de e,
par T. Comme T est de degré 3, ¢(e,) est un polynéme de degré < 2, et donc il appartient &
Ry[z]. Mais comme (L1, Lo, L3) est une base de Ry[z], il existe un unique triplet (a,, by, c,) € R?
tel que :

’ olen) = anly + by Lo + ¢ Ls. ‘

A présent, exprimons a,,b,,c, en fonction de n et vérifions que ¢, = %. Pour ce faire, on

procede comme suit. Partant du théoréme sur la division euclidienne des polynoémes, on sait
que, pour tout n € N, il existe un unique couple (Q,, R,,) € R[z]? tel que e, = Q,T + R, avec
deg(R,) < 3. Comme ¢(e,) = R,, on obtient que, pour tout n € N, il existe un polynéme
Q. € Rz] tel que :
en =QnT + anly +byLo+c,Ls ().
Comme v = 1 est racine de T, Lo, L3, on trouve avec 1’égalité (x) que, pour tout n € N :
en(1)=1"=Q,(1)T(1) 4+ anL1(1) + by La(1) + ¢ L3(1) = anL1(1).

Comme a = i, b= % et v = 1, on obtient par définition de L1 que, pour tout n € N :

1:an(1—a)(1—ﬁ):an(1—;> (1—i):anxz,

d’ou il s’ensuit que a, = %. De méme, comme f est racine de T, L1, Ly, on trouve avec ’égalité
(%) que, pour tout n € N :

en(ﬁ) = ﬁn = Qn(ﬂ)T(/B) + a”nLl(ﬁ) + anQ(ﬂ) + CTLL3(6) = CnL3(/8)

Comme a = %, 8= % et v =1, on obtient par définition de Ly que, pour tout n € N :

1 1 1 1 -1
27:%(,3*04)(5*7):% (24) (21> :Cnx?a

d’ou il s’ensuit que ¢, = 2,17_15 Enfin, comme « est racine de T, L1, L3, on trouve avec 1’égalité

(%) que, pour tout n € N :
en(a) =a" = Qun(a)T () + anLi(a) + by La(a) + ¢ Ls(a) = by La(a).

Comme o = 1, = 5 et v =1, on obtient par définition de Ly que, pour tout n € N :
1

1 1 1 3
E:bn(a_ﬁ)(a_W):bn (4—2) <4—1> :anT67

d’oti il s’ensuit que b, = ﬁ Par conséquent, on a pour tout n € N :

3

8 , _ 1 -1
= n= 31 v T onm3e

Prouvons que, pour tout n € N, on a : f™ = ap,Li(f) + by La(f) + cnLs(f). D’apres la question
précédente, on sait que, pour tout n € N, il existe un polynéme Q,, € R[] tel que :

€n = QnT +anly +bpLa + ¢, L.
En particulier, ceci nous donne que, pour tout n € N :

" =Qn(f) o T(f) + anLi(f) + buLa(f) + cnLs(f).

Mais comme T'(f) = 0 par définition, on en déduit que, pour tout n € N :

(7 = anLa(f) + buLa(f) + cals(f).]
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d) Justifions la convergence des suites (a), (bn),(c.) (de limites respectives a,b,c). D’apres la
g

question (4)(b), on sait que, pour tout n € N :

8 o, _ 1 -1
30 ' T gm0 T onmse

Comme 2773 et 474 tendent vers +oo quand n tend vers 400, on en déduit que :

Ay =

8
(an), (bn), (cn) convergent et de plus : a = 3 b=0, ¢=0.

(4) On pose h = aLy(f)+ bLa(f) + cLs(f).

(a)

Montrons que h = £(8f? — 6f 4+ Idg). Comme Ly : z +— (z — a)(z — ), a = § et f =
obtient par des calculs simples que :

N

3 1
Li:zr—22-2 —.
1:X x 41:—1—8

D’apres les résultats de la question précédente, on trouve alors que :
h = ali(f) + bLa(f) + cLs(f)

_ %Ll(f) +0Ls(f) + 0Ls(f)

= (8767 +1dp).

Par conséquent, on en déduit que :

h:é(8f276f+IdE).

Prouvons que h est un projecteur. Pour ce faire, on commence par remarquer que h est un
endomorphisme de R[z], comme composée et combinaison linéaire d’endomorphismes de E. Reste
donc & montrer que h? = h. Partant du fait que T(f) = 83 — 142 + 7f — Idg = 0 et que
T(x) = (x — 1)(822 — 62 + 1) d’apres la question (1), on trouve que :

(f —Idg)o (8% —6f +1dg) = 0.
En divisant par 3, on obtient par définition de h que :
1
(f—1dg)o (3 (8]‘2 —6f+IdE)> =(f—Idg)oh =0,
d’ot il s’ensuit que foh —h =0, et donc foh =h (x). Sil’'on recompose par f, alors on a :

froh=fo(foh)=Ffoh=h (sx).

Des lors, il s’ensuit avec les relations () et () que :

h2

(;(sﬁ - 6f+IdE)> oh

(8f?ch—6foh+1dgoh)

Wl =

1
g Bh—6hth) = D

Par conséquent, on voit que h € L(E) et h?> = h, et donc :

’ h est un projecteur de FE. ‘

Corrigé de l’exercice 6. On désigne par B = (i,5) la base canonique de R?. Dans cet exercice, on se
propose de trouver tous les couples (u,v) d’endomorphismes de R? vérifiant les quatre assertions suivantes :



(1)

(2)

11

On commence par étudier un exemple. Vérifions que les endomorphismes u, v canoniquement associés
a U,V sont solutions du probléeme posé, ou U et V' sont données par :

0 -1 1 1
o) w vt Y)
Pour ce faire, on commence par montrer la condition (A;). Par un calcul simple, on trouve que :
2 _ (0 =1\ (0O -1} _ /-1 0Y)_
U‘(1 o)\t 0o)=\o —1)= 71
Comme U? est la matrice de u? dans la base canonique de R?, il s’ensuit que :
(Ay) s u? = —1d.

Vérifions maintenant la condition (Az). Comme V # Iy et que V est la matrice de v dans la base
canonique de R?, on voit que :
(A2) : v # 1Id.

A présent, montrons la condition (As). Par un calcul simple, on trouve que :

w00 -3 Y-
Comme (V — I3)? est la matrice de (v — Id)? dans la base canonique de R? il s’ensuit que :
(A3) : (v —1d)* = 0.
Enfin, vérifions la condition (A4). Par des calculs simples, on obtient que :
e ()0 )0 ) )
Des lors, on voit que rg(U +V — Is) = 1. Comme U + V — I, est la matrice de u + v — Id dans la

base canonique de R?, il s’ensuit que rg(u + v — Id) = 1. D’apres le théoréme du rang appliqué a
I’endomorphisme u + v — Id de R2, on obtient que :

dimker(u + v —Id) = dimR? —rg(u +v —Id) =2 -1 =1.
En particulier, on trouve que :
(Ay) : ker(u +v —Id) # {0}.

Par conséquent, on en déduit que :

’ les endomorphismes u, v sont solutions du probleme posé. ‘

On revient au cas général, et on considére un couple (u,v) solution du probleme.

(a) Montrons que u et v sont des isomorphismes et donnons u~!,v~! en fonction de u, v, Id. D’apres
la condition (A;), on sait que u? = —Id. En particulier, on voit que u o (—u) = (—u) o u = Id,
ce qui entraine que :

’u est un isomorphisme et de plus : v~ = —u. ‘

De plus, d’apres la condition (A3) on sait que (v — Id)? = 0, et donc :
(v—1d)? =v? —20+1d = 0.
En particulier, on obtient par des calculs simples que :
vo(—v+42Id) = (—v+2Id) ov = —v? +2v =1d.

Par conséquent, on en déduit que :

’v est un isomorphisme et de plus : v~ ! = —v + 2Id.

(b) Calculons v™ comme combinaison linéaire de v et Id pour tout n € N. Comme v? — 2v +Id = 0,
on voit sur les premieres puissances de v que :

0 = 0.0 + 1.Id
vl =10v+0Id
v?=20v-1Id

ce qui nous invite a conjecturer la propriété P définie pour tout n € N par :
P(n):"v" =nv— (n—1)Id".
Montrons la propriété P par récurrence. Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car :

0 =004 1.Id = 0.v — (0 —1).Id.
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(4)

()

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) lest aussi. Par hypothese
de récurrence, on sait que v = nv — (n — 1)Id. Si 'on compose cette égalité avec v, alors on
trouve que :

V" =vov™ =vo (nv— (n—1)Id) =nv? — (n—1)v.
Comme v? — 2v +Id = 0, on voit que v? = 2v — Id, et donc :
vt = n? —(n— 1)
= n2v-Id)—(n—1)w
= [2n—(n—1)jv—nld

= (n+1)v—nld,

d’ou il s’ensuit que P(n+ 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre n € N. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

" =nv—(n—1)Id. ‘

(a) Etablissons que : Jm(v — Id) C ker(v — Id). Soit y € Jm(v — Id). Par définition, il existe x € R?
tel que y = (v — Id)(x). Comme (v — Id)? = 0, on obtient que :

(v —=1d)(y) = (v — 1) [(v — 1d)(2)] = (v = 1d)*(z) = O,

et donc y € ker(v — Id). Comme ceci est vrai pour tout y € Jm(v — Id), on en déduit que :

| Jm(v — 1d) C ker(v - 1d). |

(b) Montrons que : Jm(v — Id) = ker(v — Id). Comme v # Id d’apres la condition (Asz), on voit que
(v —1d) # 0, et donc Jm(v — Id) # {0}. En particulier, on trouve que :

dim Jm(v —1Id) > 1.
De plus, d’apres le théoréme du rang appliqué a (v — Id), on obtient que :
dim Jm(v — Id) + dim ker(v — Id) = dim R? = 2,
d’ot il s’ensuit que dimker(v —Id) < 2 —1 = 1. Mais comme Jm(v — Id) C ker(v — Id) d’apres
la question précédente, on trouve que :
1 < dimJm(v —Id) < dimker(v — Id) < 1.

En particulier, il s’ensuit que dim Jm(v — Id) = dimker(v — Id) = 1. Mais au vu de l'inclusion
Jm(v — Id) C ker(v — Id), on en déduit que :

| Im(v — 1d) = ker(v — 1d). |

Montrons que : dimker(u + v — Id) = 1. Pour ce faire, on raisonne par 1’absurde et on suppose que
dimker(u+v—1d) # 1. Comme u, v satisfont la condition (A4), on sait déja que ker(u+v—1d) # {0},
et donc dim ker(u + v — Id) # 0. Mais comme ker(u + v — Id) est un sous-espace vectoriel de R?, cela
entraine que dimker(u + v — Id) = 2, et donc ker(u + v — Id) = R2. En particulier, on voit que :
u+v—1Id=0,
ce qui nous donne que —u = v — Id. En passant aux carrés, on trouve avec la condition (A3z) que :
(—u)? =u? = (v—1d)* =0,

ce qui contredit le fait que u? = —Id d’apres la condition (A4;). Par conséquent, on en déduit que :

’dimker(u +v—-1d)=1. ‘

Soit (e2) une base de ker(u + v — Id) et posons : e; = —u(ez).

(a) Montrons que (eq, e3) est une base de R2. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde et on suppose
que (e1, ez) n’est pas une base de R2. Alors ces deux vecteurs sont colinéaires. Mais comme (e3)
est une base de ker(u 4+ v — Id), le vecteur ey est non nul et il existe un réel A tel que e; = Aes.
Des lors, comme e; = —u(ez), on a la relation :

u(eg) = —ep = —Aea.
En composant par u, on trouve alors par linéarité de u que :

u?(ez) = u(u(es)) = u(—=Xes) = —Au(es) = (=) (=N)ez = Aes.
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Comme u? = —Id d’apres la condition (A;), on obtient que :
u?(eg) = —ey = ey,

d’ot il s’ensuit que (1 + A?)ey = 0. Mais comme ey # 0, cela entraine que 1+ A\? = 0, ce qui est
impossible car A est un nombre réel. Par conséquent :

’ (e1,e2) est une base de R

(b) Donnons les matrices de u et v dans la base (e1, e3). Par construction, on sait que :

u(es) = —eg = =1 x e; +0 X es.
Comme u? = —Id d’aprés la condition (A;), on obtient que :
u(er) = u(—u(ez)) = —u?(ex) =ex =0 x e; +1 X ea.

Des lors, la matrice de u dans la base (e, e2) est donnée par :

0 -1
mat(elm)(u) = <1 0 > .

A présent, comme (ez) est une base de ker(u 4+ v — Id), on voit que :

(u4v—1d)(e2) = u(es) + v(ez) — e = 0.
Comme u(ez) = —ep par construction, on obtient que :
v(ez) = —u(es) +ea=e1 +ea=1xe; +1 Xes.

Partant de 13, on voit que (v — Id)(e2) = v(ez) — e2 = e1. Mais comme (v — Id)? = 0 d’apres la
condition (Ajz), on trouve que :

(v —1d)*(eg) = (v = 1d)((v — Id)(e2)) = (v — Id)(e1) = 0,
d’ot il s’ensuit que v(e1) —e; = 0, et donc :
v(er) =e1 =1xe; +0 X es.

Des lors, la matrice de v dans la base (eg, e2) est donnée par :

1 1
mat(elm)(v) = <0 1) .

(6) Donnons la conclusion de cet exercice. D’apres la question (1), on sait que les deux endomorphismes
u, v canoniquement associés aux matrices U, V' données ci-avant sont solutions du probleme posé. Plus
généralement, on peut vérifier comme a la question (1) que deux endomorphismes u, v dont les matrices
dans une base donnée sont égales a U, V sont solutions du probleme posé. Réciproquement, on a vu
aux questions précédentes que, si deux endomorphismes u,v de R? sont solutions du probléme posé,
alors il existait une base de R? dans laquelle les matrices de u, v sont égales & U, V. Par conséquent :

deux endomorphismes u, v de R? sont solutions du probleme posé si et seulement
s’il existe une base B de R? telle que : matz(u) = U, matg(v) = V.

Corrigé de ’exercice 7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie > 0. On dira qu'un endomorphisme
f de E est nilpotent s’il existe un entier naturel n > 0 tel que f™ = 0. De plus, pour tout (f,g) € L(E)?, on
définit le crochet de Lie de f et g par : [f,g] = fog—gof.

(1) (a) Montrons que : V(f,g,h) € L(E)3, [[f, 9], k] +[lg, k], f1+[[h, f], g] = 0. Pour ce faire, considérons
trois endomorphismes f, g, h de E. D’apres les propriétés de la composition pour les applications
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linéaires, on trouve que :

[[f, 9], Wl + (Mg, Al f1+ 1[0 fl, 9] = [f,gloh—holf,gl+g,hlof—folg,hl
+[haf]og*go[h’f]

= (fog—gof)oh—ho(fog—gof)+(goh—hog)of
—fo(goh—hog)+(hof—foh)og—go(hof—foh)

= fogoh—gofoh—hofog+hogof+gohof
—hogof—fogoh+fohogt+hofog—fohoyg
—gohof+gofoh

= (fogoh—fogoh)—(gofoh—gofoh)
—(hofog—hofog)+ (hogof—hogof)
+(gohof—gohof)+(fohog—fohog)

= 0-0-0+0+0+0 = 0.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (f,g,h) € L(E)3 :

(117,91, 8] + [lg, ], 1+ [Ih, £, 9] = 0.

(b) Soit (f,g) € L(E)?. Donnons une condition nécessaire et suffisante pour que [f, g] = [g, f]. Par
des calculs simples, on trouve que :

9, fl=gof—fog=—(fog—gof)=—[f 4]

Des lors, on voit que [f, g] = [g, f] si et seulement si [f, g] = —[f, g, ¢’est-a-dire si [f,g] = 0, ou
en d’autres termes si f o g — go f = 0. Par conséquent, on en déduit que :

’[ﬁ gl=1lg,f] = fetyg commutent.‘

(2) Soit f € L(E). On souhaite démontrer dans cette question I’équivalence des propositions suivantes
(i) : 7il existe un projecteur p € L(E) tel que f = [p, f]” et (i) : 7 f2 =0".
(a) On suppose (7). Montrons tout d’abord que po f o p = 0. Par hypothese, on sait que :

f=Ip.fl=pof—fop
En composant a gauche par p, on trouve que :
pof=po(pof—fop)=p’cof—pofop
Comme p est un projecteur, on sait que p?> = p, et donc :
pof=p*of—pofop=pof—pofop.
Par différence, il s’ensuit que 0 = —p o f op, et donc :
po fop=0.
A présent, montrons que f op = 0. En composant a droite par p, on trouve que :
fop=Ip.flep=(pof—fop)op=pofop—fop’
Comme p est un projecteur, on sait que p? = p, et donc :
fop=pofop—fop*=pofop—fop.
Comme po fop=0 dapres ce qui précede, on obtient que :
fop=pofop—fop=0—fop=—fop.
Des lors, il s’ensuit que 2f op = 0, et donc :

fop=0.



(3) Soit
(a)

(b)
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Montrons enfin que f? = 0. D’apres les relations ci-dessus, on trouve que :

2= Ip.flelpf]
= (pof—fop)o(pof—Ffop)
= pofopof+ fopofop—pofofop—fopopof
= po(fop)of+(foplofop—pofo(fop)—(fop)opof
= polOof+0ofop—pofoO—0opof
= 0+0-0-0 = 0.
Par conséquent, on en déduit que :
fF=o.

On suppose (i7). Montrons qu’il existe une projection p de F tel que f = [p, f]. Pour ce faire,
considérons un supplémentaire F' de Jm(f) dans FE, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel F' de E
tel que E = Jm(f) @ F, et soit p la projection sur Jm(f) parallelement a F. Fixons alors un
élément = de E. Comme f(x) appartient & Jm(f) par définition et que p est une projection sur
Jm(f), on voit que :

(po f)(x) =p(f(2)) = f(z). ()

Comme Jm(p) = Jm(f) par construction, le vecteur p(z) appartient a Jm(f) et il existe un
vecteur y € E tel que p(z) = f(y). Dés lors, on obtient avec la relation f2 =0 que :

(fop)(z) = f(p(x)) = f(f(y)) = f(y) = 0. (%)

En particulier, on trouve avec les relations (%) et (xx) que :

[p, fl(x) = (po f)(z) = (fop)(z) = f(z) =0 = f(z).

Mais comme ceci est vrai pour tout x € F, il s’ensuit que :

[p7f] = .

Par conséquent, on en déduit que :

’il existe une projection p € L(E) telle que f = [p, f]. ‘

g un élément fixé de L(F).

Montrons que l'application ¢, : L(E) — L(E), f — [f,g] est linéaire. Pour ce faire, con-
sidérons deux réels A1, A2 et deux éléments f1, fo de L(E). D’apres les propriétés de la compo-
sition pour les applications linéaires, on trouve que :

©g(A1f1 + A2 fa) M f1+ A2 f2, 9]

= (Mfi+Xafa)og—go(Aifi+ Aaf2)
= Mfiog+Aafaog—Aigofi—Ago f
= M(fiocg—gofi)+A(faog—gofa)
= Ailf1 9]+ Xo[f2, 9]

= Apg(fi) + Xapg(fa).

Par conséquent, on en déduit que :

g est linéaire.

Montrons que, pour tout n € N et pour tout f € L(E), on a :

n

(pg)" (F) =D (-1 (Z)gk o fogF.

k=0



Pour ce faire, on pose S(f) = foget T(f) = go f pour tout f € L(E). Comme & la question
précédente, on vérifie facilement que S et T sont des endomorphismes de L(F). De plus, on voit
par des calculs simples que, pour tout f € L(E) :

(SoT)(f)=58(T(f))=S(gef)=gofog=T(fog)=T(S(f)) = (ToS)(f)
En particulier, les endomorphismes S et 7' commutent. En outre, comme ¢,(f) = fog—go f =
S(f)—T(f) pour tout f € L(E), on voit que ¢, = S —T. Des lors, on obtient d’apres la formule
du bindéme que, pour tout n € N :

n n n n
" =3 () osm = S ()T osm
k=0 k=0
Comme S(f) = foget T(f) =go f pour tout f € L(E), on vérifie facilement par récurrence
que SP(f) = fogP et TP(f) = gPo f pour tout p € N et pour tout f € L(E). Des lors, il s’ensuit
avec la relation (x) que, pour tout n € N et pour tout f € L(F) :

n

)" (1 = v ()T s

k=0

= S () )

k=0

n

= Z(l)’“(Z) T (fog"™")

k=0

= S evr(})dteso

k=0
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N et pour tout f € L(FE) :

n

(p0)" (F) = Y (-1)* (Z)gk o foghF.

k=0

(c) Montrons que, si g est nilpotent, alors ¢, est nilpotent. Pour ce faire, fixons un entier naturel n
tel que g™ = 0. D’apres la question (3)(b), on sait que, pour tout f € L(E) :

o™ () =31 ()t e Fog . ()
k=0
2n—k

n n

Si k > n, alors on voit que ¢F = g" o g" " =00gF ™ =0, et donc g¥o fog = 0. De méme,
si k < n, alors on voit que 2n — k > n, ce qui entraine que g>"~* = 0, et donc ¢g* o f o g**F = 0.

Dans tous les cas, on trouve que tous les termes dans la somme (x) sont égaux a 0, et donc :

2n
(@g)zn (f)= Z(—l)k (i?)gk ofog?F=0.

k=0

Comme ceci est vrai pour tout f € L(E), il s’ensuit que (gog)2n =0, et donc :

’si g est nilpotent, alors ¢, est nilpotent. ‘

(4) Résolvons I'équation [f,g] = Idg d’inconnues f,g € L(E). Comme E est de dimension finie, on
obtient avec les propriétés de la trace que, pour tout (f,g) € L(E)? :

Tr([f,9)) =Tx(fog—gof)=Tr(fog) —Tr(gof)=0.
En particulier, §'il existait un couple (f,g) € L(E)? tel que [f, g] = Idg, on trouverait que :
Tr ([f,9]) = 0 =Tr (Idg) = dim(E),

ce qui contredit le fait que dim(E) > 0. Par conséquent, on en déduit que :

il n’existe pas de couple (f,g) € L(E)? tel que [f,g] = Idg. ‘




