TRAVAUX DIRIGES : SERIES NUMERIQUES (REPONSES - INDICATIONS)

Exercice 1.

(17)ev , (18)div , (19)div , (20)cv

Exercice 2.

(1) Z (Vn+1- \/ﬁ)a converge si et seulement si a > 2.

1
(2) Zln <1 + n“) converge si et seulement si a > 1.

Exercice 3.
(1) Z 2In(n® 4+ n?) — 3In(n? + n) diverge.
(2) Z ¥n+1— {/n converge.

-1
(3) Z 24 nln (Z—l—l) converge.

Exercice 4. Soit p € N. Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

3 4 e
) = 2) —e'/? 1 4
M 5 SO C) W
e? +e2 64 65
5 1 O e R 7
9) 2e 10) < (1) L (12) 7e?
Y p' i 4 ) )
(13) —2(e?—1) , (14) 4e , (15) 1In(6) , (16) In(cos(1))
Exercice 5. Utiliser le critere de négligeabilité et le fait que u2 = o(uy).
n—-—+0o0

Exercice 6.

(1) Montrer que (un)n>1 €t (vy)n>1 sont adjacentes.

(2) Remarquer que u, et v, sont les sommes partielles d’ordres pair et impair de la série.

(3) Vérifier que les séries en question divergent absolument, puis utiliser la question (2) pour montrer qu’elles
convergent.

(4) Effectuer un développement limité du terme général a l'ordre 2 au voisinage de +o0o. En déduire que la
série en question diverge.

Exercice 7.
1

(1) Un nﬁ;\«;oo 7@
(2) Utiliser la question (1) et le critere d’équivalence.
(3) Passer par un télescopage.

Exercice 8.

(1) (a) Utiliser la définition axiomatique avec € et ng de la limite d’une suite.
(b) Procéder par récurrence.
1
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(c¢) Utiliser le critere de comparaison par rapport & une série géométrique.
(2) (a) Procéder comme en (1)(a).

(b) Utiliser (2)(a) pour montrer que an4+1 > a, pour tout n > ng.

(¢) La série > a,, diverge.

! n 1
(3) La série Z ﬁ converge car e 2 N
—1.3....

Gp n—too 2

Exercice 9.
(1) Procéder par récurrence.
(2) (a) Montrer que 3"p_, by < S27—0 aj, pour tout n > 1, puis conclure sur la convergence de la série 3 b,
En déduire que la suite (na,) converge comme différence de deux suites convergentes.
(b) Raisonner par ’absurde pour montrer que la suite (na,) tend vers 0, puis conclure.
(3) (a) Faire une minoration sur la somme de droite.
(b) Utiliser la question (3)(a) pour montrer que 0 < na,, < ;:ZH b;. Conclure comme en (2)(b).

Exercice 10.

(1) Passer par le logarithme et utiliser le critere d’équivalence.
(2) (a) Utiliser la formule de Taylor.
(b) Utiliser les questions (1), (2)(a) et le fait que la série > u? converge.

(3) (a) Procéder par récurrence.
(b)

)

sin(x
b) Utiliser des équivalents pour montrer que : lim v, = ( )

n—-+oo X

(¢) Appliquer la question (3)(b) au cas ot © = g

Exercice 11.
(1) a=—-2etb=1.
(2) La somme de la série vaut — In(2).

1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

v
Exercice 12. Procéder par double implication, en utilisant le critere d’équivalence et le fait que u,, = 2

1—wv,

Exercice 13.

(1 -

) vn n—too 2’

(2) Utiliser le critére d’équivalence.
n

(3) Vérifier que Z Vg —+> —o0, puis utiliser un télescopage pour montrer que (u,) converge vers 0.
n——+0o0
k=1
1
b, ~ —.
n—+oco 12n2

Utiliser la question (4)(a) et le critere d’équivalence.
Penser au télescopage!

n,—n
, . nle \/ﬁ

n—-+oo C

4) (a

(b
(c
(d

— D

s

Exercice 14.
T In(2 T
(1) (a) u()217u1:7é ),UQZI—Z.

(b) Déterminer le signe de w1 — uy,, puis conclure avec le théoréme de la limite monotone.

(c) Vérifier que upt2 + up = o1 powr tout n € N. Utiliser ensuite la question (1)(b) et faire un
n

passage a la limite.

Utiliser la question (1)(c) et ladécroissance de la suite (uy,).
1

)

) ’I’l*:\‘/FOO on’

(c) La série Y, -, uy diverge.
)
)

un

Utiliser la question (1)(c) et procéder par récurrence.




TRAVAUX DIRIGES : SERIES NUMERIQUES (REPONSES - INDICATIONS) 3

Exercice 15.

(1) Développer le produit du milieu.
(2) Utiliser la question (1).

n

1
(3) Appliquer la question (2) aux suites (u,) et (v,) définies pour tout n > 0 par u,, = — et vp = on- La
n!

somme vaut S = 2¢2.

Exercice 16.

(1) Procéder comme & ’exo 8 sur la régle de D’Alembert.
(2) Effectuer une récurrence.

(3) () ) =1+
(b) ¢ est strictement décroissante sur R* .

(4) (a) Vérifier que ugpio = ©?(u2pn) et uznys = ©*(u2,y1) pour tout n € N. Constater que ¢? est
croissante, et en déduire la monotonie des suites (ua,) et (ugn+1). Montrer ensuite par récurrence
qu’elles sont positives, et conclure & 'aide du théoreme de la limite monotone. Pour trouver leurs
limites respectives, résoudre I’équation ¢?(r) = .

(b) Les suites (uay) et (ug,41) convergent vers la méme limite, donc (u,) converge. Pour la limite,
utiliser la question (4)(a).

a) Utiliser le critére de comparaison avec une série géométrique.

b) Ag(z) = 22A(x), A1 (x) = z(A(z) — 1), Az(x) = A(x) — 1 — = pour tout = €] — R, R|.

) Comme fp42 = fnt1 + fn pour tout n € N, on peut vérifier que Ag(x) + A1(z) = Az(x) pour tout

x €] — R, R[. On en déduit que, pour tout x €] — R, R| :

-1
Ry

Exercice 17.
1 1
(1) Utiliser le fait que n < 5 pour tout ¢ € [Sk, Sk+1] et la croissance de I'intégrale.
k
(2) Montrer a I’aide de (1) que > uy converge si et seulement si ) vy converge.

1 1 1
(3) Si u, = —, on peut vérifier a 'aide de 'exo 7 que S,, = E T In(n). Donc vy, et
n
k=

n—+oo nestoo 1 In(n)

Z L diverge
nln(n) 8¢

Exercice 18.

T
(1) Vérifier la convergence absolue. Pour la somme, séparer en termes pairs et impairs. On trouve : S = —.
P
(—t)* pour tout ¢ € [0,1], puis intégrer cette relation sur [0, 1].

k=0
T ypt+1
|
o 1+t

(
(3) (a) Utiliser la question (2)(b), intégrer le tout sur [0, 1] puis faire tendre p vers +oc.

(b) Mont n 1 1 . . Pinéealité ri ai
ontrer que ———— — — = —-————— puis majorer avec 'inégalité triangulaire.
W rmk+ D) k2 Rmkr1) P jorer av & &

2
I, o~
() n—+oo 12n
(d) Vérifier a l'aide d’'une IPP que, pour tout n € N* :

1 1
—tndt —1 .

1_|_tP+1
1+t

(2) (a) Ecrire que

a l’aide de la croissance de l'intégrale.

(b) Utiliser la question (2)(a) et majorer

Conclure en utilisant la question précédente.

Exercice 19.
(1) (a) Cf. cours.
(b) L’ensemble E = {|z — n|;n € Z} est une partie non vide de R et minorée par 0, donc E admet une
borne inférieure. Vérifier ensuite que c’est un minimum.
(2) (a) f(x)=|z| pour tout z € [-1/2,1/2].
(b) Comme f est 1-périodique, on trouve avec un petit programme Python le graphe suivant :
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0.5

0.3

0.2

0.1

0.0

D’apres I'inégalité triangulaire, on a |z —n| < |z — y| + |y — n| pour tout n € Z. On passe ensuite &
la borne inférieure.
Avec la question (3)(a), on commence par écrire que, pour tout n;nZ :

f@) = f) <ly—nl+lz -yl - )
En passant & la borne inférieure, on trouve que f(z) — f(y) < |z — y|. On procéde de méme pour
majorer f(y) — f(z) et on conclut.
Comme f est bornée sur R, on peut effectuer une comparaison par rapport a une série géométrique.
Utiliser I'inégalité triangulaire et la question (3)(a).
Suivre l'indication donnée.
Vérifier que f(2827") = 28" si k <n —1 et f(2¥27") = 0 sinon. A D'aide de ce résultat, montrer

b(27"™) — b(0)
—~— - 2 =n — +o00, et conclure.
2—n n—+00

que b(2™") = n2~™ pour tout n > 1. En déduire que



