TRAVAUX DIRIGES : APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES
(REPONSES - INDICATIONS)

1. CALCUL MATRICIEL

Exercice 1.

Exercice 2.

1/5 —4 1/1 -2
. B -1 _ _* . . -1 _ -

(1) A est inversible et A~ = 3 (_2 1 ) , (2) A estinversible et A™! = 1 <1 9 > ,

(3) A n’est pas inversible, (4) A est inversible et A7 = (_45 43> )
2 —2 1 11 -2

(5) Aestinversibleet A~ =|—-1 1 0|, (6) Aestinversibleet A== 1 -1/2 1 |,
1 0 0 -1 1/2 0

(7) A n’est pas inversible, (8) A n’est pas inversible.

Exercice 3. A l'aide de la formule du binéme, on trouve que, pour tout n € N :

1 n n(n-1)/2 2" 0 0
A"=10 1 n et B"=|(0 37 n3*!
0 0 1 0 0 3"

Exercice 4.

(1) D’apres le cours, on sait que B est inversible si et seulement si rg(B) = n. En calculant le rang de B, on
trouve alors que B = J + al,, est inversible si et seulement si a ¢ {0, —n}.
(2) En utilisant la formule du binéme, on trouve que, pour tout p € N :

B? =dPI, + l((a—«—n)p —aP) J.
n

Exercice 5.
(1) a=0,b=-3,c=—1.
(2) A7l =42 - 315.

Exercice 6.

(1) (a) Question de cours : cf. cours de premieére année. On rappelle que (z1,...,x,) est une base de
Vect(z1, ..., zp) si et seulement si cette famille est libre.
(b) SiA1,...;Ap, 1, ..., fq sont des réels tels que :

p q
Z iz + Zﬂjyj =0,
i=1 =1

alors on voit que Y0 ANz, = —Z?Zl 1;y; appartient a Ky N Ey. En déduire que les réels
A1, ooy Ap, M1, ooy fg SONE tous nuls. On peut conclure que p + ¢ = dim(E; + E»).
(2) On peut vérifier que :

00 0 1 0000y, /0000 /0000
000o0| (0001 000o0| (0000
F=Vect 11 0 0 ol lo o o0 ol looo1]l]loooo
1000/ \o1oo/f \oo 10/ \ooo1

On en déduit que dim F' = 4.
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(3) Calculer le rang de chaque matrice et vérifier que rg(M; + J) = 4 pour tout ¢ € [1,4]. On peut montrer
ensuite que la famille (M; + J)1<;<a est libre de facon classique.
(4) En effectuant les opérations élémentaires Cy < 0Cy — a;C1, puis Cy < Cy — a3Cy — a3Cs, on a :

g 0 0 a g 0 0 0

. 0 6 0 ax| _ 0 6 0 0

8lo 0 0 as] |0 0 ¢ 0
a1 as asz ay a; as az asf —a?—a3— a%

Si M(a) + 6J est non inversible pour tout § € R* alors on trouve avec le rang que la derniére colonne
doit étre nulle pour tout # € R*. On en déduit que a; = as = az = a4 = 0.
(5) (a) Utiliser la question (4) pour montrer que G N F' = {0}, et donc dim(F + G) = dim(F) + dim(G).
On conclut en utilisant le fait que F' + G est un sous-espace vectoriel de My(R).
(b) Soit F I’ensemble des matrices de M4 (R) dont la derniére colonne est nulle. On vérifie que dim(F') =
12 et que F vérifie toutes les conditions demandées.

2. APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 7. Soit € Jm(f). Alors il existe y € E tel que z = f(y), et donc g(x) = go f(y) = 0. Donc z
appartient a ker(f).

Exercice 8. Utiliser la formule de Grassmann et le théoréme du rang.

Exercice 9. Montrer tout d’abord que f? est un projecteur, et donc E = ker(f?) @ Jm(f?). Vérifier ensuite
que ker(f) = ker(f?).

Exercice 10. Procéder par double implication...

Exercice 11. Si poq = qop = 0, on vérifie facilement que (p + ¢)> = p + ¢, et donc p + ¢ est un projecteur.
Pour la réciproque, on suppose que p+ ¢ est un projecteur. On trouve d’abord que pog+gop = 0. On compose
ensuite a droite et a gauche par p pour conclure.

Exercice 12. Pour répondre aux questions (1), (2),(3) en méme temps, on peut soit procéder par Analyse-
Synthese, soit travailler avec une concaténation d’une base de F' et d’une base de G. Si p et s sont respectivement
le projecteur et la symétrie recherchés, on trouve que, pour tout (z,y,z) € R3 :

p(x,y,2) = (z,y,2) — (x —y+2)(1,1,1) et s(z,y,2)=(x,y,2) —2(x—y+2)(1,1,1).

Exercice 13. Idem qu’a l’exercice 12. On trouve alors que, pour tout P : z — ag + a12 + asx? :

ap + a1 + az)

p(P)zP—( 5 (z—(x—2)(x—3)) et s(P)=P—(ap+ a1+ az)(zr— (x—2)(x—3)).

Exercice 14.

(1) Procéder par récurrence en utilisant le théoréme du rang et la formule de Grassmann.
(2) (a) dimker(f) = dimker(g) =n —1.
(b) Si ker(f) = ker(g), on commence par écrire que E = Vect(u) @ ker(f) et on calcule f(x) et g(z).
Montrer ensuite que f = % g et conclure. On vérifie ensuite facilement la réciproque.
(c) Si f et g ne sont pas colinéaires, alors on a ker(f) # ker(g). Donc ker(f) Nker(g) est un sous-espace

vectoriel strict de ker(f) et dimker(f) Nker(g) < n — 2. On conclut alors avec la question (1).
Exercice 15. A l'aide de I'exercice 7 et du théoreme du rang, on montre que : sup(, ,)ea (rg(u) +rg(v)) = n.

Exercice 16. Si u et p commutent, on vérifie facilement que ker(p) et Jm(p) sont stables par u. Pour la
réciproque, on suppose que ker(p) et Jm(p) soient stables par u. On commence par écrire que F = ker(p) ®Im(p)
(car p est un projecteur). On calcule ensuite uop(z) et pou(z) on x € E, en I'écrivant sous la forme x = 1 + x2,
ou z1 € ker(p) et z2 € Jm(p), et on conclut que pou =wuop.



TRAVAUX DIRIGES : APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES (REPONSES - INDICATIONS) 3

3. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

Exercice 17.

(1) Vérifier la linéarité. On trouve :

(2) Vérifier la linéarité. On trouve :

(3) Vérifier la linéarité. On trouve :

(4) Vérifier la linéarité. On trouve :

(5) Vérifier la linéarité. On trouve :

1 -7 =5 -1
mates(f)=5 |5 4 2
3 2 1
(6) Vérifier la linéarité. On trouve :
1 -1 1 -1
mates(f)=5 (3 1 3
-3 -1 -2

Exercice 18. A vérifier en utilisant entre autres les formules d’addition pour cos et sin. On trouve que :

(1) mats(f) = (_01 (1)) () mats(f) < cos(a) sin(a)) (3) mats(f) = (—sin(a) cos(a) ) _

—sin(a) cos(a) —cos(a) —sin(a)

Exercice 19. Montrer que l'application f est linéaire de R,,[z] dans R,,[z], puis donner sa matrice dans les bases
B,C, et ce dans chacun des cas suivants :

(1) A faire pour la premiere partie. On trouve que :

1 -1 0 0
0o 1 =2
mate (f) = 0
o
0 0 1
(2) A faire pour la premiére partie. On trouve que :
n -1 0o --- 0
n n—2 =2
mates(f)=10 n—1 . . 0
: . .. . —=n
0O -~ 0 1 -n

(3) A faire pour la premiere partie. On trouve (avec (¥) = n(n — 1)(=n)"~2 — (—n)"~1) que :

0 0 6 - (%)
0 -1 -2 :
mafa[g(f) = . 9

6 0. n(n'—2)
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Exercice 20. Base de ker(f) : ((1,—1,0),(1,0,1)). Base de Jm(f) : ((1,-3,2)). On trouve que rg(f) =1 et
fof=0,donc f est nilpotent.

Exercice 21.

1
(1) Vérifier que [ est linéaire. On trouve que : a = —.

(2) On obtient que ker(l) = Vect(x — x — 1) et IJm(l) = Vect(x — x, 2 —> = — 1).
En passant par le calcul matriciel, on trouve que [? = [3.
(3) Vérifier que B est libre, et conclure en utilisant le fait que card(B) = 3 = dimRz[z]. On a :

matg(l) =

OO =
o O O
O = O

Exercice 22.
(1) Vérifier que f est linéaire et injective, en utilisant le fait que f(P) = 0 si et seulement si xg, Z1, ..., Tp
sont racines de P, puis conclure.
(2) On trouve que :

1 m’o DR "EO
matg/’g(f) =
1 x’[’L PR l‘:"l
(3) On trouve que f(L;) = (0,...,0,1,0,...,0) pour tout ¢ € {0, ...,n}, ot le 1 se trouve en (i+ 1)-eéme position.

(4) Montrer que (Lo, L1, ..., L) est libre et conclure en utilisant le fait que card(C) =n + 1 = dimR,,[z].
(5) On trouve que matg: ¢(f) = Int1.

Exercice 23.

(1) (a) Comme (z, f(x)) est liée pour tout z € E, on obtient en remplacant « par e; que la famille (e;, f(e;))
est liée et on conclut.
(b) Par le calcul, on trouve que f(e; + ;) = Aie; + Aje; = A(e; +¢€;), et donc A = \; = A;.
(¢) Comme matp(f) = A,, ona f = Adg.
(2) Par contraposition!

Exercice 24. Base de F : ((—1,1,2)). Base de G : ((1,1,0),(—1,0,1)). On en déduit que dim(F) = 1
et dim(G) = 2. On poeut vérifier que F C G, et donc FNG = F et FUG = G. Enfin, on trouve que
ker(f) = Vect((1,—2,1)) et Im(f) = Vect((1, 1,0), (1,0, —1)).

Exercice 25.

(1) Vérifier que B = (fo, f1, f2, f3) est libre. Donc c’est une base de F3.
(2) Si a € R, vérifier que @(fo) = fo — e®. En déduire par 'absurde que ®(fo) n’appartient pas & F3. Donc
® n’est pas un endomorphisme de Fj.
(3) (a) Tout d’abord, ® est linéaire par linéarité de l'intégrale. Ensuite, on montre par des IPP que, pour
tout polynéme u : £ — ag + a1 + asx? + asz> :

P (z— u(z)e ™) =a+— (u(z) —u/(z) + v’ (z) —u"(z)) e .

En déduire que F3 est stable par ® et conclure.
(b) On trouve que :

1 -1 2 -6
0 1 -2 6
M = matg(P) = 0 0 1 -3
0 O 0 1
Apres calculs, on obtient que :
1 100
4 |0 1 2 0
M= 0 01 3
0 0 01
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4. CHANGEMENT DE BASE - MATRICES SEMBLABLES - TRACE

Exercice 26. Déterminer la matrice de passage dans les bases B, B’ de F, et ce dans chacun des cas suivants :

1 0
Ppp = (0 1) .

(1) On trouve que :

(2) On trouve que :

(3) On trouve que :

011
Pep==[1 01
1 1 0
(4) On trouve que :
-1 -1 1
Pep=-(5 7 1
-3 -3 1
(5) On trouve que :
1 1 1
0 1
Pgp =
-
0 0 1
(6) On trouve que :
1 a (5)a™
0 (ot
Pgp =
(nﬁl)a’l
0 0 (M)a®
Exercice 27.
1/8 -1 2 -1
r_ = —
wa=s () r=6)
—16 —25 —45 1 2 2
(2) A= 8 20 |,P=|1 1 3
3 9 0 01
, (-1 -1\ ., (1 -1
e D4 )
~3/2 3 2 1 2
(4) A = 0 —2|,p=[0 0 2
5/2 6 111

Exercice 28. Soit f 'application de M3 (R) dans Ms(R), définie pour tout A € My (R) par f(A) = A —*A.
(1) A faire!

(2) Base de ker(f) : ((é 8)(8 ?)(g é))
s zncn: (5 1))

Conclure que ’endomorphisme f n’est pas un isomorphisme.
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(3) SiB= ((é 8) , <8 (1)> , <(1) 8) , <8 (1)>) est la base canonique de M2(R), on a :

0 O 0 O
o 1 -1 0
M =matp(f) = 0 -1 1 0
0 O 0 O

On trouve alors que Tr(f) = 2.

(4) Soit S2(R) (resp. Az(R)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de Mo (RR). Utiliser
le fait que M2(R) = S3(R) & A2(R) et que ker(f) = S2(R), Im(f) = Ax(R).

(5) Si By est une base adaptée a la décomposition en somme directe ci-dessus, on trouve que :

0 0 0

matg, (f) = =D.

o OO
o o oo
o O O

0
0
2
Conclure que M est semblable a D.

Exercice 29. Calculer la trace de matg(p), ot B est obtenue par concaténation d’une base de ker(p) et d’une
base de Jm(p).

Exercice 30. On voit que H,, = ker Tr. Comme la trace est une forme linéaire non nulle, on a dim H,, = n%—1.
Exercice 31.
(1) Faire une distinction de cas "rang 0” et "rang 17.

(2) Calculer A? et Tr(A) a I'aide de la décomposition A = C'L.

Exercice 32.

(1) A faire!
n a 0 0
0 n—1 2a : .
(2) On trouve que M, = | : oo o] et Tr(fa):%,
. . .ona
0O .- .. 0 0

(3) Pour tout k € [0,n], on a fu(z — (z —a)*) = (n — k) (z — (z — a)).
(4) Silon pose B, = (x +— 1,z — x —a,...,x — (x —a)™), alors on a :

n 0 ()
0 n—-1 :

matg, (fa) =+~ 0 0 [ =Da
0
0 0 0

Conclure que M, est semblable & D,.

Exercice 33. Soit S ’ensemble des solutions de I’équation Tr(A)X = —Tr(X)A. Si Tr(A) # 0, alors S = {0}.
Si maintenant Tr(A) = 0, alors S est ’ensemble des matrices de trace nulle.

Exercice 34.
(1) A faire!
(2) Montrer que ker(T) = {0} si Tr(A4) # 1 et ker(T) = Vect(A) si Tr(A) = 1, puis conclure.
(3) SiTr(A) =1, vérifier que ToT = T. Conclure que T est le projecteur sur ker Tr parallelement & Vect(A).

Exercice 35.
(1) On trouve que rg(M) = 2.
(2) Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé & M. Soit u € ker(f)\ {0} et soit e; & ker(f). On
peut trouver un vecteur ey tel que (eq, e; + u, e2) soit une base de R3. Vérifier que la matrice de f dans
cette base a ses deux premieres colonnes égales et conclure.
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5. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

1 00
Exercice 36. Utiliser la matrice P= |0 0 1
0 1 0

Exercice 37. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et soit f € L(F) tel que f #0et fo f=0.

(1) Comme fo f=0,onaIm(f)C ker(f). On utilise ensuite le théoreme du rang.
(2) Prendre e; & ker(f), ea € ker(f)\ {0} et vérifier.
(3) Vérifier que B est libre et conclure. On trouve que :

0 0 1
matg(f)=(0 0 0
0 0 0

(4) Utiliser Pendomorphisme f canoniquement associé a la matrice M, et conclure avec les questions (1), (2), (3).
Exercice 38. Calculer P? et vérifier que rg(p) = 2. Base de ker(p) : ((1,—1,1)). Basede Im(p): ((0,1,-1),(1,0,1)).

Exercice 39.

(1) Utiliser le fait que fP~! n’est pas 'endomorphisme nul.

(2) Procéder par récurrence pour montrer que la famille F = (xq, f(z0), ..., fP~1(x0)) est libre. Comme cette
famille est libre, son cardinal est < n.

(3) Comme F est libre et que p = n, il s’ensuit que F est une base de E. De plus :

0 0 - - 0
1 0
matz(f) = |
0
0 0 1 0

Exercice 40. Pour tout M € Ms(R), on pose f(M) =AM — MA,ou: A= (; i)

(1) A faire!

(2) Base de ker(f) : ((é (1)) , G Z))
Base de Jm(f) : ((g _02> , (‘02 _23)>

L’endomorphisme f n’est pas un isomorphisme.

(3) Avec la base canonique B = (((1) 8) , <8 (1)) , (? 8) , <8 ?)), on trouve que :

0o -2 2 0
-2 =3 0 2
matg(f) = 9 0 3 _9 et Tr(f)=0.

0O 2 -2 0

Exercice 41.

1 1
(1) dimker(f) =n et dimJIm(f) = 1. Base de ker(f) : (z|—>x—2,x»—>z2—3,...,x»—>z"— +1>.
n

2 > est une base de R, [z].

1 n
— = —
3 n+1

(3) On trouve que, pour tout P : x — ag+ a12 + ... + a,a™ :

1
(2) Vérifier que <x — lLz—z— T

Exercice 42.
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(1) Vérifier que fy est un endomorphisme de R, [z]. Si B est la base canonique de R, [z], on trouve que :
A+1 1 e e (8)
0 A+1 :
matp(f) =

0 R (D W |

(2) fx est un isomorphisme si et seulement si A # —1.
(3) Tr(fa) = (n+1)(A+1).

Base de ker(f_1) : (z+— 1).

Base de Jm(f_1) : (z+—— 1,2 — 2, ..., — 2" 1).

Exercice 43. Soient a € R et n € N*. Pour tout P € R,[z], on pose f(P):x+— (z —a)P'(z) + P(x) — P(a).

(1) A faire!
(2) Si B est la base canonique de R, [z], on trouve que :
0 —2q -+ - am
0 2
matg(f) =
: .. —na
0 -+ v 0 n+1
n(n+3)

On en déduit que Tr(f) =

(3) Calculer f(P)(a) et conclure.
Base de Im(f) : (z — 2 —a,2 +— (z — )z, ...,x — (z — a)z™1).

, 18(f) = n et ker(f) = Vect(x — 1).

Exercice 44.

(1) ker(®) est l'espace vectoriel des suites constantes et dim ker(®) = 1.
ker(®?) = {(u,) € E| 3(a,b) € R*,Vn € N,u,, = an + b} et dimker(®?) = 2.
E.

)
) Idem!

(c) Montrer par récurrence que, si ug = u; = ug = 0, alors u,, = 0 pour tout n € N.
) dimker(®3) = 3, base de ker(®?) : ((z,), (Yn), (2n))-

Exercice 45. D’apres le théoreme du rang, on a dimker(f) 4+ dim Jm(f) = 3. Si f # 0, alors on trouve que soit
dimker(f) = 1 et dimJIm(f) = 2, soit dimker(f) = 2 et dimJIm(f) = 1. Comme ker(f) et IJm(f) ne sont pas
supplémentaires dans R?, on peut en déduire que ker(f) C Im(f) ou Jm(f) C ker(f).

Exercice 46. Comme go f = p, on peut vérifier que ker(f) C ker(p), et donc dimker(f) < 1 d’apres le théoréme
du rang. De plus, comme f : R? — R2, f n’est pas injective, ce qui entraine que dimker(f) = 1, et donc
rg(f) = 2. De méme, on trouve que rg(g) = 2.

Exercice 47. Si X est le vecteur colonne de composantes ag, a1, ..., Gn_1 €t si P : 2 — ag+a12+...+an_12™ 1,

on peut remarquer que M X = 0 si et seulement si 1,2, ...,n sont racines de P, et conclure a partir de la.

Exercice 48.
(1) Siy € Jm(g), il existe z € Im(f) tel que y = g(z). Il existe alors t € E tel quey = g(f(t)) = f2(t), et donc
Jm(g) C Im(f?). Etablir I'inclusion réciproque de la méme maniere. Idem pour ker(g) = ker(f)NJIm(f).
(2) D’apres le théoreme du rang et la question (1), on voit que rg(f?) = rg(g) = 3n — dimker(g) et
dimker(g) < dim Jm(f). Conclure & partir de la.

Exercice 49.
(1) (a) Si x € u(ker(u*)), alors il existe y € ker(u*) tel que x = u(y). Vérifier ensuite que u*~!(z) =
u*(y) = 0 et conclure.
(b) Montre I'inclusion ker(u*) C ker(u**!) pour tout k € N* et conclure.
(c) A vérifier par récurrence pour tout i > k.
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(d) Si ker(u*) = ker(u**!) pour un certain k € [1,p — 1], vérifier que ker(u*) = ... = ker(u?) = E.
Donc u* = 0, ce qui est impossible car k < p et p est le plus petit entier tel que u? = 0. Conclure.
(e) M est triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale.
(2) On note N 'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(R), ot n > 2, et Tr I'application trace.
(a) L’ensemble A n’est pas un espace vectoriel. Par exemple, pour n = 2, les matrices :

0 1 0 0
N1:<0 0) et N2:<1 0)

sont nilpotentes, mais N1 + N2 ne l’est pas car (N7 + N2)2 = I.
(b) dimker(Tr) =n? — 1.
(c) Utiliser la question (1)(e) pour vérifier que toute matrice nilpotente est de trace nulle, et conclure.
(3) Pour tout (i,7) € [1,...,n]?, on note E; ; la matrice de M, (R) dont le seul coefficient non nul vaut 1 et
se situe & 'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j. De plus, pour tout k € [1,...,n], on pose :

Ny =Fi1—FEip+ Ep1 — B

(a) A faire avec précaution (commencer par les cas n = 2 et n = 3, puis généraliser).
(b) Utiliser le fait que Vect(N') C ker(Tr) et I’égalité des dimensions.

Exercice 50.
(1) (a) Ecrire que dim E = Zle dim F; = Zle dim Jm(p;) et conclure.
(b) Soit x € E. Ecrire x sous la forme z = Zle x;, ol x; appartient & F; pour tout ¢ € [1,k]. Alors
x; = pi(z) pour tout i € [1,k]. Conclure.
(¢) Procéder comme a la question (1)(b).
(2) Dans cette question, on consideére des endomorphismes ¢, ..., gx de E, tous non nuls et tels que :

G1tq+...+qg=Idg et rg(q)+rg(ge)+ ... +re(gx) < n.

(a) Par définition, on voit que Zle Jm(g;) est un sous-espace vectoriel de E. Comme Zle ¢; = 1dg,
montrer que F = Zle Jm(g;). En déduire que la somme en question est directe.

(b) Vérifier que (q1 + ... + &) © ¢ = qi, développer le tout et utiliser la question (2)(a).

(c) Conclure avec la question (2)(b).

Exercice 51. Comme L; et Lo sont triangulaires inférieures et que tous leurs coefficients diagonaux sont égaux
a1, on voit que L; et Ly sont inversibles. De plus, Ly ! est aussi triangulaire inférieure, ainsi que Ly I, (comme
inverse et produit de matrices triangulaires inférieures). Des lors, comme U; et Uy sont triangulaires supérieures
inversibles et que LiU; = LyUs, on voit que Ly 'Ly = UpU; ', En particulier, L; 'Ly est a la fois triangulaire
supérieure et inférieure, et donc elle est diagonale. Enfin, comme tous les coefficients diagonaux de L5 1L, sont
égaux & 1 (vu que c’est déja le cas pour les matrices triangulaires inférieures Ly et Lo), il s’ensuit que Ly 'L, =1,,
et donc Ly = Lo.



