TRAVAUX DIRIGES : SERIES NUMERIQUES

Exercice 1. Etudier la nature des séries données par :
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Exercice 2. Etudier la nature des séries g (\/n +1-— \/ﬁ)a et E In (1 + a) en fonction de a € R.
n

Exercice 3. A l'aide des développements limités, étudier la nature des séries Z 21n(n® + n?) — 3In(n? + n),

" " n—1
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Exercice 4. Soit p € N. Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :
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Exercice 5. Montrer que, si la série numérique Y u,, converge absolument, alors > u? converge.

Exercice 6. (Critére spécial des séries alternées) Etant donnée une suite (ay)r>1 décroissante de limite
nulle, on se propose d’étudier la nature de la série Zk>1(—1)kak. Pour ce faire, on pose pour tout n € N* :

2n 2n+1
Up = Z(—l)kak et v, = Z (—1)*ay.

k=1 k=1
(1) Etudier la convergence des suites (up)n>1 €t (Un)n>1-
2) En déduire que —1)kay, converge. Ce résultat est appelé le critére spécial des séries alternées.

q k>1

(3) Etudier la convergence et I’absolue convergence des séries Zk>1 et Zk>1
(4) A Taide d’un développement limité, montrer que la série Zk>1 (_ dlverge.

VE+(=1)k

1
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n
Exercice 7. (Constante d’Euler) Pour tout n € N* on pose u,, = P In(n) et vy, = Uptr1 — Un.
k=1
(1) A laide d’un développement limité, déterminer un équivalent de v,, en +oo.
(2) Montrer que la série de terme général v,, converge.
(3) En déduire que la suite de terme général u,, converge.

La limite de cette suite, communément notée vy, est appelée la constante d’Fuler. Elle vaut ~ 0.5772.

Exercice 8. (Reégle de D’Alembert) Soit (ay),>1 une suite a termes strictement positifs. On suppose qu’il

existe un réel [ > 0 tel que : “=2 — [,
n n—+4oo

(1) On suppose dans cette question que I < 1, et soit ¢ €], 1[ un réel fixé.
(a) Justifier qu’il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on a : a;—:l <gq.
(b) Montrer que, pour tout n > ng, on a : a, < an,q" "°.
(c) En déduire que la série 3, -, a, converge.
(2) On suppose dans cette question que [ > 1, et soit g €]1,[[ un réel fixé.
(a) Justifier qu’il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on a : % >q.
(b) En déduire que la suite (a,) est croissante & partir d’un certain rang.
(c) Quelle est la nature de la série > -, a,? Justifier.
Les résultats trouvés en (1)(c) et (2)(c) constituent ce que l'on appelle la régle de D’Alembert.
!

(3) Etudier la nature de la série 3 -, 3G

Exercice 9. (ESCP 2009) Soit (a,) une suite réelle décroissante de limite nulle. Pour tout n € N*, on pose
b, = n(an—1 — ay,). Dans cet exercice, on se propose de comparer la nature des séries > a, et > b,.
(1) Montrer que, pour tout n € N*, ona: Y ;_ by = ZZ;& ay — nay,.
(2) Dans cette question, on suppose que la série de terme général a,, converge.
(a) Montrer que la série ) b,, converge, puis que la suite (na,,) converge.
(b) Etablir que la suite (na,,) tend vers 0, et en déduire que : 3% b, = Z:ﬁ% -
(3) Dans cette question, on suppose que la série de terme général b,, converge.

(a) Montrer que, pour tous n,k € N*, on a : n(a, — i) < Z;’;’;l b;.
(b) En déduire que la série 3 a,, converge et que : Y% a, = 3.7 by

Exercice 10. (Produit infini - ESCP 2021) Soit (uy)n>1 une suite réelle. On dit que le produit [[, -, un
converge si la suite (vy,)n>1 définie pour tout n € N* par v, = HZ=1 u admet une limite finie non nulle [, et
I’on pose alors :

+oo
lZU1XU2XuSX...:Huk.
k=1

(1) Dans cette question, on suppose que u, > 0 pour tout n € N*. Montrer I’équivalence entre les trois
propositions suivantes :
(a) le produit [, <, (1 4+ uy,) converge;
(b) la série 3=, -, In(1 + u,,) converge;
(c) la série 3°, < u,, converge.
(2) Dans cette question, on suppose que la suite (u,,),>1 est & valeurs > —1 et que la série > | u2 converge.
(a) Montrer qu'il existe C' > 0 et N € N* tels que : Vn > N, |In(1 + u,) — u,| < Cul.
(b) En déduire que le produit [],~;(1 + u,) converge si et seulement si la série ) -, u, converge.
(3) Dans cette question, pour tout entier n > 1, on pose u, = cos (%) avec x €]0, 7| et v, = szl U
(a) On pose w,, = v, sin (£ ) pour tout n € N*. A Iaide de la relation sin(2y) = 2sin(y) cos(y), montrer
que, pour tout n € N* :
sin(z)
o

Wy, =
(b) En déduire la limite de la suite (v,)p>1.

V2 V242 Y2+ V2 V2
2

X X X ...
2 2

2
(¢) En déduire I'égalité suivante : — =
71'

Exercice 11. (HEC 2014) Pour tout entier n > 1, on pose : u,, = In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).

(1) Déterminer a et b pour que la série de terme général u, soit convergente (indication : calculer un
développement limité du terme général u,, quand n tend vers +00).
(2) Calculer la somme de cette série dans ce cas.
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1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 12. Soit (u,)nen une suite de réels positifs. Pour tout n € N, on pose : v,, = 1+u . Montrer que les
séries Y u, et > v, sont de méme nature.

n"e " Upt1
et v, =In 1),
n! U,

(1) A laide d’un développement limité, déterminer un équivalent de v,, en +oo.
(2) Montrer que la série de terme général v,, diverge.
(3)
(4)

Exercice 13. (Formule de Stirling) Pour tout n € N*, on pose u, =

3) En déduire que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite?
4) Pour tout n € N*, on pose a,, = u,\/n et b, = In(a,11) — In(a,).
(a) A l'aide d’un développement limité, déterminer un équivalent de b,, en +oo.
(b) Montrer que la série de terme général b,, converge.
(c) En déduire que la suite (a,) converge vers un réel C' > 0.
(d) En déduire un équivalent de n! en +o00 en fonction de C,n.
Cet équivalent de n! en +oo est appelée la formule de Stirling, et l’on peut montrer que C =

E\H
3

z
Exercice 14. Pour tout n € N, on pose : u, = / tan" (t)dt.
0

(1) (a

Calculer les valeurs de ug, uy, us.
Etudier la monotonie de la suite (u,), et en déduire qu’elle converge.

)
)
(c)
(2) (a) Montrer que, pour tout entier n > 2, on a : m <y, < ﬁ
(b) En déduire un équivalent de u,, quand n tend vers +oo.

)

)

(
(3) (a) A Paide de la question (1)(c), montrer que, pour tout p € N* :

P = (—DF » YL (—1)*
uzp = (~1)7 | up+ ) 1) © ten=0D"|w + 2% )
k=1 k=1
(b) En déduire que les séries >, -, % et D oy % convergent et donner leurs sommes.
Exercice 15. (Produit de Cauchy) Etant données deux suites réelles (up)nen €t (vn)nen & termes positifs,
on considere la suite réelle (w,)nen définie pour tout n € N par :

n
Wy, = E UgVn— k-
k=0

(1) Montrer que, pour tout n € N, on a :

S (S0 (3] 2

(2) En déduire que, si les séries >, ur et >, -, vr convergent, de sommes respectives U et V, alors la
série ) ;o wy converge, de somme UV

k
(3) Pour tout n > 0, on pose wy, = 27" Y ;'_( 4. Montrer que Y, ., w, converge et calculer sa somme.

Exercice 16. (ESCP 2014) Soit (f,)n>0 la suite définie par fo = fi=1et: ¥n €N, fryo = fuy1 + fau.
(1) Soit Y, - an une série a termes strictement positifs telle que la suite (QZ—:I)HZO converge vers un réel
[ < 1. Montrer que la série ) -, a, converge.
(2) Montrer que la suite (f,,)n>0 est & valeurs strictement positives.
(3) Pour tout n € N*, on pose u, = {2+,
(a) Expliciter une fonction rationnelle v telle que : Vn € N*, upiq1 = p(up).
(b) Déterminer le sens de variation de ¢ sur RY .
(4) (a) Montrer que les suites (usp)n>1 €t (u2n+1)n>1 sont monotones et convergentes, et déterminer leurs
limites respectives. - -
(b) En déduire que la suite (uy)n>1 converge vers & = 1+‘[ (que lon appelle le nombre d’or).

(5) On pose R = %. De plus, pour tout réel x pour lequel la serle Y om0 fnx™ converge, on pose :

—+oo +oo +oo —+oo
=D far”, Aol@) =) far"E Al(@) =Y farre™P As(e) =) fupar"
n=0 n=0 n=0 n=0
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(a) Montrer que, pour tout = €] — R, R], la série définissant A(x) converge absolument.
(b) Exprimer Ag(x), A;(x), A2(x) en fonction de A(x) pour tout = €] — R, R].
(¢) En déduire l'expression de A(z) en fonction de x pour tout x €] — R, RJ.

Exercice 17. (HEC 2015) Soit (uy)nen+ Une suite convergente & termes strictement positifs et de limite nulle.

_ n _ Up41
Pour tout n € N*, on pose S,, = Zk:l ug et v, = g—n

(1) Montrer que, pour tout k > 1, on a : f;:“ 4t < .
(2) Etudier la nature de la série ), ., vi en fonction de la nature de la série >, <, ug.
(3) Quel résultat obtient-on dans le cas olt u, = +?

00 2
1
Exercice 18. (ESCP 2019) On admet que Z 2 %
p=1
(1) Montrer que la série »° -, (7;# converge et donner sa somme.

(2) (a) Montrer que, pour tout z € [0, 1] et pour tout entier p > 1, on a :

p k+1 T p+1
T t
In(l+z) = E (—1)* +(—1)P“/ ——dt

(indication : calculer 1+t +t2 + ... + tP).
(b) Soit n € N* fixé. Montrer que, pour tout entier p > 1 et pour tout = € [0,1], on a :

ptl nk
T 1
In(1+2") = —)MIZ L R (z) avec |R,(z)| < ——.
( ) kz::l( A p() Ip()\_p+2
1 n 0o (—1 k+1
(3) (a) Montrer que [, In(1 +2")dz = >, m
(b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n € N* on a :
n"'zoo (_1)k+1 B +oo (_1)k+1 - g
k(nk +1) k2 —n
k=1 k=1

(¢) En déduire un équivalent de I,, = fol In(1 + 2™)dz quand n tend vers +oc.

(d) Pour tout n € N*, on pose u,, = 01 1ittn. Déduire de la question précédente que :
In(2) 2 1
unnﬂ_ﬂwli n Jr127”L2+O n?)’

Exercice 19. (HEC 2019)

(1) (a) Question de cours : minorant et minimum d’une partie non vide de R.
(b) Pour tout = € R, justifier que 'ensemble {|x — n|;n € Z} admet un minimum.
(2) On note f la fonction définie pour tout = € R par : f(z) = min{|z — n|;n € Z}.
(a) Calculer f(z) lorsque x est compris entre —3 et 1.
racer la courbe représentative de mdication : véryfier que la fonction | est 1-périodique).
b) T 1 b . e d ndicals s ) . Lopériodi
(3) Soit (z,y) € R2.
(a) Justifier que, pour tout n € Z, on a : f(x) < |y —n|+ |z —y|.
(b) Etablir I'inégalité : |f(y) — f(z)| < |y — z|.
(4) (a) Justifier pour tout = € R la convergence de la série >, (27" f(2"x).

Par la suite, on note b application définie pour tout z € R par : b(z) = Ji:.o 27" f(2"x).
=0
(b) Soit (z,y) € R2. Justifier pour tout n € N* les inégalités : '
—1
o) — o)l < 32 2 HIFCR) = F2h)| + 2 < nly—a] 427
k=0
(¢) En déduire que la fonction b est continue (indication : utiliser la question (4)(b) et la définition
aziomatique de la continuité en un point d’une fonction).

(d) Démontrer que la fonction b n’est pas dérivable a droite en 0 (indication : montrer que b(2~") = n2™"
pour tout n € N*).



