TRAVAUX DIRIGES : INTEGRALES IMPROPRES

Exercice 1. Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

o[ O = @ [

@ [ eos (;) da 6 - e o ) g,
o [y, e[ w 0 [ e
10 [y oy [T A ) [ (1) as
W [ L -0 [ @ ) [
w0 [ o [ Cay [T

(19) /Om(ln(ﬁﬂ)—ln(x?))dx (20) /Om (1—xarctan<i>>da: (1) /Olllﬁdm

(22) /1+Oo (e—(l—&—i)gE)dx . (23) /1+OO (\/x2+2—\3/x3+3x)da: . (24) /()Jrooe_ﬁdx

Exercice 2. Etudier la nature et, en cas de convergence, calculer la valeur des intégrales suivantes :

Lde T2 iy +oo dx 2 dx
Ofmm 0 ww ) wes 9 e
/2 /2 Sil’l((E) Foo 20 +1 < dx
o) [t @ [ e () | et - ® [

) /01 ll_xdx . (0) /Omejzdfl A /;OO L}E_\/%] de . (12) /_11%.

Exercice 3. Soit a € R*. A l'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales :

+oo a2 +oo +oo +oo
/ In (1 + ﬁ) dt, / (1 —t)e tdt, / sin(t)etdt, / cos(t)e tdt.
0 0 0 0

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes a 1’aide du changement de variables proposé entre parenthéses :

oo 2t In(t oo da
(1) /0 (1-i—t(2>)2dt (poser t= %) , (2) /O e + 1 (poser U= 61)7
too odt oo da
(3) /0 s p— (poser u = ¢et) , (4) / 1277 (poser x = tan(u)),

2 (2
(5) /0 (@ +1) dz (poseru=2—1x) , (poser x = cos(u) + 1),

2 dx
Now ® ), 7=

+oo 1 n
(7) /0 te=Vedt (poser u = /t) . (8) /0 In(t)dt (poser u = /1 —1t).
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“+oo
Exercice 5. (Intégrale de Fresnel) On considére l'intégrale I = / sin(¢%)dt.
0

1) Montrer que les intégrales I et +°° i) 7y sont de méme nature (indication : poser u = t2).
& Vi
(2) Justifier que l'intégrale fo %du converge.
(3) Etablir que, pour tout z > 1: [ “y‘) du = cos(1) — &\/(;) -1 CZi%) du.
(4) En déduire que l'intégrale T converge.
+oo e~
Exercice 6. (HEC 2009) Pour tout réel z € R, on pose : J(z) = —dt.
P t

(1) Montrer que I'intégrale J(z) converge pour tout z > 0.

(2) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que : J(z) ~ £

Exercice 7. (ESCP 2015) On pose f(z) = /+OO _da et g(x) = /+OO _dt
' P T 14ty T e

Déterminer ’ensemble des réels z tels que Uintégrale f(z) converge.

Montrer que f(1) = ENE (indication : commencer par poser u =t + 3).
Montrer que la fonction f est décroissante sur son domaine de définition.

(1)
(2)
(3)
(4)

a) Montrer que, pour tout z > 0, 'intégrale g(x) converge.
(a) que, p grale g g

(b) A laide d'un changement de variable simple, montrer que : g(z) = 1+°° %dt =1 1+°° u(f_’iu).

c¢) Vérifier que =1__L — pour tout u > 0, et en déduire la valeur de g(=

(1+u) u
1n(2)

(5) (a) Montrer que, pour tout z > 0, ona:0< f(r) <=~

(b) Montrer que, pour tout > 0,ona: 0 < @ —flx) < ﬁ

(c) Déterminer la limite de f en 400 ainsi qu'un équivalent simple de f(z) au voisinage de 0.

1
xy/r2 =1
(1) Dresser le tableau de variations complet de f et représenter son graphe.
(2) (a) Montrer que l'intégrale f1+°° f(x)dx est convergente.
(b) A laide des changements de variable u — = puis u — cos(u) que I'on justifiera, établir que :

+oo T
/1 f(z)dx = 5

+oo
1
3) Pour tout n € N, on pose : S, =
( ) P Z k\/m

k=n-+1
(a) Montrer que le réel S,, est bien défini pour tout n € N.

(b) Etablir pour tout n € N* Iencadrement suivant : nS, — < f((n +1)/n) < f+1/n t)dt < nS,

(indication : montrer que f(*L) < f(t) < f(£) pour tout t € [£, 2] puis intégrer et sommer).
(¢) En déduire un équivalent de S,, quand n tend vers +oc.

Exercice 8. (ESCP 2018) Pour tout = €]1, 4+00[, on pose : f(x) =

+o0 2 +oo 5
Exercice 9. (ESCP 2018) On pose C(z) = / cos(xt)e " dt et S(x) = / sin(xt)e " dt.
0 0

(1) Montrer que, pour tout = € R, les intégrales C(z) et S(z) convergent.
(2) (a) Montrer que les fonctions C' et S sont continues sur R (indication : appliquer l'inégalité des ac-
croissements finis aux fonctions sin et cos, puis intégrer).
(b) Montrer que, pour tous réels u et h, on a : |sin(u + h) — sin(u) — hcos(u)| < %2
¢) En déduire que S est dérivable sur R et calculer S’(z) pour tout = € R.
éterminer pour tout réel x une relation entre S’(x) et S(x) (indication : utiliser une IPP).
(4) (a) Soit f une fonction de classe C! de R dans R. Calculer la dérivée de g : x — e””2/4f(x).
) En déduire les solutions de I’équation différentielle 2f/(z) 4+ x f(x) =
c¢) On suppose qu'il existe une fonction A de classe C! de R dans R telle que S(z) = xél(x)e*‘/"‘j/4 pour
tout « € R. Etablir la relation suivante pour tout x € R :

—z2/4 gz 2
S(x) = eT/O et /dt.

(5) (a) Montrer que, pour tout € R, ona: §'(z) = -2 0+°° sin(xt)(1 — 2t2)e*t2dt.
b) Montrer que S’(z) admet une limite finie quand x tend vers +oo que 'on déterminera, et en déduire
( q q q :
un équivalent de S(z) quand z tend vers +oo.

(
(3) D
(a
(b
(
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1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 10. Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

(1) /O+<>° (Mctin(@)?dx _— /0+°° (V) @ /1+oo ;s(ic)ldx o 0+w\/fﬁ~

Exercice 11. Soit a,b € R’ . Etablir la convergence et calculer les intégrales suivantes a 'aide de I'IPP :

1 “+o0 “+o0 “+o0 R
/ In(1 — t2)dt, / In?(t)dt, / cos(at)e~bdt, / t3e~t dt.
0 0 0 0

Feo dz to (1 —x)de 1
Exercice 12. Soit A € R;. Calculer / ———— et / ———————— en posant t = —.
+ o (A+a)(1+a2Y) o (14+x)Vi+at P x
Lot
Exercice 13. On considere l'intégrale I :/ —a
o (=P

(1) A T'aide du changement de variable ¢ = que l'on justifiera, montrer que I converge et que :

1
(14 23)1/3

I:/+°° xdx .
o 1l+a3

1 T d
(2) A laide du changement de variable z = —, établir que I = / 4 3
Yy o 1ty
(3) A l'aide de la relation 1 +y® = (14 y)(1 —y + y2), en dédui I 1/+Oo dy
aide de la relation = — en déduire que I = = e
y v —y+y>), q 2] Ty
2m

3 1
(4) A Taide du changement de variable y = £u + —, en déduire que [ = ——.

2 2 3v3

Exercice 14. (Transformée de Laplace) Soit f : Ry — R continue telle que f0+°° f(t)dt converge.
(1) Justifier que f admet une primitive F' sur Ry qui s’annule en 0. Que vaut lim;—, o, F'(¢)?
Y y
(2) Montrer que, pour tous réels z,y > 0, on a : / e T f(t)dt = F(y)e ™Y + x/ e " F(t)dt.
0 0
(3) En déduire que, pour tout z > 0, l'intégrale L(f)(x) = OJFOO e~ %t f(t)dt converge.

Exercice 15. (Critére de comparaison série-intégrale - Intégrales et séries de Bertrand) Soit N € N
et soit f une fonction continue, positive et décroissante de [N, +oo[ dans R.
(1) Montrer que, pour tout n > N,ona: f(n+1) < f:“ f)dt < f(n).
(2) En déduire que, pour tout n.> N, ona: >,y f(k) < [y f(t)dt < S fk).
(3) En déduire que la série Y, -y f(n) converge si et seulement si [ ; * f(t)dt converge.
Ce résultat est appelé le critére de comparaison série-intégrale.
oot
(4) Pour tous réels a, 8, on définit {’intégrale de Bertrand de paramétre (o, 5) par : I g = / W
2 “In

(a) Etudier la nature de I, g si a > 1, puis si a < 1.
(b) Déterminer une primitive de z — m, et en déduire que I; g converge si et seulement si 5 > 1.

(c) En déduire la nature de la série (dite de Bertrand) -, m en fonction de a, §.

Exercice 16. (Intégrale de Gauss - ESCP 2013) Dans cet exercice, on se propose de calculer la valeur de
I'intégrale fOJrOO e~t*dt. Pour ce faire, on pose :
+oo e—tzw
h(z) = /0 mdt.
(1) Montrer que I'intégrale h(z) converge pour tout 2 > 0, puis calculer h(0).
(2) (a) Montrer que, pour tout u > 0,ona: |e ™ —1+u| < “72

(b) En revenant & la définition de la dérivée d’une fonction en un réel , montrer que la fonction h est
dérivable sur R’ et que, pour tout z > 0, on a :

+oo 12 ,—t%x
t°e
1N
Ww) = - /O e

On admet dorénavant que la fonction h est continue sur R4.
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(3) Montrer qu'il existe une constante A telle que, pour tout = > 0, on a : h(x) — h'(z) = 4

(4) Pour tout & > 0, on pose g(z) = e "h(x).
(a) Montrer que : g(z) =5 — A [ e—\;dt.
(b) Déterminer la valeur de ling%Jro;j g(x).
(¢) En déduire la valeur de 0+OO e~ dt.

g

Exercice 17. (HEC 2013) Soit f une fonction de Ry dans R, dérivable et décroissante, telle que les intégrales
oo f@)dt et j;f 42 f(t)dt convergent. Dans cet exercice, on se propose de montrer que, pour tout g > 0 :

0
+0o 1 +oo
/ﬁ/u f(t)dt < 5/0 t2f(t)dt.

Pour tout x € Ry, on pose F(z) = f;oo f(t)dt et G(z) = F(/x).
(1) Question de cours : définition et propriétés d’une fonction convexe sur un intervalle.
(2) Montrer que F' et G sont décroissantes et convexes sur R .
(3) En majorant u?>G(u?) pour tout u > 0, montrer que : wgr}rloo xG(x) = 0.
(4) (a) Etablir pour tout réel X > 0 la relation : fOX G(z)dzr = XG(X) + foﬁ t2f(t)dt.

“+oo “+o0
(b) En déduire la convergence de 'intégrale f0+°° G(z)dx et 'égalité : / G(x)dx = / t2f(t)dt.

(5) (a) Soit OAB un triangle rectangle en O et soit M un point de son hy(iooténuse AB. OOn désigne par
P et @ les projections orthogonales de M sur OA et OB respectivement. Montrer que l'aire du
rectangle OPMQ est toujours inférieure ou égale & la moitié de l'aire du triangle OAB.

(b) A partir de considérations géométriques sur la courbe représentative de la fonction convexe G,
démontrer I'inégalité annoncée en préambule.

Exercice 18. (ESCP 2016) Soit a un réel > 1. Pour tout n € N, on pose :

+o0 +00 3
t
I, :/ e~ dt et I:/ sin )e*‘”dt.
0 0 t

)
(b) Etablir, pour tout n € N*, une relation de récurrence entre I, et I,,_1.
(¢) En déduire lexpression de I,, en fonction de n et a.

(2) Démontrer que l'intégrale définissant I converge absolument.

(3) (a) Soit € R4. Montrer que, pour tout n € N, on a :

(1) (a) Prouver que, pour tout n € N, 'intégrale définissant I,, converge.

23 p2nt1 222
in(z) - (2 - =+t (1) )| € .
sin(@) (m 6 TtV G 1)!)’ = @2nt2)
- I
(b) En déduire qu’il existe un réel K,, dépendant de n tel que : |I — Z(—l)ki < Kplopta-
= (2k+1)!
1
(¢) En déduire que la série Z(—l)km est convergente, de somme I.
k>0
n 1 t2n+2
(4) (a) Prouver que, pour tout n € N* et pour tout ¢ € [0,1] : Z(—l)ktzk “TTE- (— )”1_’_7152
k=0
n L 172k+1 1
b) En dédui : tout (n,x) € N* x [0,1] : -1 — arct <
(b) En déduire que, pour tout (n, ) x [0,1] ];)( ) hrl e an(x) 3
(¢) En déduire une expression de I en fonction de a.
+0 sin(t)dt
Exercice 19. (ESCP 2019) On considére l'intégrale suivante : f(z) = / el
0 :I:

(1) (a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que cette intégrale converge pour tout x > 0.
(b) Montrer que cette intégrale est convergente pour x = 0.
(2) A Tl'aide d’un changement de variable affine, montrer que, pour tout z > 0 :
0 sin(u)

(@) = cos(z) / S 41y — sin(a) / o

z u

cos(u) p
—du.

u

*

(3) (a) Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’(x) pour tout = > 0.
(b; Montrer que f est de classe C? sur R% et calculer f(z) pour tout z > 0.

(¢) En déduire une relation entre x, f(z), f”(x) pour tout z > 0.
(4) Déterminer la limite de f(z) quand z tend vers +oc.



