TRAVAUX DIRIGES : COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES -
VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS (REPONSES - INDICATIONS)

Exercice 1. Dans le sens direct, c’est un résultat du cours! Pour la réciproque, supposons que cov(X,Y) = 0.
Vérifier tout d’abord que [X = 1] et [Y = 1] sont indépendants, puis que [X = z] et [Y = y] sont indépendants
pour tout (x,y) € [0,1]?, et en déduire que X et Y sont indépendantes.

Exercice 2. Remarquons tout d ’abord que (U, V)(2) C [-1,1] x [0,2]. De plus, la loi de (U, V) est donnée
par la liste :

PU=0N[V=-1) = 0
P(U=0IN[V=0) = ¢
P(U=0N[V=1) = 0
P(U=1Nn[V=-1]) = pq
PU=1n[V=0) = 0
P(U=1Nn[V=1]) = pq
P(U=2n[V=-1]) = 0
P(U=2In[V=0) = p°
PU=2N[V=1) = 0

Par transfert ou par bilinéarité de la covariance, on trouve que cov(U, V) = 0. Cependant, U et V ne sont pas
indépendantes. Pour voir, il suffit de comparer P([U = 0] N[V = —1]) et P(U = 0)P(V = —1), et de conclure.

Exercice 3.

1) On 't = .
(1) On trouve que a Tre

(2) On obtient que X < G <1i) et Y < P(1). Vérifier ensuite I'indépendance de X et Y.
e

l1+e 1+e

(3) On trouve que F(X) =1+ et V(X)=1+ =

Exercice 4.
(1) A T'aide du théoréme de Fubini, on trouve que A = 3
(2) X et Y ne sont pas indépendantes (comparer pour cela P([X =0]N[Y =0]) et P(X =0)P(Y =0)).
(3) Par transfert, on trouve que E(2X+Y) = 2¢.

Exercice 5.
0 si i=j
(1) Laloi du couple (X,Y) est donnée par : V(i,5) € [1,n]?, P([X =4N[Y =j]) = 1 Si i
n(n —1)
Pour les lois marginales, on en déduit que X et Y suivent la loi uniforme sur [1,n].
(2) X et Y ne sont pas indépendantes (comparer pour cela P([X =1]N[Y =1]) et P(X = 1)P(Y =1)).
1

(3) En utilisant le théoréme de transfert, on trouve que p,, = —

(4) lim p, =0.

n—-+o0o

n—1

. 1 n+m 1 n+m 1
Exercice 6. OnaS‘—>B<n+m,2>,P([X:Y]):( . )WetP([X#Y]):1—< . )2n+m.
Exercice 7. On a E(Z) = p\, V(Z) = pA + p)\? — p?A? et la loi de Z est donnée par :

q+pe™ si k=0
VkeN, P(Z=k)= —ANF
(Z=F) s k>0

Exercice 8.

(1) On trouve que E(X +Y)=n+1et V(X +Y) =

(2) Procéder par convolution discréte.

n?—1
6



TRAVAUX DIRIGES : COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES - VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS (REPONSES - INDICA”

2n—k+1

(3) Toujours par convolution discréte, on trouve que : Vk € [n+2,2n], P(X +Y =k) = 5

n
(4) Appliquer la formule des probas totales a I'’événement (X +Y = Z] et au s.c.e. ([Z = k])1<k<n-

Exercice 9.

(1) Les lois de U, V, W sont données respectivement par :
Vk € [2,+00], P(U=k)=(k—1)p*q"2

2qlk|
VkeZ, P(V=k) = f_qqz
VkeN*,  P(W=k)=(1-q%)q*?
(2) On trouve que cov(U,V) = 0. De plus, les variables aléatoires U et V ne sont pas indépendantes
(comparer pour cela P([U =2] N[V =0]) et P(U =2)P(V =0)).

Exercice 10.

1 2
(1) Xy, X, X3 suivent la loi B (n, 3) et X1 +Xolaloi B (n, 3).
2n n
(2) On trouve que V(X3 + X3) = 3 et cov(Xy, Xo) = ~95

Exercice 11.
(1) X <= B(n,p), E(X)=np, V(X)=npget Z — B(n,1—q¢*), E(X) =n(l —¢?), V(X) =ng*(1 - ¢?).
(2) Y est le nombre de personnes ayant atteint la cible au deuxiéme tir mais pas au premier. De plus, on
obtient que Y < B(n,pq), E(Y) = npq, V(Y) = npq(1 — pq).
(3) X et Y ne sont pas indépendantes (comparer pour cela P([X =n|N[Y =n]) et P(X =n)P(Y =n)).
(4) Partant du fait que Y = Z — X, on trouve que V(Z) = V(X +Y) = V(X)+V(Y)+2cov(X,Y). Comme
on connait les lois de X, Y, Z, on en déduit apres calculs la covariance de X, Y.

Exercice 12.
(1) Sachant [N = j], on voit que X — B(j,p).
(2) La loi conjointe du couple (X, N) est donnée par :
0 si 1>7
V(i,j) eN?, P(X=dn[N=j])=q e WVp'g/™"
i —1)!
(3) On en déduit que X — P(Ap), E(X) = Ap, V(X) = Ap.
(4) Montrer tout d’abord que Y — P()\q), puis vérifier 'indépendance de X et Y par le calcul.
(5) On trouve que cov(X, N) = Ap.
(6)
(7

si 0<i<j

On obtient que p(X,N) = ,/p.
Utiliser la question précédente pour voir que N ne peut pas étre une fonction affine de Y.

Exercice 13.
(1) On trouve que Y, < B(p?), E(Y,) = p*, V(Y,) = p*(1 - p?).
(2) On obtient que E(S,) = np, V(S,) = npq, BE(V,,)) = np?.
(3) Etablir que cov(Y;, Yit1) = p3q et cov(Y;,Y;) = 0 pour tous i, j tels que i < j — 1.
(4) On en déduit que V(V,,) = np?(1 — p?) + 2(n — 1)p3q.

Exercice 14.
(1) Avec la formule de I'espérance totale, on trouve que E(Y) = E(X)E(N).
(2) De méme, on a E(Y?) = V(X)E(N) + E(X)?2E(N?).
(3) On en déduit que V(Y) = V(X)E(N) + E(X)?V(N).
(4) SiY est le nombre de piles obtenus, alors on a :

E(Y) = w

Exercice 15.
(1) A faire!
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(2) La loi de Z est donnée par :
(k+1)a*

a
ER) = 2
e BB = 5055

De plus, on obtient par transfert que E(S) =

n+1
(3) (a) On trouve que, pour tout n € N: P(X <n)=1-— (1 j_ ) .
a

(b) Partir du fait que P(T' > n) = P(X > n)P(Y > n)...

Exercice 16.
(%) ()
(1) On a pour tout n € (X + X2)(2) et pour tout k € [0,n1] : Pix,4x,—n)(X1 = k) = W

n

) ny (M2t nn
(2) On obtient que F(X;1|[X; + X2 =n]) = En1+n21) ) = +1n .
M 1+n

1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 17.

1

— sil<j<i<n

(1) Laloi du couple (X,Y) est donnée par : V(i,j) € [1,n]?, P([X =Ny =4]) = ™
0  sinon

n+1 n?—1

(2) On voit que X — U([1,n]), E(X) = 5 V(X)) = 5

1~ 1
3) La loi de Y est donné L Vjelln], PY =j) == -
(3) Laloi de Y est donnée par : Vj € [1,n], P( 7) %

(4) X et Y ne sont pas indépendantes (comparer pour cela P([X =n|N[Y =n]) et P(X =n)P(Y =n)).

2
-1
(5) Par transfert et avec la question (1), on trouve que E(Y) = n Z 5 et V(Y) = %
Exercice 18.
4
(1) On trouve que A\ = peTp— 2
24 2n+1

(2) (a) On obtient que : Vi € [1,n], P(X =i) =P(Y =1) = a1 Deplus: E(X)=E(Y) = 7
n(n
(b) Vérifier que X et Y sont indépendantes, et donc la covariance de (X,Y) est nulle.
1
(3) On trouve que A\ = % De plus, on obtient que :

Pl
Vi €N, HX:“:”Y:“:£;@~

1
Apres calculs, on trouve que : E(X) = E(Y) = 5 Par transfert, on obtient que E(XY) = % Par

= 0, et donc X, Y ne sont pas indépendantes.

1
Koenig-Huygens, il s’ensuit que cov(X,Y) = B

Exercice 19.
(1) On peut représenter une fagon de vider le sac par une succession de n cases. On représente par 2 croix

. N sz . n
dans ces cases les instants ol on a tiré les 2 boules blanches. On a donc un choix favorable et (2> facons
de choisir 2 cases parmi n, sans ordre et sans répétition, d’ou le résultat!

(2) Les lois de X et de Y sont données par :

. . 2(n—1)
VZE[[l,nfl]], P(X—Z)—m
. . _2(j—1)
Viel2,n], PY=j= p—
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(3) Apres calculs et notamment par transfert, on trouve que :

B(X) = n;:lv E(Y) = w B(X?) = w E(XY) = E(Y?) = w
(4) Apres calculs et notamment par Koenig-Huygens, on obtient que :
V(X)=V(Y) = W cov(X,Y) = W_
On en déduit que p(X,Y) = %

Exercice 20.
(1) Si X suit la loi B(n,p), on trouve que Gx(t) = (pt + ¢)™ pour tout t € R.
(2) Par transfert, on voit que Gx (t) = E(t¥) et G (1) = E(X).
(3) On trouve que : V(X) = G% (1) + G'x (1) — (G5 (1))?.
(4) Utiliser la question (2) et le lemme des coalitions.

Exercice 21.

(1) Laloi de L; est donnée par : Vk € N*, P(Ly = k) = pFq + pq~.
(2) Vérifier que L; admet un moment d’ordre 2 par transfert, en utilisant les séries géométriques et leurs
dérivées. De plus, on trouve que :

E(L1)==+

ESHRS]
IR

(3) La loi du couple (Ly, L) est donnée par :
V(k,0) € (N*)?, P([Li =K N[Ly=1]) = p**'q" +¢"'pl.

(4) En utilisant la formule des probas totales, on obtient que : VI € N*, P(Ly = 1) = p?¢'~! + ¢?*p! L.
(5) Procéder comme & la question (2). On trouve que E(Lg) = 2.
(6) On vérifie que la loi conjointe de (L1, Lo, L3) est donnée par :

V(i,j, k) € (N*)?,  P([L1 =N [Ly = j] N [Lg = k]) = p g+t 4 ¢ TFp/
En utilisant la formule des probas totales avec le s.c.e. ([L1 = i N [La = j]) @ j)em-)2, on trouve que :
Vk e N*, P(Ls = k) = pFq+ pqg*.
(7) Vérifier que Ly, Ly admettent un moment d’ordre 2, et en déduire l'existence de cov(Ly, Ls).
(8) Par transfert, on trouve que : E(L;Ls) = piq De plus, on obtient d’aprés Koenig-Huygens que :

1 —2(2p — 1)?
COV(Ll,Lg):—2<p+q> :M <o.
pq ¢ p pq

Exercice 22.

(1) Par convolution discréte, on trouve que la loi de U est donnée par :

Vk € [2,+oc], PU =k)=(k—1)p*¢" 2

1
(2) On trouve que, pour tout [1,n — 1], Py—,(X1 = k) = —
(3) Sachant [U = n], X; suit la loi uniforme sur [1,n — 1], et donc E(X;|[U =n]) = g D’apres la formule
1

1
de Vespérance totale, on en déduit que E(X1) = §E(U) =-.

(4) Laloi de V est donnée par : Yk € Z, P(V =k) = .
(5) On trouve que cov(U,V) = 0.
(6) U et V ne sont pas indépendantes (comparer pour cela P([U =2]N[V =0]) et P(U =2)P(V =0)).

Exercice 23.

(1) (a) Utiliser la formule de 'espérance totale avec le s.c.e. ([N = k])ren=-

1 1—e?
(b) Par transfert, on trouve que : E = .

1+N A
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(2) Appliquer la relation de départ a la fonction g; : N — R telle que g;(i) = 1 et g;(n) =0sin # 4. On en
tire la relation suivante par transfert :

Vie N*, iP(T=i)=AP(T=1i-1).
Montrer ensuite par récurrence qu’il existe un réel a tel que :
VieN, P(T=1i)=a—.

Trouver enfin & I’aide d'une somme que o = e, et en déduire que : T < P(\).
(3) D’apres la formule de 'espérance totale, on a :

+oo
E(Sg(S)) = Y E(Sg(S)|[N =k)P(N = k)
k=1
“+o00 k k
= Y E (ing <ZX> IIN = k]) P(N =k)
k=1 i=1 i=1
“+o00 k k
= Y E (ing <ZX>> P(N =k)
k=1 i=1 i=1
+oco k k
= Y E (Xig <ZX>> P(N = k)
k=1 i=1 i=1
“+o0 k
= Z kE (ng (Z XZ>> P(N =k) (par symétrie des roles joués par les X;)
k=1 i=1
—+00 k “Mk
e A
= ZE (ng (ZXZ>> (kj — 1)'
k=1 i=1
k—1
Si ’on pose Si_1 = Z X, on obtient par transfert, indépendance et coalition que :
i=1
k 400 +00
E (ng (Z Xi)) = D D lglm+DP([Xx =1 N [Sk_1 =m))
i=1 1=0 k=0
“+o00 400
= D Y lgm+1)P(Xy, =1)P(Sk_1 =m)
1=0 k=0
+o0 400
= > > lglm+1)P(Xo =1)P(Sk_1 =m)
1=0 k=0
“+o00 400
= > lgm+DP([Xo =1 N [Sk—1 = m))
1=0 k=0

= E(Xog(Xo + Sk-1))
On en déduit que :

+oo k—1 e_A )\k
E(Sg(S)) = E| X X X; B —
(S9(5)) ; 09 0+; )
Conclure enfin avec la formule de I’espérance totale et un décalage d’indice préalable.

Exercice 24.
(1) A faire!
(2) On trouve que X < P(A) et Y — P(Ap). De plus, les variables aléatoires X et Y ne sont pas
indépendantes (comparer pour cela P([X =0]N[Y =0]) et P(X =0)P(Y =0)).
(3) Sachant [X =n],on a Y — B(n,p).
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(4) On trouve que : Z < P(\pq).
(5) Vérifier par le calcul que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

Exercice 25.

(1) Tout d’abord, l'intégrale w, est faussement impropre en 0. Par comparaison avec une intégrale de
Riemann en 400, on en déduit que l'intégrale u,, converge. De plus, on trouve par IPP et avec le résultat

admis début d’exercice que :
+o0 1 — cos™ (t) ™
“ A 2 2
Effectuer le changement de variable u = st.

. . . 7 . 7’ 7’ 7T
Avec l'indication donnée et la question précédente, on trouve que : us = —.

)

) 2

) On obtient que E(S,) =0 et V(S,) =n.

) Par transfert, on trouve que E(sin(X;t)) = 0 et E(cos(X1t)) = cos(t) pour tout t € R.

) Pour I'hérédité de la récurrence, on utilise la formule d’addition pour cos, le lemme des coalitions
et la question précédente, de la fagon suivante :

E(cos(Sni1t) = E(cos(Sut)cos(Xpq1t) — sin(Spt) sin(X,11t))
= E(cos(Sut)) E (cos(Xps1t)) — E (sin(Spt)) E (sin(Xp1t))
= E(cos(Sut)) x cos(t) — E (sin(Spt)) x 0
= cos™(t) x cos(t) (par hypothese de récurrence)

= cos"T(t),

et 1a, on peut conclure!
(d) D’apres la question (2)(a), on a :
2 [T 1 — cos(Snt
Sl = 2 / 1= cos(Snf) gy
™ Jo t

Deés lors, on trouve par linéarité de l'intégrale et par transfert que :

E(ISal) = > [|k[P(Sn=k)

—n<k<n
2 [T 1 — cos(kt
- oy 2 / L= costh?) i p(s,, = ky
—n<k<n T /0 t
B 2/+°° Z 1—cos(kt)P(S  yat
o ™ 0 tQ "
—n<k<n

2 too ] — Z—ngkgn cos(kt)P(S,, = k)
- EA 12
+oo 1
_ 2 / 1 — E(cos(Sht)) gt
™ Jo t2

2 [T 1 — cos™(t 2
/ cos ()dt
0

T +2

3

Exercice 26.
(1) On trouve que, pour tout k € N* : P([Z, > k]) = (q1...g,)*~!. On en déduit que : Z,, = G(1 — q1...q»).
(2) Apres calculs et télescopage, on trouve que :

n+1 n+1 . .
1 (t—1)(i+1) n+ 2 1
oy = 1— =)= G-Je+rJ)y_ - _nte 2
h--4 H ( 12) H ( i2 2(n+1) no+oo 2

=2 =2

1\ /1" /1\*
Donc nll}IJIrloo P(Z,=k) = <1 — 2) <2> = (2> pour tout k € N*.



