TRAVAUX DIRIGES : PRODUIT SCALAIRE - ESPACES EUCLIDIENS
REPONSES - INDICATIONS

1. FORMES BILINEAIRES ET PRODUITS SCALAIRES

Exercice 1.
(1) @ est bilinéaire, pas symétrique, définie, positive.
(2) ¢ est bilinéaire, symétrique, pas définie, positive.
(3) ¢ est bilinéaire, symétrique, définie, positive.
(4) ¢ est bilinéaire, pas symétrique, pas définie, pas positive.
(5) ¢ est bilinéaire, symétrique, pas définie, pas positive.
(6) © est bilinéaire, symétrique, définie, positive.

Exercice 2.
(1) Vérifier que E est non vide, inclus dans R, [z] et stable par combinaisons linéaires.
2) Commencer par faire une IPP pour montrer que ¢(P, Q) = L Pt Q' (t)dt, puis passer & la démonstration.
0

(3) 1P| =/ Jy (P'(1))2dt.

Exercice 3. Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire canonique sur R™ et aux vecteurs

r=(/1,..,v/n)ety=(1,..,1).

Exercice 4. Utiliser le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On trouve que : (z1,...,x,) = (1,...,1).

)dt

1
t)g(t
Exercice 5. Appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire (f, g) — / % et aux fonc-
0

2
tions f et 1. On a alors égalité si et seulement si f est constante.

Exercice 6. Pour montrer que ¢ est définie, raisonner par I’absurde sur le degré de P. Le reste est classique.

Exercice 7. Montrer que ker(f) = ker(g) par double inclusion et en utilisant 1’écriture matricielle du produit
scalaire en base orthonormée, puis conclure avec le théoreme du rang.

Exercice 8. Refaire la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec le polynome :

Pt)=E ((t\/)?— \/17()2> .

On a alors égalité si et seulement si X est constante presque stirement.
2. ORTHOGONALITE

Exercice 9.
(1) Par polarisation, on trouve que : ¢((x1,x2,z3), (Y1, Y2, y3)) = 201y1 + T2y2 + T3ys + T1Y3 + T3y1-

1 1 2
2 , fa, est une base orthonormée de R3, avec f; = [ —,0,0 |, f> = (0,1,0), f3 = | ——=,0, \/> .
(2) (f1, f2, f3) fi (\/5 ) fa=( ), f3 ( 7 3>

Exercice 10.

(1) Ecrire Q(z) comme une somme de carrés.
(2) Poser ¢((x1,72), (y1,v2)) = 221y1 + 5Tays — T1Y2 — X2y;. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur R?,
puis que NN est la norme associée a .
1 V2 >

1
(3) (f1, f2) est une base orthonormée de R?, avec f; = (\/5,0> et fo = (3\/57 5

1
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Exercice 11.
(1) A faire!

1 1
(2) (33 — 1,z — V12 <x — 2) ,x — /180 (:]j2 —r4 6)) est une base orthonormée de Ro[z].

Exercice 12. La famille ((1,1,1),(1,-2,1),(1,0,—1)) est une base orthogonale de R3 mais pas une base
orthonormale. De plus, la famille ((0,1, 1), (0,—1,1),(1,1,0)) n’est méme pas orthogonale.

Exercice 13.

(1) A faire en utilisant le fait qu’un polynéme de degré < n, ayant au moins n + 1 racines distinctes, est le
polynome nul.

(2) Classique, a savoir faire!

(3) Utiliser la question (2).

(4) On trouve que : matz, . r.)(P)=

Exercice 14.

(1) (a) Montrer par récurrence sur n € N* que T), est de degré n et de coefficient dominant a,, = 2”71,
(b) Effectuer une récurrence double!
(c) Utiliser la question (1)(b) pour montrer que ’ensemble .S, des racines de T, est donné par :

T km
T — S| 5 — | ’ -1 .
Sy {cos(2n+n) kelo,n ]]}

(2) (a) A vérifier avec les formules d’addition pour cos.
(b) Avec la question précédente, on trouve que :

T si p=¢q=0
Ing=4{ m/2 si p=g#0
0 si p#gq

(3) (a) Se ramener a laide du changement de variable ¢t = cos(u) & 'intégrale d’une fonction continue sur
un segment, puis conclure!
(b) A faire!

(c) Utiliser le changement de variable ¢ = cos(u).
(d) On trouve que : (x — z",T,) = 2%

3. ESPACES EUCLIDIENS

Exercice 15. Si A est la matrice du produit scalaire dans une base donnée et si X est un vecteur colonne,
montrer que AX =0 = X = 0, puis conclure.

Exercice 16.
(1) A faire!
(2) Procéder par double inclusion!
(3) Utiliser la question (2), le fait que F = F + G et les résultats sur la dimensions des orthogonaux.

Exercice 17.

(1) B = ((_271’0)’(07071))
(2) B = ((2a _37 1))
(3) B=((1,-2,1))
3 11
4) B = 55x+m2>

Exercice 18.

(1) Evaluer 1’égalité de départ en z = e;.
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(2) On trouve que la norme est nulle.
(3) Utiliser la question (2) pour montrer que (e, ..., e,) est génératrice de E, puis conclure avec (1).

Exercice 19.
(1) Pour le caractere défini, utiliser le fait que P(1) = P'(1) = P (1) = PG)(1) = 0 = 1 est racine de P
de multiplicité > 4.
(z—1)?
2
Pour la deuxie¢me partie de la question, calculer p(P, eg), (P, e1), @(P,es) et conclure.

(2) On trouve que B = (eg, €1, e2) = (x — lLzr—ao—1,0—

Exercice 20.

(1) On trouve que QP(A,B) = ZZai’jbi’j si A= (ai’j)lgingn et B = (bi,j)lgi,jgnu
i=1j=1
(2) Utiliser la question (1) pour montrer que ¢ est un produit scalaire.
(3) Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(4) Montrer par Analyse-Synthese que M, (R) = S, (R)® A, (R), puis que S, (R) et A,,(R) sont orthogonaux
avec les propriétés de la trace.

Exercice 21.
(1) On trouve que (e;,e;) =1sii=jet (e;,e;) =1/2sii+#j.

(2) Calculer le rang de A et montrer qu’il est égal & n, puis conclure.
n

(3) Partant de la relation inei = 0, calculer le produit scalaire de cette expression avec e pour tout
i=1
k € [1,n], et conclure avec la question (2).

Exercice 22.

(1) Calculer |[v]|? et montrer que |[v|* < |lul|?>. Conclure.
n

(2) Soient x1,...,x, des réels tels que inei = 0 (%). A laide de la question (1), on peut supposer que
i=1
Z1,..., &y > 0. Calculer alors le produit scalaire de la relation (x) avec e,11 et conclure.

Exercice 23.

(1) (a) Etablir la convergence de ¢(P, Q) en utilisant la linéarité de 'intégrale et la fonction Gamma d’Euler.
A faire!
Montrer que U(P)(t) = (1 — t)P'(t) + tP"(t) pour tout t € R, et en déduire que U € L(E).

(b)
(a)
—+oo
(b) Vérifier par une IPP que (U(P),Q) = —/ te 'P'(t)Q’(t)dt, et conclure.
0
(a)
(b)

Utiliser la question (2)(a)!
Calculer la matrice de U,, dans la base canonique de R, [z]. On trouve que :

Sp(Un) = {—k, k € [0,n]}.

Conclure que U, est diagonalisable.
k

(4) (a) On trouve que : Py(t) = Z (lj) (fl)ilz,—!!ti.

(b) A l'aide de la question (4)(a), montrer que U(Py) = —k Py, puis conclure.
Exercice 24. On voit que ‘P = P~!. Pour l'inégalité & démontrer, il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz au produit scalaire canonique sur M, 1(R) et aux vecteurs U et PU, ou U est le vecteur colonne dont
toutes les composantes sont égales a 1.
4. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 25.

(1) A faire!

(2) Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions v/f et /g.

Exercice 26.
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(1) A laide de I'inégalité triangulaire, montrer tout d’abord que :

n n
D M| <3 [kl sl -
k=1 k=1

Appliquer ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire canonique sur R™ et aux vecteurs

(Anlsees [An]) et ([ualls o [[unl)-
(2) Utiliser la question (1) et raisonner par ’absurde.

Exercice 27.

3 1
(1) (a) On trouve que Lo : x+—> 1, Ly : x> x, Lg:$»—>§x2—§.
2n)!
(b) On trouve que L,, est de degré n, de coefficient dominant a,, = 2( (n3)2
n(n!
(¢) A faire avec les degrés échelonnés!

(2) A faire!
(3) (a) Utiliser une IPP.
(b) Procéder par une récurrence finie a ’aide de la question (3)(a).
(4) (a) D’apres la question (1)(c), on sait que (Lo, ..., Lyp—1) est une base de R,,_1[z]. De plus, on peut
montrer & P'aide de la question (3) que L; est orthogonal & L, pour tout i < m — 1. Conclure.
(b) Utiliser la question précédente.

Exercice 28.

(1) On voit que (|a| — [b])? > 0, et donc 2|ab| < a? + b%. Dés lors, on trouve que, pour tout n € N :
1
|unvn| < 5(“2 + o).

Conclure sur la convergence de Y |u,v,| par linéarité et comparaison des séries & termes positifs.
(2) Vérifier avec I'indication donnée que [?(N) est stable par somme et par produit par une constante.
(3) (a) A faire!
(b) A faire! Conclure que F' n’est pas de dimension finie car il contient une famille libre infinie.
(c) A faire en partant de la définition de F.
(d)

1
d) On trouve que F+ = {0} et FF @ F1 = F # [?(N) (car [2(N) contient la suite <n+1> qui
n>0

n’appartient pas 4 F). Enfin, on obtient que (F+)+ = [2(N).

Exercice 29.
(1) Suivre les indications données!
2
(2) Vérifier tout d’abord que ||y|| < EHJ@H pour tout k € N* & I'aide de la question (1), puis faire un passage

a la limite quand k tend vers +oo.
(3) Utiliser la question (2) et le théoréme du rang.

1 n—1
4 lim — My) =y.
(4) (a) On trouve que Jm ;u (y) =y

n—1

1
(b) Suivre I'indication donnée et faire un télescopage. On trouve que lim — E uF(y) =0.
n—4+oco n P

(c) Utiliser les questions (3), (4)(a) et (4)(b) pour montrer que p est le projecteur sur ker(u — Id)
parallelement & Jm(u — Id).

Exercice 30.
(1) A donner!
1
(2) On trouve que : (z,y) = 1 (Hx +ylI> = ||z — y||2)
(3) Par linéarité de 'espérance et par bilinéarité du produit scalaire, on trouve que :
E(JUIP) =Y. B(X:X;) (v, v)).
i=1j=1

Utiliser ensuite I'indépendance mutuelle des X; et leur loi commune pour montrer que E (||U||?) = n.
(4) Raisonner par l’absurde et obtenir une contradiction avec la positivité de 1’espérance.



()

TRAVAUX DIRIGES : PRODUIT SCALAIRE - ESPACES EUCLIDIENS REPONSES - INDICATIONS 5

Si F est orthogonale, alors on a d’apres Pythagore :

V(e1, nen) € {=1,1}", |le1v1 + ... +envnll = V.
Réciproquement, supposons que :

V(e1, . en) € {=1,1}", [le1v1 + ... +envn]l = V1.

Posons alors x = €101 + ... + €,v, €6 y = €101 + ... — €05 + ... + Ev,. Comme ||z|| = |ly|| = v/n, on voit
que ||z||* = ||ly||?, et donc on a d’aprés la question (2) :

<’Ui, Z skvk> =0.
1<k<n, k#i

En choisissant judicieusement les €5, montrer que (v;, vi) = 0 pour tout k # i. Conclure.
On raisonne par I’absurde et on suppose que |e1v1 + ... + €,0, || < /0 pour tout (e1,...,e,) € {—1,1}".
Alors, on obtient par croissance de 'espérance que E (||U||?) < n, et donc E (||U||?) = n d’apres la
question (3). Par positivité de I'espérance, 'égalité E (||U[|*) = n entraine que ||U||*> = n presque
stirement, et donc :

V(El,...76n) € {_171}71’ ||51’U1+...-|-6n'UnH = \/ﬁ

Conclure avec la question (5) que F est orthogonale, d’oui la contradiction recherchée.



