TRAVAUX DIRIGES : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
REPONSES - INDICATIONS

Exercice 1.
(1) U est borné, (2) U n’est pas borné,

(3) U n’est pas borné, (4) U n’est pas borné.

Exercice 2.
(1) U est borné, (2) U n’est pas borné,

(3) U est borné, (4) U est borné.

Exercice 3.
(1) flz,y) =2 +y* +ay®

o D; =R2,

o d(f)(x,y) =22 +y’

o %o(f)(z,y) = 2y + 3zy?,

o O, (f)(x,y) =2,

o O,()@,y) =03, (f)(x,y) = 3y,

o D2a(f)(w,y) =2+ 6zy.
(2) f(z,y) = (2* +y?)cos(y) :

e Dy =R?

e 0i(f)(z,y) = 2z cos(y),

o Oo(f)(z,y) = 2y cos(y) — (2 + y?) sin(y),
0% 1(f)(x,y) = 2cos(y),
o 0 ,(f)(z,y) = 03, (f)(z,y) = —2wsin(y),
O22(f)(z,y) = (2 — a® — y?) cos(y) — dysin(y).
® ey =g L)

* Dy =R2\ {(0,0)},

(1—In(z? +y%))

o 0(f)zy) = 2

(IQ + y2)2 ’
o Ou()ay) = ),
5 _ 42?(2In(z® +9?) —3) | 2(1 —In(2® +¢?))
hd 81’1(.]0)(33, y) - (1’2 + y2)3 ((L‘Q + y2)2 ’
X n xz 2y —
o B l7)w0) = (1) (o) = DLEHE LI D),

4y2(2In(2? +9?) —3)  2(1 —In(a? + y?))

o Oaa(f)(z,y) = @2 +12)° (22 4 y2)2
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(4) f(z,y) = ze¥ + ye® — xye™V :
o D; =R2,
o 0i(f)(w,y) = e’ +ye® — (1 +x)ye™?,
o 0(f)(x,y) = xe? + e — (1 + y)we™ Y,
o 3 1(f)(x,y) = ye* —y(2+a)e" T,
o 0fo(f)(z,y) = 03, (f)(z,y) =€ +e¥ — (L+2)(1+y)e™?,

o Doo(f)(w,y) =we¥ — (24 y)e™ V.

. 1
(5) f(z,y) = xsin (y2> :
o D; =R x R*,

¢ Na) =sin (5 ).
- () = o (),

y
91 ()(x,y) =0,

-2 1
o o)) = Ba(F) ) = —3 cos (y)

. 32,2(f)(:c,y2) :f <y6 <y1) - %Sm (;))
(6) flx,y) =wye ™ ¥ :

e D; =R?,

o (/) a,y) = y(1 - 2?)e V",

o (f)(x,y) = (1 —22)e*" V",

o 2,(f)(x.y) = y(4a® — 6z)e~*" V",

. 020 ay) = By y) = (1 202)(1 — 22",

o Doa(f)(w,y) = (4y® — by)e ™ V.
(1) flr,y) = —2

x—f—y:
_ 2
.Df—{(l‘,y)GR,£E+y7é0},

2

o (f)(z,y) =

(@ +y)*
© B(NEw) =
* haNle) =
o Fal)w) = Balf)lon) = o
—2z2
e Doo(f)(z,y) = @ +y)?

8) flz,y) ==¥:

- INDICATIONS
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e Dy =R% xR,

o Oi(f)(z,y) =yav

o 9x(f)(2,y) = In(x)zY,

o 97 1(f)(x,y) = yly — a¥ 2,

o 975(f)(z,y) =05, (f)(a,y) = (1 +yln(z))av~",

o 0yo(f)(x,y) = In®(z)av.

@fww:¢£%?:
e D; =R2\ {(0,0)},
2

o+ 97

* 2Ny =

—3xy?
(ot )7
o 9f5(f)(x,y) = 031 (f)(a,y) =

—a(x? - 2y%)
(et

o n(f)(z,y) =

o 0t (f)(zy) =

y(22% — y?)
(P

o Oaa(f)(x,y) =

Exercice 4.

(1) f(z,y,2) = zcos(y) + ycos(z) + z cos(z) :
e Dy =R3,
o i(f)(z,y,2) = cos(y) — zsin(z),
* 9a(f)(x,y,z) = cos(z) — wsin(y),
o 35(f)(2,y,2) = cos(x) — ysin(2),
o 0 1(f)(x,y,2) = —zcos(),
o 05(f)(,y.2) =05, (f)(x,y,2) = —sin(y),
o 0 3(N)(x,y,2) = 03, (f)(x,y,2) = —sin(z),
o Oa2(f)(x,y,2) = —wcos(y),
o 935(f)(,y,2) = 03,(f)(x,y, 2) = —sin(2),
o 933(f)(x,y,2) = —ycos(z).
(2) f(z,y,2) = zIn(y) + 2 In(z) :
e Dy = (R%)? xR,
o A(D)(@.y.2) =In(y) + -,
o (f)(w,y,2) =

o 05(f)(x,y,2) = In(x),
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—Z

a%,l(f)(xﬂyaz) = ?7

0 o(F)(@,y,2) = 031 (f)(,y,2) =

b

hd 8%’3(]0)(1:,:1/,2) = 8?%,1(f)($7y72) =
° 8272(]")(99,3/,2) = ;7;6,
b a%,3(f)(x7yaz) = 8?%,2(f)($?yvz) =0,

o %5(f)(x,y,2) =0.

b

B=|~—

(3) f(z,y,2) = zy + yz + 2o — arctan(zyz) :

e Dy =R?,

* hf),y,2) =y+z - (xyz%iz—kl

* %(f),y,2) = +z— (xyzg;iz—kl

* (f)(z,y,2) = +y— (ncyza;ig—i—l

o B0 2) = o

o« Bolf)@,9,2) = 01 (f)wy.2) =1 - (Ealcy_f—yrl))

b 82,2(f)(x7yaz) = &%7
© BalN)wy2) = Bol £y ) =1 = T

IZ 2Z
¢ a(fwy2) =

(4) f(z,y,2) =In(2® +y* + 2%) :

e Dy = R? \ {(07070)}7

2z

e 0i(f)(z,y,2) = PENE Nl
2y

* 0x(f)(z,y,2) = PNl
2z

o %(f)(z,y,2) = 21212

2(—22 + 12 + 22)
(22 4+ y2 +22)2 7

a%,l(f)(x7y7z) =
—4dzy

(1.2 + y2 + 22)2’
—4xz

(22 4+ y2 + 22)2’

b 812,2(f)(‘r7y72) = 8%1(‘](‘)(3?,?4,2:) =

o Ks(f)(x,y,2) = 95,(f)(z,y,2) =
2(x% —y? + 22)
o 55(f)(x,y,2) = 05,5(f)(x,y,2) =

2(z% 4+ y? — 2?)
(22 +y2 + 22)2°

L4 6272(f)($,y,2) =
—4yz
(1.2 +y2 +Z2)2’

a?%,B(f)(xvyvz) =

- INDICATIONS
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5) f(z,y,2) = e eyt 42

e Dy =R?,

o 0i(f)(z,y,2) = 2z + y)e$2+£y+y2+z2,

e 0o(f)(z,y,2) = (2y + x)ef62+ﬂ?y+y2+z2’

o 03(f)(z,y,2) = 2,26"”2+901/er2+z27

21(f)(w,y,2) = (2+ (2 +y)?)e? Tovtv’+="

R o(f)(w,y,2) = B1(f)(@,y,2) = (1 + (22 + y) (@ + 2y))e™ Tovrv'+",

8%’3(]0)(1',:1/, Z) = 83%,1(f)(x7y7 Z) = 22’(21’ + y>emz+my+y2+227

o Doa(f)(w,y,2) = (24 (2x +y)(z + 2y))e® Tovtv’+=",
o 955(f)(x,y,2) = 835(f)(w,y, 2) = 22(x + 2y)e Teyvtyi+a’

o B4(f)(w,y,2) = (24 422)e" Tevtvi+a,

(6) f(.Z‘,y,Z) = #ﬁz :

. Df:{(x,y,z)ERB, :c+y+z7é0},

.aﬂﬁuw@y:éﬁ%iﬁw

xz(x + 2)
(x+y+2)?%
xy(z +y)
(x+y+2)*

812’2(.]8)(1:,:1/,2) = 53’1(f)(x,y72) =

® 82(f)(x,y,z) =

b 83(f)(x,y, Z) =

222y + w2 +yz + 22)

(x+y+ 2)3 ’
 R)r2) = 0, (1w, z) = LEELVE LI,
@ Oua(as) = )
o B)(02) = By, 2) = TETELIEL)
¢ BalPs) = A

-1
Exercice 5. Tout d’abord, f~1({0}) est la réunion des graphes des fonctions z — 0 et z — —. De plus,
T
1-2z
72

F71({1}) est le graphe de la fonction z —

Exercice 6.
1 1 1 1

1 1
(1) z=ca+zy, (2) 2= (3)7::%—@3:—4—\/53;.

2 2
Exercice 7. On trouve que f(m + hy,7m + he) = —7 — hy — ha + ||(h1, ha)||e(h1, he).
Exercice 8. On trouve que f(1+4 hy,—1+ ho,—14 h3) = —hy — ha — h3 + ||(h1, ha, h3)|le(h1, ha, h3).

Exercice 9.
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(1) f(z,y) =sin(z +y) — cos(z —y) :
e 01(f)(w,y) = cos(z +y) +sin(z — y),
* &a(f)(x,y) = cos(z +y) — sin(z — y),
o 971(f)(z,y) = —sin(z +y) + cos(z — y),
o 97,5(f)(x,y) = 35,(f)(x,y) = —sin(z +y) + cos(z — y),

e 33,5(f)(x,y,2) = —sin(z + y) + cos(z — y),

w0 = (1 ),

1
° f(hl,hg) =—14+hy+ho+ i(h% — 2h1ho + h%) + H(hl,hg)HQE(hl,hg).

@) ) = 5=
« 09 = T
¢ 0o = e
o Bo) =
¢ a)w.9) = BNy = s
» Bal)(oz) = T

« 0.0 = (3 5)

o f(hi,hs) =1—h}+ h3+ | (h1, he)|?e(hy, ha).
(3) f(a.y) = e cos(y) :

o 1) () =~ cos(y).

o a(f)(x,y) = —e " sin(y),

o 02,(P)(a.y) = cos(y).

o Ra()w.9) = B3 (/) (1) = e sin(y),

o= (% )

1
° f(hl,hg) =1—h+ 5(6_1h% — 6_1h%) + ||(h1,h2)||25(h1, hg)

Exercice 10.
(1) f(z,y,2) =sin(z +y)+In(1+z+2):

o 01(f)(z,y,2) = cos(z +y) +

14+z+2’
L4 62(]0)(1773%2) = COS(‘T +y)’

1

* BNy 2) =10

- INDICATIONS
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1
(1+x+2)2’
812,2<f)(x’ya Z) = a%,l(f)(x7y7z) = _Sin(x + y)v

1
(1+x+2)2’

812,1(.]8)(‘%'73/52) = —sin(m + y) -

0t 5(F)(@,y,2) = 031 (f)(z.y.2) = —

a%,2(f)<x7yaz) = —sin(m + y)a

b 8%,3(.]0)('7:’3/) Z) = a§72(f)($,y72) = 07
1
b 3%73(]‘)(:0,3/,2) = *m7
-1 0 -1
« V2()0,000=[0 0 o]
-1 0 -1
1
° f(hl,hz,hg) =2hy + hgy + hs — i(h% + hg + 2h1h3) + ||(h1, ho, h3)||2€(h17h27h3).
1
(2) f(z,y,2) = [
-1
° 81(,]0)(1’73},2) = (1—|—(E—y+22)2’
1
° aQ(f)(I7y7z): (1+9L‘—y+22)2’
—2
L4 ag(f)($7y7z) = (1+x—y+22)2’
2

812,1(.]8)(5673/’2) = (1+l‘7y+22)37

0 (1)(03:2) = BN 009 = (g
4

(142 —y+22)3

612,3(.]0)(33,:% Z) = a??,l(f)(m7y7z) =
2
(1+z—y+22)3

a%,S(f)(xvyaZ) = a%,Q(f)(xvyvz) =

035 ()(@,y,2) =
4
(1+z—y+22)%

8
3§,3(f)(x,y,z) = (1+$7y+22)3’
2 =2 4
v2(f)(0a070): -2 2 4 )
4 4 8

F(hi, ho, hs) = 1—hy+hy—2hs+h2 +h3+4h2 — 2y ho +4hihs+4dhohs + || (hy, ha, hs)||2e(ha, ha, hs).

Exercice 11. Calculer la dérivée de la fonction g : t — f(a + (b — a)) et montrer qu’elle est nulle sur [0, 1].

Exercice 12. Calculer la dérivée de la fonction g : t — f(a + t(b — a)) sur [0,1], puis majorer |¢'| & 'aide de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et enfin conclure avec les accroissements finis.

Exercice 13. Utiliser I'identité de Leibniz pour dériver un produit.

Exercice 14.

(1) A faire!

(2) On trouve que, pour tout « € Dy et pour tout i € [1,n] : 0;(f)(z) =

(22 + ...+ 22)%

2 n
(3) On obtient que : f(14 Ayl hy) =~ > " hi+[|h]le(h).
=1

(4) On trouve que f/(a) = =2 et f//(a) =8 — 2n.
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Exercice 15.
(1) e V(f)(z,y) = (32 —y,3y* — ),

e~ fun ()

(2) o V(N)(z,y) = 2z + 4y, 4z + 2y),

e C= {(0’ 0)}
(3) . V(f)(:v y) _ 2z° +1n(1+x2+y2) ezlr;(l+w2+y2) 2zy exln(1+:c2+y2)
’ 14 22 + ¢? Tt a2+ g2 )
e C={(0,0)}.

(4) o V(f)(z,y) = (4a® — 4o + 4y, 4y® — 4y + 4x),
- fon (G -3) )

Exercice 16.
2x x2 4+ 22 2z
1 o V T,Y,2) = , — 5 )
W) o VD) = (o s

e C=1{(0,y,0), y € R}.

(2) o V(f)(z,y,2)=W+z—lLz+z-1lax+y—1),

c-{(142)

(3) o V(f)(z,y,2)=02x—2y,2y+z2+1,y—1),

o C={(1,1,1)}.
(4) o V(f)(z,y,2) =(y+z—yz,x+z—xz,0+y— 1Y),

o C=1{(0,0,0),(2,2,2)}.

Exercice 17.
(1) A faire! On trouve que f~1({1}) = {(0,0)}.
(2) Vérifier que C = {(0,0)}.
(3) Etablir que f admet un minimum global en (0, 0).

Exercice 18. Soit f : R?> — R I'application définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = 32* — 422y + ¢
(1) A faire! On trouve que : f~1({0}) = {(z,2?), = € R} U {(z,32?), z € R}.
(2) Vérifier que C = {(0,0)}.
(3) Montrer que fi(t,0) = 3t* > 0 et conclure.
(4) Montrer que fo(t,2t?) = —t* > 0 et conclure.
(5) Etablir que f n’admet pas d’extremum local/global.

Exercice 19.

1) A faire! On trouve que : V(f)(z1,...,z,) = <2na:1 — Zxk, ey 2NTyy — Zm’f)
k=1 k=1

2) On obtient que C = {(¢,...,t), t € R}.
3) Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
4) Conclure avec les questions (2) et (3).

(
(
(
(

Exercice 20.

(1) On obtient que : D = {(x,y) eR? 4?2 —1+#0, 14+ 2y #0, f:myy > 0}.
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(2) Faire le calcul!

(3) Pour y fixé dans ]0, 1], étudier la fonction x — In ( Ty

R;.
1+xy) sur Ry

1
(4) Pour x > 0 fixé, montrer que I'intégrale / f(z,y)dy converge absolument en utilisant la question (3) et
0

1
par comparaison avec l'intégrale convergente / In(y)dy.
0

1. EXERCICES SUPPLEMENTATRES
Exercice 21.
(1) fla,y) =ay+e:
* N(f)(z,y) =y +e,
o 0(f)(x,y) = =,
0% 1(f)(@,y) =€,
02 o(f)(x,y) = 031 (f) (@ y) =1,

a%,Q(f)(x7y) = 07

V0.0 = 10, 000 = (o).

1
° f(hl,h2> =1 + hl + §h% + hlhz + H(hl,hg)||26(h17h2>.

(2) f(x,y,z)zg—i-%—i—i:
© (N == 5,
1

L4 aQ(f)(I7yaz) = ; - yi;a

o %Ny =1~ %

o (D)) = o,

o 0Fo(N)@02) = (D) =

o R a(F),,2) = OB (N 92) = .

¢ BaPws) =

o BN 5 2) = BRal)(o,2) = -

o a(N),2) = 5,
2 -1 -1

e V(f)(1,1,1) = (0,0,0), V2(f)(1,1,1) = (-1 2 -1,
-1 -1 2

o f(1+hy,1+ho, 14 hg)=3+h3+h3+h3—hihy — hohg — hihs + ||(h1, ha, hs)||*(h1, ho, h3).
(3) f(z,y) =e "cos(y) :
e 0i(f)(w,y) = —e " cos(y),

o %a(f)(w,y) = —e "sin(y),
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0F1 (), y) = e7" cos(y),
8%72(.]0)(1.3 y) = 622,1(]0)(1'7 y) =e " Sin(y)v

03 5(f)(,y) = —e~ % cos(y),

¢ V0. = 10, 00 = (3 7),
o (a7t ho) = —1 4y — DB DR [, o) e, ).
4) f(z,y,2) =2zy+yz+zx:
. Af)em) =y +
e h(f)(x,y,2) =x+ 2,
. (e =+,
941 (e.2) =0,
0oy, 7) = 85 (v 2) = 1
Ball)wy,2) = B (Nl y2) = 1,
051 x.0.2) =0,
Ball)wy,2) = Balf)lwy,2) = 1

a?%,:S(f)(xvy?Z) =0,

_ = O
—_ O =

1
V(f)(1,2,3) = (574’3)7 Vz(f)(1,2,3) = ( 1) )
0

f(1+hy,2+ he,3+ h3) = 11 + 5hy +4ho + 3h3 + hihs + hahg + hihs + || (hy, he, h3)||?e(h1, ha, h3).

Exercice 22.

(1) On trouve que V(f)(z,y) = (2z — 2y, —2z — 3y2) et V2(f)(z,y) = (_22 _‘éj).
(2) Vérifier que C — {(0,0), (—g —§) }

(3) On obtient que f(t,0) = t? et f(0,t) = —t> pour tout ¢ > 0. Pas d’extremum global.
(4) Si S est 'ensemble des solutions de I’équation f(z,y) = 0, alors on trouve que :

S= {(yfy 1+y,y), Y€ [71,+oo[} U{(ery 1+y,y), y € [71,+oo[}.
(5) A faire a l’aide de la question (3).

Exercice 23.
(1) A faire! On trouve que 9;(f)(21, ..., xp) = iwy..xi !

(2) On obtient que V(f)(1,...,1) = (1,2,...,n).

n

(3) Etablir que f(a+h) =1+ khy + |[hlle(h).
k=1

...z pour tout i € [1,n].

Exercice 24.
(1) A faire! On trouve que V(f)(x,y,2) = (4o — 2y — 2z, —2x + 4y — 2z, —2x — 2y + 4z).
(2) Vérifier que C = {(t,t,t), t € R}.
(3) Etablir que f admet un minimum global le long de C.

Exercice 25.
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(1) A faire!
(2) On trouve que, pour tout point (x,y) € R? :

V(N(x,y) = 4z +y)* +4(x —y)® — 4z —y), 4z +y)* —4(z —y)® + 4(z — y))

12(z + y)? + 12(z — y)? 12(z +y)? — 12(x —y)? + 4>
) 2

Y24
V2 (f)(x,y) = (12<x+y)2 120z —y)2+4 120z +y)?+ 120z —y)2 — 4

0 Vst e {000 (-1.2) (51}

(4) On trouve que f(x,z) = 16x* — 822 pour tout z € R. La fonction f n’admet pas de maximum global.
(5) (a) Ecrire que f(z,y) = (z +y)* + ((z — y)? — 1)2 — 1 et conclure.
(b) Montrer que f admet un minimum global atteint aux deux derniers points critiques et valant —1.

Exercice 26.
(1) (a) Vérifier que 2% + y? > 2|zy| et conclure.
(b) Par encadrement, établir que f(z,y) tend vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0).
(2) A faire! On trouve que, pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} :

3 3
n(f)(z,y) =

Yy B x
CERDEE et Oz(f)(z,y) = (CESEER
(3) Vérifier que C = ().
(4) On trouve que f(t,t) =t et f(t,—t) = —t pour tout ¢ > 0. Pas d’extremum global pour f.

Exercice 27.
(1) (a) Dériver lapplication x; — f(tx1,...,txy) POUL T1, ey Tj—1, Tit1, -, Tn, t fixés.
(b) Dériver lapplication t — f(txz1, ..., tx,) pour xy, ..., x, fixés.
(2) (a) Faire le calcul!
(b) On trouve que ¢'(t) = 0.
(c) A faire avec les questions précédentes.

Exercice 28.
(1) On trouve que D = {(z,t) € R®, t #£0, t # —1, 1 +xt > 0}.
1

Vérifier que a, = — 1 fx et b, =
Etablir que A =] — 1, +o0].
In(1+ x) n In(2)

1—a

On trouve que F'(x) = — pour tout x > —1.

Vérifier que F est croissante sur | — 1,1[ et sur |1, 4+o00[. Pour la continuité en 1, montrer a 1'aide des
accroissements finis que F’(z) tend vers In’(2) = 1/2 quand x tend vers 1, et conclure.

1
6) Utiliser les accroissements finis pour montrer que F'(z) > —— pour tout x > 1. En déduire par
1+
x

croissance de U'intégrale que F'(x) tend vers +oo quand z tend vers +o0.

Exercice 29.

(1) Cf cours de deuxiéme année.

(2) (a) e La fonction f; + fo est convexe (& montrer),
e La fonction «f; n’est pas nécessairement convexe (prendre f1 : ¢t — t et @« = —1),
e La fonction min(f1, f2) n’est pas nécessairement convexe (prendre f1 : t — t et fo : t — 0),
e La fonction max(f1, f2) est convexe (& montrer).

(b) Sin =1, la fonction f; o fo n’est pas nécessairement convexe (prendre fi : t — et et fo 1 t —> e t),
(3) (a) A fairel
n
(b) On trouve que g, ,,(t) = Z i (f)(z 4+ th)h;.
i=1
(c) Comme g, p, est convexe, la fonction g, , est croissante sur [0,1], et donc :

vt e [07 1]7 g;,h(t) Z <V(f)(l’), h>
En remplacant h par y — z, ceci nous donne que :
Vte[0,1],  gpy_o(t) = (V(f)(2),y —2)

11 suffit alors d’intégrer le tout sur [0, 1] et d’utiliser la croissance de 'intégrale pour conclure.
(d) Utiliser la question (3)(c)!
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(4) (a) Exprimer f(z) en fonction des coefficients a; ; de A et de 1, ..., z,, puis dériver partiellement.
(b) D’apres (4)(a), (0,...,0) est un point critique de f. Donc f admet un minimum global, qui est
1
atteint au point (0,...,0). Comme f(0,...,0) = 0, on voit que f(z) = 5(AX,X> > 0 pour tout

x € R™. On en déduit alors que les valeurs propres de A sont toutes positives.

Exercice 30.
(1) (a) A faire!
(b) A faire par composition!

(¢) Pour tout (z,y) € Q, on trouve que : V(g)(z,y) = (

of (VTR u (P y2>>_

(2)

a) Pour tout (z,y) € Q, on trouve que : A(g)(z,y) = f
)

b) Utiliser la question (2)(a)!

a) Pour tout ¢t > 0, on trouve que ¢'(t) = f/(t) + tf”(¢).

b) Etablir que g est solution de I'équation A(g)(xz,y) = 0 pour tout (z,y) € £ si et seulement s’il existe
des réels a, 8 tels que g(x,y) = aln(x? + y?) + B pour tout (z,y) € Q.

In(z? + y?)
In(2)

(
(
®3) (
(

(¢) A la question précédente, on voit que g : (x,y) — convient!



