TRAVAUX DIRIGES : ESTIMATION
REPONSES - INDICATIONS

Exercice 1.
(1) Par stabilité par addition et par changement d’échelle, on trouve que : X,, < N (m, 02).
2) Utiliser la loi faible des grands nombres.
3) Utiliser la linéarité de l'espérance et la formule de Koenig-Huygens.
)

1
4) Etablir que E(V,,) = o (1 - ) et conclure.
n
n
n—1

(
(
(
(5) On trouve que a,, =
Exercice 2.

(1) On trouve que T;, = 2X,,.
(2) On obtient apres calculs que :

0 si <0
Fy, (x) = (z/0)™ si x€][0,0]
1 si x>0

Montrer ensuite que Fyy, est continue sur R et de classe C* sur R\ {0,0}. Donc M,, est une variable &
densité, de densité :

0 si z<0
far, () =< na™ /0" si o2 €0,6)
0 si x>0
1
(3) On trouve que U, = nl— M,.

(4) D’apres la loi faible des grands nombres, X,, est un estimateur convergent de 1’espérance commune 6/2
des X;. Donc T, = 2X,, est un estimateur convergent de 8. De plus, on trouve apres calculs que :
92
Vi) =—F—"—= — 0
(Un) n(n + 2) n—-+oo

Comme E(U,) = 0, on en déduit que U,, est aussi un estimateur convergent de 6.
2 2

0

5) Comme T, et U, sont sans biais, que V(T,) = — et que V(U,,) = , en déduire que U, est un
3
n

6
n(n + 2)

meilleur estimateur de 6 que T),.

Exercice 3.

(1) Procéder par récurrence avec le lemme des coalitions et le produit de convolution discret.
2) Utiliser le théoreme de transfert!

(2)

—1
(3) On trouve que E(X,,) = (Z?) p pour tout n > 3.
(4)

4) Vérifier que X,, > P2, et en déduire par croissance de I'espérance que E(X,) > FE(P?). Conclure avec
Koenig-Huygens que V(P,) < LQ
n—

(5) Utiliser les questions (2) et (4).

Exercice 4.
(1) On trouve que E(e~°Mn) = exp(nf(e=¢/™ — 1)).
(2) (a) Vérifier a 'aide de la question (1) que E(T},,) = e".
(b) Par transfert et d’apres la formule de Koenig-Huygens, on trouve que :

V(T,) = exp (—29 + Z) — exp(—26).

(c) Utiliser les questions (2)(a) et (2)(b).
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Exercice 5.

2
(1) Utiliser la loi faible des grands nombres. Par ailleurs, on trouve que Y, < N (m, 17(?()n>

(2) Partir de I'inégalité ” P(|Z,| < 0,01) > 0,9” et utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On en arrive
a n > 1000, il faut donc effectuer au moins 1000 lancers.

(3) Partir de l'inégalité " P(|Z,| < 0,01) > 0,9” et utiliser cette fois-ci la loi de Y;,. On en arrive & n > 270, 6,
il faut donc effectuer au moins 271 lancers. On constate au passage que n est plus petit en (3) qu’en (2).
Cela tient au fait que la majoration donnée par Bienaymé-Tchebychev est grossiere et conduit donc a un
entier plus grand.

Exercice 6.

(1) A Taide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on trouve que :

1 1
Loo = | X100 — —=, X100 + —=| = [0,3364;0, 7836].
100 |: 100 2\/5 100 2\/5:| [ }

(2) En utilisant une approximation de la loi binomiale par la loi normale, on trouve que :

Lioo = [X100 — 0,098, X190 + 0,098] = [0,462; 0, 658.

Exercice 7.
_ 1 &
1) Pour tout n € N*, X ==Y X
(1) Pour tout n on pose ”,; k

(a) On trouve que E(X;) = 26/3. Utiliser ensuite la linéarité de l'espérance.
(b) Justifier que Xj;admet une variance, et donc X, converge en probabilité vers 20/3 d’apres la loi

faible des grands nombres. En déduire que T;, est un estimateur convergent de 6.
(2) Vérifier que V(X;) = 62/18 et en déduire que :

20 — 62

On peut alors considérer d’apres le théoreme central limite que :

. — 20 18n
Xn —(Xn_3> QTHN(O,I)

Partir alors de la relation P(|X, —260/3| < v) > 0,95 et arriver & v > 1,960/1/18n. En déduire un
intervalle de confiance de la forme :

3%, 3%,
2,94 )’ 2,94
2 (1 + \/18n> 2 (1 18n>
(3) Pour tout n > 1, on pose : M, = sup{Xy,..., X, }.
(a) On trouve que :

I, =

0 si <0
Gn(r) =1 (2/0)>™ si z€]0,0]
1 si x>0

(b) Avec la question précédente, on trouve que :

0 si 6>0
P Mn -0 5 = n .
( |>9) { (90%‘5)2 si 4§ €]0,0)

En déduire que la série Y, -, P(|M, — 0| > ¢) converge dans tous les cas.

2n6 2 1
(¢) On trouve que E(M,,) = 27117 et donc M/, = T;;Mn est un estimateur sans biais de 6. Apres
n n
calculs, on obtient que :
02
V(M) =———.
(M) 2n(2n + 2)
En déduire que M), est un estimateur convergent de 6.

2 92

0
(d) Comme T,, et M/ sont sans biais, que V(T},) = 3 et que V(M)) = M)’ en déduire que

M est un meilleur estimateur de 6 que T,.

Exercice 8.
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2
(1) On trouve que U = ;7 — (;)
(2) (a) Par stabilité par addition, on trouve que Sy, — = (g)
(b) Utiliser la linéarité de ’espérance!
(3) (a) Ecrire que \/Y,, = 0\/7 S,,, puis utiliser le théoreme de transfert pour montrer que 1/Y;, admet une
espérance et la calculer. On trouve que :

B (V) - F((é;)\ﬁ

(b) Conclure avec la question (3)(a) et la linéarité de 'espérance.

(¢) On trouve que :
2
V(T,) = &5)2 ~1] 02
2r (%54)

(d) Montrer que (V(T,,)) converge vers 0, en faisant une distinction de cas suivant la parité de n et en
utilisant I’indication donnée, puis conclure.

1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 9.
(1) On trouve que E(T) =\, E(T?) =X+ A2 et E(T3) = X+ 3)\% + \3.
2) A faire!

A A
3) On trouve que E(T2) = A+ A2, E(M2) = \> + = et E(TxM,) = \* + = pour tout k € {1,...,n}.
n n

1
4) On obtient que E(V,,) = (1 - ) A, et donc V,, n’est pas un estimateur sans biais de \.
n

(
(
(
(

5) On trouve que W,, = len.
n—
A1+ 2 A
(6) Vérifier que V(W,,) ~ ML+23) et V(M,) ~ =.Endéduire que M, est un meilleur estimateur
n—-+oo n n—-+oo n

de A que W,, pour n assez grand.

Exercice 10.
(1) On trouve que In(X) — &(a).

n 1
(2) On obtient que E(Y,) = —, et donc T,, = — est un estimateur sans biais de —.
o a

n 1
(3) On trouve que V(Y;,) = — et V(T,,) = —, et donc T, est un estimateur convergent de —.
a no a

Exercice 11.
(1) A faire!
1
(2) Montrer que FE(Z!) = a, puis que V(Z],) = — et conclure.
n
1
(3) Montrer que E(T},) = a, puis que V(T},) = — et conclure.
n
(4)

4) Utiliser les questions précédentes pour montrer que T, est un meilleur estimateur de a que Z/,.

Exercice 12.
(1) On trouve que T}, = X, < N(0,1).

(2) On trouve que (A — X,,)? < =2 si et seulement si :
n
t2 X,t2 4 t2 X,t2  td
e | D R G e e e
2 n n 2n n n
—  t2 Xat2 4 — 2 Xat2 4
(3) Sidip=X,+2— e et Agp = X + 2= + e 2 alors
n n n n n n?
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la

Vo

Pour v = , on voit aussi que :

(IXn =AM <v = Mp <A<

Donc [A1,n; A2,n] est un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de confiance 1 — .

Exercice 13.
(1) (a) On rappelle que :

. 0 si <0
= 2] 92
fx(x):{ Vo sizel0.6l  pooy Lo s zepe . Bx) =Y viy=2
0 sinon . 2 12
1 si x>0
(b) Utiliser la loi faible des grands nombres.
(2) (a) On trouve que :
0 si <0
Fy (x) =4 (z/6)™ si x€]0,0]
1 si z>46
Conclure que Y,, est & densité. On obtient par ailleurs que E(Y,,) = nf et V(Y,) = n—92
ane o ' P d " Tt 2)(n+ 1)2
92
(b) Vérifier que E(T)) =0 et V(T)) = Py puis conclure.
62 , 62 y
[ — = — 1 <
(¢) Comme V(T},) ™ et V(T)) " T2) on voit que V(T))) < V(T,,) pour n assez grand, et donc

T! est un meilleur estimateur de 6 que T),.
(3) (a) On trouve que :

0 si <0
Fz (x)=¢ 1—-(1—2/6)" si x€]0,0]
1 si x>0
Conclure que Z,, est & densité. On obtient par ailleurs que E(Z,,) = i et V(Z,) = n—92
" " n+1 " (n+2)(n+1)2

(b) Vérifier que Y,, et § — Z,, suivent la méme loi, puis conclure.
(c¢) Développer lexpression V(T))) = V(Y,, + Z,) a l'aide de la covariance, puis utiliser I'inégalité

"|eov(Yn, Zn)| < V'V (Yn)/V(Z,)” et conclure avec la question (3)(b).

(d) Vérifier avec la question (3)(b) que la suite (V(Y;,)) converge vers 0, puis conclure avec (3)(c).
(e) On trouve avec les questions (3)(a) et (3)(b) que, pour n assez grand :

4n6? < 6’72
(n+2)(n+1)2 = 3n

(f) Conclure avec la question précédente que T, est un meilleur estimateur de 6 que T,,.

V(T,)) < =V(Ty).

Exercice 14.

m Yo 1 Yo 1 m
(1) (a) On trouve que Y, — B (n, N)’ et donc E <> =—etV <> = (1 - N) Conclure

nm N nm nmN

Y,
en utilisant le fait que la suite (V (TL)) converge vers 0.
nm

b) On ne peut-on pas prendre — comme estimateur de N car Y,, peut s’annuler.
Y,
n
n+1
(c) Vérifier par transfert que F(B,) = N (1 - (1 - %)
(2) (a) Pour tout i € [2,n], D; représente le nombre de lions, & partir du i-éme lion tatoué, qu'il a fallu

capturer pour obtenir le (i + 1)-éme!

N N(N —
(b) Pour tout ¢ € [2,n], on trouve que D; — Q(%), E(D;) = — V(D;) = % Par
nN nN(N —m)

télescopage, on voit que X,, = Dy +...+D,,. En déduire que F(X,,) = — et V(X,,) = ————.
m

m2
(c) Utiliser la question (2)(b)!
> N N(N -
(d) Pour n assez grand, on peut supposer que X, < N <, (2m)>
m nm

(e) On trouve qu’un intervalle de confiance est donné par I = [1636; 1964].

Exercice 15.
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(1) Montrer que, pour tout € > 0, on a :

si <20

0
PUW“_9>5):{ @47%)n si e €)0,20]

En déduire que la suite (V) converge en probabilité vers 6.

2) (a)
(b)

1
Vérifier que T, = i(Vn —Up).
Montrer que (U,,) converge en probabilité vers —0, et en déduire que (T;,) converge en probabilité
1
vers 5(9 —(—6)) =90.

Exercice 16.

(1) (a)

On trouve que ¢ = 2.

Calculer la variance de }/7,:, montrer qu’elle converge vers 0 et conclure.
1446

2

Utiliser la question précédente et la linéarité de ’espérance.

On trouve que Y,, — B n,

Calculer la variance de 6,,, montrer qu’elle converge vers 0 et conclure.

< —
on
= 2a

En utilisant la quantité conjuguée, le fait que —1 < 5; < 1 et aussi le fait que ‘6‘ —|—§,\L

trouve que A = V/3 convient.
Utiliser la question précédente pour vérifier que, pour tout € > 0 :

PQVLﬁf—va2>%<P<E—ﬂ>E).

V3
—2

En déduire par encadrement que la suite < 1-4, > converge en probabilité vers v/1 — 62.

Appliquer le théoreme central limite a Y;,, et conclure.



