Exercice 1
A toutes fins utiles, on donne 317 = 961, 32° = 1024, 3* = 81 et 44 =256,
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(b) En déduire que pour tout entier naturel N non nul ;
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1. Déterminer un entier naturel Ng tel que : YN 2 Np, |Sv - 51 = 1079,

4. On pose pour tout entier naturel N' non nul : Ty = Sy + H':-l'

(a) Montrer que pour tout entier naturel N non nul -
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{b) Déterminer un entier naturel N strictement inférieur & Np tel que YN 2 Ny, [Ty - S| = 107,
anﬂumlinbmmtpuurtnutmupﬂe[n.p}d'muﬁlmmhmnuh:
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ta(p) = nin+1)...(n+p)

5. Soit p un entier naturel non nul
(a) Donner un équivalent simple de u, (p) lorsque n tend vers +oo.

{b) En déduire la nature de la séric 3 uq(p).
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On pose pour tout entier naturel p non nul : &l
Ulp) = 3 un(p).
nel

6. (a) Mmmn.bﬁﬂﬁmmmmmwnmnm:u‘m-";4-“—:—‘.

(b) En déduire la valeur de U'(1}.
7. (a) Exprimer, pour tout couple d'entiers naturels (n,p) tel que n > 1 et p 2 2, up(p— 1) — uusi(p— 1) en fonction

de p et de ug(p).
(1) Hmﬂlq:llpuﬂ:tnulnﬂkutu:dpmnulzﬂ{p}-#.
8. (n) Montrer, par récurrence sur p, que pour tout entier naturel p non aul, pour tout enther naturel n non nul -

: i + 3k~ Dhua(R)
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a' (b) En déduire que pour tout entier naturel p non nul - E"'ﬁ : o

W +1)... (nrp) omverge el o s
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id 9. En reprenant la méthode de la question 2, quel‘nnappiiqunamtteﬁ:dnhhﬂnmﬂm:-—l?i‘
- tout couple (N, p) d'entiers naturels non nuls -
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b Déterminer un entier Ny tel que YN = N, Un—8| <1073, -
| 11. On représente sur la figure 1 'évolution des erreurs d° approximation de § par Sy, Ty I‘I:E'H‘.;.
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Figure 1 - Evolution des erreurs d'approximation de § par Sy, Ty et U,
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Exercice 2
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, xy, .. ., T, des réels deux b deux distincts,

Partie 1

On considére 'application :
e :
: P o (F{.rn}......F{:.]]
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un enfier naturel),
1. (a) Montrer que & est une application linéaire injective.
(b) En déduire que pour tout dément (yg, ..., pw) de R**!, il existe un unique polyndme F' de degré au plus n
vérifiant P(zp) = w, ... , Plza) = ga.
Un tel polynéme P est appeld polynéme d'interpolation de Lagrange associé auz points (Zo, W), <o (Tn.Wa).
2. Montrer que pour tout entier naturel i de [0, n], il existe un unique polynéme L de Ry [z] vérifiant

vietoal L= {) 412

3. Duns cette question uniquement, on suppose que g = -1, = L, 3 =2t 13 = J.
Expliciter les polynimes Lg, L, L3 ¢t La.
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4. Montrer que pour tout entier i de [0,n], L(z) = = ami L
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En déduire pour tout entier 1 de [0, n], le degré :h- L. et son cocfficient dominant.
& désigne la famille (Lg, - .., L,). On considire maintenant pour P et Q deux polynimes de R[] :
(P,Q) =3 P(z)Q(zs)
=il

5 mw{-,-] est un produit scalaire sur R, [z].
ﬁ. Montrer que % est une base orthonormée de R, |z| pour ce produit scalnire.
7. Montrer que le (n + 1}-uplet des coordonnées d'un polynome P de B, [r] dans la base ¥ est (P(zq),. .., P(zn)).

Partie 2
~ On pose maintenant Ny = 1 et pour tout entier naturel i de [1,n]

i=1
Nijz) = ]]:: ~ ).

Expliciter les polynomes No, Ny, Nj et Ny,
F"F _'_!ﬂl“ﬁ[ﬂ'.ﬂ.dﬂn'minﬂhmurdmnh{mg;,m...mq, iy, ) de N dans la base (L, Ly, Ly, L),
%‘m#” In matrice (Mi-14-1) 151554
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10, {l:l Montrer que Ny = E: L. [ ashe oy
1 moi=1 Ly
! (b} Montrer que pour tout entier naturel i de [0,n], N; = Z II{:;. —x;) Lie ¥ n
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11. Donner la matrice de passage A de la base 2 vers In base 4. La base . est-elle orthonormée 7

'ﬂll mm:dh‘e ﬂ-+1 ]}D-illt-ﬂ- Iﬂ = '[,':I:n1 mL e xu. = {:l‘h} ' ':a-i'l
Pour tout entier naturel k de [0, n], mmﬁhpul}md*hﬂnpuhﬁmdlwﬂ‘uﬂ '“"'LML'
c'est "'unique polyndme de degré au plus k vérifinnt Py (2q) = o, --. , Paloa) = m- -i

12. Justifier I'existence et I'unicité des n + 1 réels ag, ..., a, tels que : "'_-i_
1‘ Polz) = agNo(z) + ay Ny (2) + -+ + anNu[2). '
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13. Dans cette question uniquement, on admet que ag = g et que pour tout entier naturel k de [1,n], 06 =3 —

Considérons que les données sont représentées par deux matrices X et ¥

= W
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! En Python, on représentera cela par deux matrices, su format numpy . array, mmpm

i colonne.

l {n}ﬁtnmun:fun:tim en langage Python, umuﬁnptndlmnﬂmmﬁx.m-ﬂt{
remvoie le produit Hf:r, -z}
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(b) Ecrire une fonction, en langage Python, nommde coeff prenant en entrée X ot ¥ ot qqi
@, - -+, by 8008 forme d'une matrice.

{¢) Comment utiliser cette fonction pour trouver l'inverse de la matrice de passage A dél
Combien d'appels de cette fonction sont nécessaires ¥

14. (a) Muntmqma.unm:tquou“mhmzﬂidmtdumﬁmdnduﬁndlﬂ;{lj; ‘u‘l'

(b) Justifier que Py(z) = E wLi(x).
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m Soit k un entier naturel de [1. n= II= On pose Ql‘ttrl - EH‘N‘,‘ t’]'
J=a

() Montrer que @ est un élément de Ryfs].
(b) Montrer que, pour tout entier i de [1,k], Qul=i) = w.
{e) En déduire que ﬂ{:] = agNolz) + ... + axNylz).
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Probléme

Partie 1 A
On considére un paramitre réel a > 0, et I'on définit la fonction f sur R par:
] ‘a Ryt
vieR (=
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1. Justifier que [ est une densité de probabilité. .'J
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Lorsque a = 1, on dit que X suit la loi de Cauchy standard.
3. Une variable aléatoire X suivant une loi de Cauchy admet-elle une espérance ?
4. Soit X une variable aléatoire réelle. :
Mountrer que X suit Ia loi de Cauchy standard si et seulement si X suit Ia loi de Cauchy de paramétre a.
5 Eﬁtkmmhmwmndﬁtrunﬂimnii
Soit g In fonction définie sur R par g(t) = Y

at + T—t)+7
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(a) Montrer que afz+1-
A= + ll+m:F+~,k;
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KPR+ R+ +Mk = 1

k41
{c) Montrer finalement que 8 + 4k = o e

{d) Montrer que Ia fonction G définie sur R par :

24 k2
Git) = %h({:__rw +Em(£) + yarctan(t — x)

ik
est une primitive de g.
6. Soit k un entier naturel non nul. .

Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy de paramétre k et ¥ une variable aléatoire de loi de Cauchy standard,
indépendante de X. On admet que X + ¥ est une variable aléatoire i densité. I

(8) Montrer que la fonction ¢ est une densité de X + ¥ oil  est Ia fonction définie par :

v € R, ple) = 5 (lm (G0) - lim (G(0)).
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(b) En déduire que X + Y suit une lol de Cauchy de parameétre k + 1.

7. Montrer par récurrence sur k que, pour tout k entier naturel non nul, si Xy,..., X, sont des variables aléatoires
mutuellement indépendantes et suivant toutes Ia loi de Cauchy de parambtre a, nlors X, + --- + X, suit la loi de
Cauchy de paramdtre ka.

On pourrn se ramener 4 la question précéddente en utilsant la guestion §,



R e ©— L __#H—I-...ﬁ

Partie 2

8. Soit I/ une variable aléatoire suivant Ia loi uniforme sur [0, 1.
Hmuﬂqmlr"nu-tnn( (U——)) suit la loi de Cauchy de paramétre a.

9, Ecrire une fonction en langage Python, mﬁmﬂr.mmﬁmmmmwﬂﬁﬂﬂw
une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy de paramétre a. r

Soient n un entier naturel non nul, X;, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme Joi que X et
X, _.I.+---+.t,,q il

mn
10. Ecrire une fonction en langage Python, mmﬁnmli.u:m:ﬂmntmmmnﬂhﬂlt

renvoyant un vecteur de taille n contenant une réalisation du n-uplet (X;,..., Xa). .-_.4

11. Ecrire une fonction en langage Python, NOTHITIGE BOYennes, prmmtmu‘:uuﬂuntﬂh'uﬂun :'{1 VL
un vecteur de taille n contenant une rénlisation de (X, ..., X,).

12. Dnnumﬂunﬂmhﬁmm!liﬂuthndntmhﬂhthudumm

Commenter cette figure.
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FIGURE 2 - Trois réalisations de (X1,..., Xn)-

Partie 3 -."
On considére une suite { X, Jnen de variables aléatoires mutuellement lndﬁpﬂdmhldllﬂiﬁ ' "'i n I
paramétre réel a strictement positif.

On considére un paramétre réel M strictement, et l'on pose pour tout :nﬂ-:r—hl:ﬂnmnlnz -
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On pose enfin pour tout entier naturel n non oul :
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13. Déterminer la loi de ¥y, d'abord en fonction de FAL), puis uniquement en fonction de a

15. (a) Justifier que 0 < p{a) < 1 et que pla)(1 - p{-]}ii-
(b} On note # la fonetion de répartition d'une variable aléatoire suivant In lol normale ces
Montrer qu'il existe un unique réel = strictement positif vérifiant ®(z) = 0,075,
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17. Quelle(s) qualité(s) attend-on d‘lm_". o




