PREPARATION AUX ORAUX DE MATHEMATIQUES : ALGEBRE

1. ESPACES VECTORIELS - APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. (ESCP 2019) Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie et soient a et b deux réels
distincts. On note Idg 'application identité de E. Dans tout 'exercice, f désigne un endomorphisme de E
vérifiant la relation :
2= (a+b)f+abldg =0. (»)
(1) Quelles sont les homothéties vérifiant la relation (x)?
(2) (a) Déterminer une condition suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit bijective.
Calculer alors f~1.
(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit
un projecteur sans étre une homothétie.

On suppose désormais que f n’est pas une homothétie.

(3) (a) Déterminer deux réels A et u tels que : f = A(f — aldg) + pu(f — bldg).
(b) En déduire qu’il existe deux projecteurs p et ¢ tels que f =bp+ag et gop=pogqg=0.
(4) On suppose désormais que a et b sont non nuls. Montrer que pour tout n € N, on a :

fr=0vp+atq ()

Pour tout entier n > 0, si f est bijective, on définit f=" par f~" = (f~1)". La relation (x*) est-elle
vérifiée pour tout n € Z?

Exercice 2. (ESCP 2019) Soient n,m deux entiers tels que n > 1 et k > 2. Soit F un R-espace vectoriel
de dimension finie n. Le rang d’un endomorphisme f de E est noté rg(f) et Idg désigne 'endomorphisme
identité de E. Enfin, on note Oz(g) I'endomorphisme nul de E.
(1) Soient Fy, Fs, ..., F}, des sous-espaces vectoriels de F vérifiant £ = F} ® Fo @ --- @ Fj,. Pour tout
k
i € [1, k], on note p; le projecteur de E sur F; parallelement au sous-espace G; = @ F;.
Jj=1

J#i
k
(a) Montrer que Z rg(p;) = n.
i=1
k
(b) Montrer que Zpi =1Idg.
i=1

(c) Montrer que pour tout couple (i, ) € [1,k]? vérifiant i # j, on a: pj o p; = 0z(E)-

(2) Dans cette question, soient q1,ga, ..., g des endomorphismes de E tous non nuls et tels que:
Gt+q@t+o+q=1dp et rg(q)+rglge) + - +rglqr) < n.
(a) Montrer que E = Jm(q1) ® Im(q2) & - - - & Im(qy).

(b) Montrer que, pour tout i € [1, k], 'endomorphisme g; est un projecteur de F et que, pour tout
couple (i,7) € [1,k]? vérifiant i # j, ona: ¢;0q; = 0z(B)-
k
(c) Montrer que, pour tout ¢ € [1, k], ¢; est le projecteur sur Jm(g;) parallelement & K; = @ Jm(q;).

j=1
J#i

Exercice 3. (ESCP 2019) Soit F un espace vectoriel de dimension n > 0 et soit u € L(E).

(1) On suppose que, pour tout z € F, la famille (z, u(z)) est liée. Montrer que, si u # 0, alors u est une
homothétie, c’est-a-dire qu’il existe un réel A # 0 tel que u = N\Idg (indication : calculer la matrice
de u dans une base quelconque de E).

On rappelle (ou on admet) que la trace de la matrice d’un endomorphisme u est indépendante de
1
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la base dans laquelle l’endomorphisme est écrit. On la note tr(u). Dans toute la suite, u désigne un
endomorphisme non nul de F, de trace nulle.

(2) Montrer qu'il existe un vecteur zq tel que la famille (xg, u(zg)) soit libre, puis un sous-espace F' de
E, supplémentaire de Vect(zg) dans E et contenant u(zg).

On note p la projection de E sur F parallelement a Vect(zg).

(3) (a) Montrer que F' est stable par p o u et que 'endomorphisme induit par p o u sur F est de trace
nulle.
(b) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la
matrice de u a tous ses éléments diagonaux nuls.
(¢) En déduire que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice dont tous les éléments
diagonaux sont nuls.

Exercice 4. (ESCP 2022) Soit n un entier > 1. On note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées de taille
n. Pour tout M € M,,(R), on désigne par ker(M) et Jm(M) le noyau et 'image de M, c’est-a-dire :

ker(M) = {X € Mp1(R), MX =0} et Im(M)={Y € M,1(R), IX € M,1(R), Y = MX}.

Enfin, pour tout A € M,,(R) et pour tout k € N*, on pose v;, = dim(ker(A¥)) et wy, = dim(IJm(A¥)).

(1) Montrer que ker(A¥) C ker(A**1) pour tout k& > 1. En déduire que la suite (vi)x>1 est croissante.

(2) Montrer que la suite (wg),>1 est décroissante.

(3) Supposons qu'il existe un entier ko > 1 tel que vi,+1 = vg,. Montrer que vg, 42 = Vgy4+1. Que peut-on
alors dire des suites d’entiers (vi)r>k, €t (Wk)k>ko !

Pour le reste de 'exercice, on définit les notions suivantes. Une matrice M de M,,(R) est dite nilpo-
tente 8’1l existe un entier m > 1 tel que M™ = 0. Etant donnée une matrice nilpotente M € M,,(R),
on définit son indice de nilpotence par :

p =min{m € N*, M™ = 0}.

(4) Donner trois exemples de matrices nilpotentes de M3(R), une pour p = 1, une pour p = 2 et une
pour p = 3.

(5) Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. Montrer que p < n.

(6) Soit n un entier > 2. Soit B = (b; j)1<i,j<n € Mn(R) telle que b ;41 =1sii € [1,n—1] et b; ; = 0si
j # i+ 1. Résoudre dans M,,(R) I'’équation d’inconnue M donnée par M? = B (indication : calculer
Uindice de nilpotence de B).

Exercice 5. (QSP HEC 2017) Soit E un espace vectoriel sur R, soit F' un sous-espace vectoriel de E et
soit ¢ un projecteur de E. Montrer que F est stable par ¢ si et seulement si F' = (F Nker(q)) & (F N JIm(q)).

2. DIAGONALISATION

Exercice 6. (ESCP 2017) Soit n un entier > 2 et posons E = R, [z]. On consideére la famille F = (P, ..., P,,)
de polynomes de F, définie par Py :  — 1 et pour tout k € [1,n] par :

x(x — k)F-1

P, :xr— I

(1) Justifier que F est une base de E.
(2) Vérifier que, pour tout k € [1,n] et pour tout z € R, on a : Pj(x+1) = Py_1(z).
(3) Soit f 'application qui, & tout P € F, associe le polynéme @ : ¢ — P(z) — P'(z + 1).
(a) Prouver que f est un endomorphisme de F, et donner sa matrice A dans la base F. Justifier
que f est un isomorphisme de E dans F.
(b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable? Quels sont ses sous-espaces propres?
(c) Déterminer la matrice inverse de A.
(4) Montrer que, pour tout P € E, pour tout z € R et pour tout m € N, on a :

m

P =31 (7)) PO+

=0
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Exercice 7. (ESCP 2019) Soit n un entier > 2 et soit A € M,,(R) donnée. Soit T Iapplication définie sur
M (R) par :
VM e M,(R), T(M)=AM.
(1) Montrer que T est un endomorphisme de M,,(R).
(2) Montrer que T est bijectif si et seulement si la matrice A est inversible.
(3) Dans cette question, on suppose que la matrice A est diagonalisable. Soient Aj,..., A, ses valeurs
propres et soit (Xi,...,X,) une base de M, 1(R) formée de vecteurs propres de A. Pour tout
(i,7) € [1,n]?, on pose M, ; = X;'X;. Montrer que la famille (M; ;)1<i j<n est une base de M, (R)
formée de vecteurs propres de T'.
(4) Dans cette question, on suppose que A admet au moins une valeur propre u et donc un vecteur propre
X associé. On suppose que T est diagonalisable. Soit (M; j)1<i j<n une base de M, (R) formée de
vecteurs propres de 7.
(a) Soit ® I’application définie sur M,,(R) par : VM € M, (R), ®(M) = MX. Montrer que ® est
surjective de M, (R) sur M,, 1 (R).
(b) En déduire que A est diagonalisable (indication : utiliser la famille (M; ;X)1<; j<n)-

Exercice 8. (ESCP 2021) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, et soient a,b deux vecteurs de
E tels que la famille (a,b) soit libre.
(1) Que peut-on dire de lentier n?
(2) Soient «, 8 deux applications de E dans R. A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et
Papplication u définie pour tout = € E par u(z) = a(zr)a + ()b est-elle un endomorphisme de E?

Par la suite, on suppose que « et B sont linéaires, non identiguement nulles et que ker(«) # ker(3).

(3) Quelles sont les dimensions respectives de ker(«) et ker(3)?
(4) Rappeler la formule de Grassmann, puis montrer que le rang de u est égal a 2.
(5) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si la matrice :

1= (50 50)

est diagonalisable et n’admet pas 0 comme valeur propre (indication ; vérifier que, si x est vecteur
propre de u pour une valeur propre non nulle, alors x appartient a Im(u) = Vect(a,b)).

(6) Soit p un entier > 2 et soit v 'application qui, & tout P € R,[z], associe le polynéme @ : z —
xP'(0) + 2P P'(1). Etudier le caractére diagonalisable et donner les valeurs propres de v.

Exercice 9. (ESCP 2021) Soit f I’'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice :

1 1 -1
A=1-1 3 -3
-2 2 =2

1) Calculer le rang de f, puis déterminer une base de ker(f).
2) Calculer A? et son rang.

3) Déterminer une base de ker(f?).

4) Montrer que R? = ker(f?) @ ker(f — 2Id).

5) En déduire le spectre de f et un polynoéme annulateur de f.
6) En déduire aussi que A est semblable a la matrice :

(
(
(
(
(
(

01 0
B=10 0 0
0 0 2

Exercice 10. (QSP ESCP 2022) Soit n un entier > 2, et soit A € M, (R) telle que A*(A —I) = 0 et
A(A—1I) #0. La matrice A est-elle diagonalisable?

Exercice 11. (QSP ESCP 2022) Soit n un entier > 2, et soit ¢ 'endomorphisme de M, (R) défini pour
tout M € M,,(R) par p(M) =M. Calculer la trace de (.

Exercice 12. (HEC 2015) Soit FE un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

(1) Question de cours : Soit f un endomorphisme de F, soit z un vecteur propre de f associé a la valeur
propre 6 et soit P € R[z]. Exprimer P(f)(z) en fonction de P, 6, z. Montrer que toute valeur propre
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de f est racine de tout polynéme annulateur de f.

Dans toute la suite de l’exercice, on désigne par f un endomorphisme de E. On se donne deux
réels A et p non nuls et distincts, ainsi que deux endomorphismes u et v de E, non nuls, tels que :

f=M+pv, 2= Nu+p?v, f>=Nu+pso.

(a) Montrer que, pour tout P € Rs[z] tel que P(0) =0, on a: P(f) = P(A\)u+ P(u)v.

(b) En déduire un polynéme annulateur Py de f. Que peut-on dire du spectre de f?7

(a) Trouver des polynémes Q1, Q2 € Ro[z] tels que u = Q1(f) et v = Q2(f).

(b) Montrer que uov =wvou =0 et que u et v sont des projecteurs de E (indication : pour cette
derniére propriété, on pourra effectuer la division euclidienne de Q? par Pp).

(4) (a) A laide de la formule de Grassmann, montrer que :

dim(ker(u) Nker(v)) + dim(Im(u)) + dim(Im(v)) > dim(E).

b) En déduire que f est diagonalisable et préciser ses sous-espaces propres.

a) Montrer que, pour tout k € N* on a : f* = \u 4+ pFv.

b) Montrer que f est bijective si et seulement si ker(u) Nker(v) = {0}.

c) Montrer que f est bijective si et seulement si u + v = Idg.

d) Montrer que, si f est bijective, alors on a f¥ = Au + v pour tout k € Z.

Exercice 13. (QSP HEC 2018) Soit n un entier > 2. On dit qu'une matrice carrée M € M, (R) est
nilpotente 'il existe un entier k > 1 tel que M* = 0. Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de M le
plus petit entier strictement positif k tel que M* = 0.
(1) (a) Donner un exemple de matrice nilpotente non nulle de My (R).
(b) Démontrer que la seule matrice nilpotente et diagonalisable de M,,(R) est la matrice nulle.
(2) Dans cette question, on considere la fonction Python suivante qui calcule 'indice de nilpotence d’une
matrice nilpotente a :
def indnilp(a):

k=1

b=a

while np.sum(np.abs(b))>0:
k=———————
b=

return k

(a) Expliquer en détails la ligne de code while np.sum(np.abs(b))>0.
(b) Compléter la fonction Python ci-dessus.

Exercice 14. (QSP HEC 2019) Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3 + f = 0 et rg(f) = 2.
Déterminer le spectre de f et les sous-espaces vectoriels de R? qui sont stables par f.

3. ALGEBRE BILINEAIRE

Exercice 15. (ESCP 2019) Soit n € N*. On munit R" de sa structure euclidienne canonique et on note
II]l 1a norme euclidienne canonique. On désigne par £L(R™) 'ensemble des endomorphismes de R™ et par Idgn
I’endomorphisme identité de R™. Soit u € L(R™) tel que :

Ve e R, u(@)| < |
(1) Soit y € ker (u — Idgn) N Im (u — Idg~ ). Montrer qu’il existe z € R™ tel que :
1
YEEN, y=_(uf(z) - ),
ot u¥ € L(R™) désigne I'endomorphisme uowuo...ou (composé k fois).
(2) En déduire que ker (u — Idg») N Im (u — Idgn) = {0}.
(3) Conclure que ker (v — Idgn) @ Jm (u — Idgn ) = R™.

Par la suite, on dit qu'une suite (zny)n de vecteurs de R™ converge vers z € R™ (que 'on note

lim zy=2z)si lim |zy—z||=0.
N— 400 N— 400

N-1
, 1
(4) Soit y € ker (u — Idgn ). Etudier la limite de la suite (N E uk(y)> .
N>1
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N

N-1
. 1
(5) Soit y € Im (u — Idg~). Etudier la limite de la suite ( Z uk(y)> .
k=0 N>1

6) En déduire que pour tout y € R™, on a :
(6) que p y :

ou p est un endomorphisme de R™ que 1’on caractérisera.

Exercice 16. (ESCP 2019) Soit p un entier > 2. On consideére l'espace E = M, 1(R) muni de son
produit scalaire canonique et de la norme euclidienne associée notés respectivement ( , ) et ||.||. On note
B = (e1,...,ep) la base canonique de E. Soit A une matrice de M, (R).

(1) Montrer que les valeurs propres de la matrice ‘AA sont toutes positives.
Par la suite, on note c la plus grande des valeurs propres de *AA.

(2) (a) Montrer que pour tout X € E, on a ||[AX]||?> < || X||?.
(b) Etablir, pour tout couple (X,Y") de vecteurs de FE et tout k € N*, I'inégalité suivante :

k
(AR X, Y) < ez || X x Y]

(3) On dit qu’une suite de matrices (Uy,),>0 converge vers une matrice U si chacun des coefficients de

U,, converge vers le coefficient de U correspondant.
AFe; e
(a) Soit (i, ;) € [1,p]*. Montrer la convergence de la série Z <27]‘62>
k>0 :
(b) On définit, pour tout n € N, la matrice B,, par :

k=0

Montrer que la suite (B,,) converge vers une matrice notée C.
(¢) Exprimer les valeurs propres de C' en fonction des valeurs propres de A.

| —

AF.

o

!

Exercice 17. (ESCP 2019) Soit (a,b,c) € R? tel que s = a® + b + ¢ # 0. On munit I'espace vectoriel R3
du produit scalaire canonique. Soit f ’endomorphisme de R® canoniquement associé & la matrice :

0 —-b a
A=1| b 0 -—c
—a c 0

(1) Déterminer ker(f) et montrer que Im(f) = (ker f)*.
(2) (a) Vérifier que P : 2 — 2 + sz est un polynoéme annulateur de A.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable?
(3) On note I3 la matrice identité de M3(RR). Soit g 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la
matrice C = A% + sls.
(a) Déterminer ker(g) et Jm(g).
(b) Dans cette question uniquement, on suppose que s = 1. Quelle est la nature de g?
(¢) A quelle condition nécessaire et suffisante sur A € R la matrice B = A + A3 est-elle inversible?
Dans ce cas, expliciter la matrice inverse B~ de B comme un polyndme en A.

Exercice 18. (ESCP 2021) Soit E un espace euclidien de dimension > 1, muni de son produit scalaire
noté {, ) et de sa norme euclidienne notée || ||. Soient u,v des endomorphismes de E.

(1) Soit A € R*. Montrer que A € Sp(u o v) si et seulement si A € Sp(v o u).

(2) Montrer que 0 € Sp(u o v) si et seulement si 0 € Sp(v o u).

(3) Que peut-on en conclure sur Sp(u o v) et Sp(v ou)?

(4) Dans cette question, on suppose que u et v sont des endomorphismes symétriques qui commutent.

(a) Soit A € Sp(u). On pose F = ker(u — Aldg). Montrer que F et F* sont stables par v.

(b) Montrer que les endomorphismes u et v sont co-diagonalisables dans une base orthonormée,
c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres commune & u et v (on pourra
procéder par récurrence sur la dimension de E).
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Exercice 19. (ESCP 2021) Soit F un espace euclidien de dimension > 2 et soit u un vecteur unitaire
de E. On note { , ) son produit scalaire. Pour tous réels a,b tels que a # 0 et pour tout © € E, on pose

)
) Montrer que f,; est un endomorphisme symétrique de E.
) Préciser le spectre de fq p.
) Pour quelle(s) valeur(s) de a et b Pendomorphisme f, ; est-il un projecteur?
) Lorsque f,p est bijectif, déterminer la réciproque de f, 5.
) On considere I'application F : R? — L(E), (a,b) — fop-
(a) Montrer que F' est une application linéaire.
(b) Déterminer ker(F) et le rang de F.

Exercice 20. (HEC 2019) Soit n un entier > 2. On note S,(R) (resp. A4,(R)) ensemble des matrices
symétriques (resp. antisymétriques) de M,,(R). Dans cet exercice, on se propose de résoudre dans M,,(R)
I'équation (€) : 'M + M? =1, .

(1) Question de cours : sous-espaces supplémentaires, définition et caractérisations.

(2) Montrer que toute solution de (£) dans M,,(R) posseéde un polynéme annulateur de degré 4. Qu’en

déduit-on sur les valeurs propres d’une solution M de (£)?
(3) Soit M une solution de (£) dans M, (R).
(a) Montrer que M et ‘M commutent.
(b) Justifier I'existence et 'unicité de (S, A) € S, (R) x A, (R) tel que M = S + A.
(¢) Avec les notations précédentes, montrer que :

AS =5A
S+85%+A%2=1,
—A+2A5=0

(d) Justifier I'existence d'une matrice inversible P telle que D = P~1SP soit diagonale et A’ =
P~1AP soit antisymétrique.
(e) Indiquer les relations entre D et A’ résultant de la question (3)(c).
(f) En déduire que A’ = 0 et préciser les valeurs possibles pour les coefficients diagonaux de D.
(4) Déterminer la forme des solutions de (£) dans M, (R).

Exercice 21. (HEC 2021) Soit n € N. Pour tout (P,Q) € R,[z]?, on pose :

(P,Q) = /_ 1P(t)Q(t>,/%dt. (%)

(1) Question de cours : Que peut-on dire des sous-espaces propres d'un endomorphisme symétrique d’un
espace euclidien?

(2) Justifier que l'intégrale (%) est bien définie, puis prouver que { , ) est un produit scalaire sur R, [z].

(3) Pour tout P € R,[z] et pour tout z € R, on pose p(P)(z) = (22 —1)P"(z) + (22 + 1) P’ (). Justifier
que ¢ est un endomorphisme de R, [z].

(4) Soient P, @ € R,[z]. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

/1 (1—t)¥2(14+4)2 P" (1) Q(t)dt — /1 (2t+1)P'(t)Q(t),/i;’idt—/l (1—t)32(14+4)/2 P (1) Q' (¢) .

—1 —1
En déduire que I'endomorphisme ¢ est symétrique.
(5) (a) Déterminer les valeurs propres de .

(b) On note Ag, ..., A, les valeurs propres de ¢ classées dans 'ordre croissant. Soit Py un vecteur
propre de @ associé & A\ pour k € [0,n]. Montrer que la famille (P, ..., P,,) est orthogonale et
déterminer le degré de Py, pour tout k € [0, n].

(6) Soit k un entier > 1.

(a) Montrer que P, admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1.
(b) On note aq, ..., a, les racines d’ordre impair de Py, sur | —1,1[, et soit S : & — (x —az)...(z —ay).
En considérant la quantité (S, Py), montrer que Py a k racines distinctes dans | — 1,1][.

Exercice 22. (QSP HEC 2022) Soient a,b deux réels tels que a < b, et soit n € N*. Soient fi, ..., f, des
fonctions continues de [a, b] dans R. On consideére la matrice A = (a; ;)1<i j<n de My (R), dont les coefficients

sont définis pour tout (i,j) € [1,n]? par a;; = fab fi(t)f;(t)dt. Montrer que les valeurs propres de A sont
toutes positives. A quelle condition sur fi, ..., f, sont-elles toutes strictement positives?



