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Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°1

w/2
Corrigé de ’exercice 1. On consideére la suite (I,),>¢ définie par : Vn € N, I,, = / cos™ (t)dt.
0

(1) Calculons les valeurs de Iy, I, Is. Tout d’abord, on voit que :

w/2 w/2 p-
Iy :/ coso(t)dtz/ dt = —.
0 0 2

/2 /2
I = / cos! (t)dt = / cos(t)dt = [sin(t)]g/2 =1-0=1.
0 0

Ensuite, on constate que :

Enfin, passons au calcul de Iy = OW/Q cos?(t)dt. Pour ce faire, on pose u(t) = cos(t) et v(t) = sin(t)

pour tout t € [0,7/2]. Alors u et v sont de classe C! sur [0,7/2], et de plus : u/(t) = —sin(t) et
v'(t) = cos(t) pour tout ¢ € [0,7/2]. Par intégration par parties et linéarité de l'intégrale, on a :

w/2 w/2 /2
cos? = u(t)v’ = [u(t)w()]? - ' (t)v
| et = [ unvoa = wovel” - [ voua
w/2
= [cos(t) sin(t)]™/? — —sin(t) sin
= Leos(t)sin()f* = [ —sinft)sin(t
w/2
= 0—0+/0 sin(t)*dt
w/2
/ (1 — cos(t)?) dt
0
/2 w/2
- cos(t)?
/O dt /0 (t)2dt

w/2
= I—/ cos(t)?dt.
2 Jo

Des lors, il s’ensuit que ZfOﬁ/Q cos?(t)dt = %, et donc foﬁ/z cos?(t)dt = 7. Par conséquent, on en
déduit que :

s s

=—5L=1 Ih=-.

2 1Ty

(2) (a) Etudions tout d’abord la monotonie de la suite (I,,),,>0. Pour tout n € N, on obtient par linéarité
de l'intégrale que :

Iy

/2 /2 /2
Iny1— I, = / cos™ L (t)dt — / cos™ (t)dt = / (cos(t) — 1) cos™ (t)dt.
0 0 0

Comme 0 < cos(t) < 1 pour tout ¢ € [0,7/2], on voit que (cos(t) — 1)cos™(t) < 0 pour tout
t € [0,7/2]. Des lors, il s’ensuit par positivité de l'intégrale que I, 41 — I, < 0. Mais comme ceci
est vrai pour tout n € N, on en déduit que :

’la suite (I)n>0 est décroissante. ‘

A présent, montrons que la suite (I,,),>0 converge. Comme 0 < cos(t) pour tout ¢ € [0, 7/2], on
voit que cos™(t) > 0 pour tout t € [0,7/2], et donc I,, > 0 par positivité de I'intégrale. Des lors,
comme la suite (I,,),>0 est décroissante et minorée par 0, le théoréme de la limite monotone
entraine que :

’la suite (Ip,)n>0 converge.

1



(b) Montrons que : ¥n € N, I,,o = (n+ 1)(I, — I,12). Pour ce faire, on pose u(t) = cos"1(t)

et v(t) = sin(t) pour tout ¢t € [0,7/2]. Alors u et v sont de classe C! sur [0,7/2], et de plus :
uw'(t) = —(n+1)sin(¢) cos™(¢) et v'(t) = cos(t) pour tout ¢ € [0, 7/2]. Par intégration par parties
et linéarité de 'intégrale, on trouve que :

w/2 w/2 /2
/0 cos" 2 (t)dt = /O u(t)'(t)dt = [u(t)v(t)]g/z— /O u' (t)v(t)dt
9 /2
= [cos" () sm(t)]’o’/ — / —(n 4 1) sin(t) cos™ (t) sin(t)dt
0

/2

= O—0+(n—|—1)/ sin®(t) cos™ (t)dt
0

/2
= (n+1) / (1 — cos?(t)) cos™ (t)dt

0

/2 m/2
/ cos™ (t)dt — / cos"+2(t)dt]
0 0

Par conséquent, on en déduit par définition de (I,)n>0 que, pour tout n € N :

= (n+1)

[Lnsa = (n+ 1)1y — Lnso). |

Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

2n)! w (2nn!)?
Pn):"Iop=———5— et Iopy1=-—--"7=".
()" In = gy et = g
Tout d’abord, on peut remarquer que P(0) est vraie. En effet, d’apres la question (1), on a :
2 x 0)! 2001)2
P L P A C )
2 (20012 2 (2x041)!

A présent, supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N, et montrons que P(n+1)
est aussi vraie. Par hypothese de récurrence, on sait que :

2n)! 7 (2nn!)?
(27n!)? 2 (2n+ 1)1
D’apres la question (2)(b), on sait aussi que Ip,+o = (m + 1)(I,,, — I,n12) pour tout m € N, ce
qui entraine que (1 +m + 1)I,42 = (m + 1)I,,,, et donc on a pour tout m € N :

Iz, = et Ippyr =

m+1
T = —ILn.
m+2 m+ 2 m
Des lors, ceci nous donne en remplacant m par 2n que :
2n+1

on +2 2"

I2n+2 -

2n+1 2n)! «

2n + 2 (27nl)? 2

@2n+2)2n+1) 2n)! «
(2n+2)2  (2n))22

2n+2)2n+1) (2n)! =«
2(n+1)2  22n(n!)22

2n+2)! =«
220+2((n + 1)1)2 2

@2n+2)! =«



De méme, on obtient en remplagant m par 2n + 1 que :
2n + 2

I2n+3 = mm-i-l

2n +2 (2"n!)?
2n+ 3 (2n + 1)!

(2n +2)2 (27n!)?
2n+3)(2n+2) 2n+1)!

(2(n+1)%2  (2"n!)?
(2n+3)(2n +2) (2n + 1)!

22(n+1)2  227(n!)?
2n+3)(2n+2) 2n+1)!

22n+2((n+ 1)|)2
(2n +3)!

@1 (n + 1)1
(2n + 3)!

En particulier, il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’aprés le principe de récurrence, la propriété
P est vraie a tout ordre n € N. En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout n € N :

2n)! = (2n!)?
Iop = =2 " ot Tppyq = —— 2.
= (22 LT (o)

Rappelons un équivalent simple de cos(z) — 1 et In(1 + x) au voisinage de 0. D’apres le cours,
on sait que :

22
cos(z) —1 ~ Y et In(1+z) ~ =z

z—0 z—0

Montrons tout d’abord que : nln (cos (n=%/4)) ~ —4v/n. Pour ce faire, on pose z =
n——+0oo
cos (n*1/4) — 1. Comme n~'/* tend vers 0 quand n tend vers +oco et que la fonction cos est

continue en 0, on voit que x tend vers 1 —1 = 0 quand n tend vers +oo. Comme In(1+ ) ~o D
z—

on obtient par substitution que :

In (cos (nfl/‘l)) W cos (n*1/4> -1. (1

—1/4 z?2

—%-, on trouve

De plus, comme n tend vers 0 quand n tend vers 400 et que cos(z) —1 ~

z—0
de nouveau par substitution que :

—1/4)2 —1/2
Cos(nfl/‘l)—l ~ _T ) ~ =2 - (2)

n—-+4oo 2 n—-+oo 2

Des lors, il s’ensuit d’apres (1) et (2) que :
~1/2 1/2
nln (cos (nil/‘l)) ~ XL ~ oo

n—s—4o0 2  n—+4oo 2

Par conséquent, on en déduit que :

nln(cos(n_1/4)) ~ —%\/ﬁ

n—+oo

A présent, déterminons la valeur de lim, 4o (cos (n‘1/4))n. Comme nln (cos (n~1/4)) e

—1./n, on voit que :
1
. —1/4 — L 4 _
Jim i cos (n7/1) ) = T 5 v = o
Comme la fonction exp tend vers 0 en —oo, il s’ensuit par composition des limites que :
lim (COS (n_1/4))n — lim er(eos(n™)) — o,

n—-+oo n——+oo



Par conséquent, on vient de montrer que :

e () =0

n
Montrons que : lim (cos (n_2/3>> = 1. Pour ce faire, on pose x = cos (n_z/?’) — 1. Comme
n——+oo

n~2/3 tend vers 0 quand n tend vers +oo et que la fonction cos est continue en 0, on voit que x
tend vers 1 — 1 = 0 quand n tend vers +0o. Comme In(1 + x) ~, % on apar substitution que :
—

x

In (cos (n_2/3>) oG08 (n_2/3> -1. (1

~2/3 tend vers 0 quand n tend vers +oo et que cos(z) —1 ~ —‘T—;, on trouve

De plus, comme n
x—0

de nouveau par substitution que :

—2/3)2 —4/3
o\ g . T o n
cos (n ) 1 n—+o00 2 n—+oo 2 (2)
Des lors, il s’ensuit d’apres (1) et (2) que :
—4/3 —-1/3
nln(cos (n_2/3)) ~ nx—n ~ D
n—-+oo 2 n—-+oo 2
En particulier, on vient de montrer que :
n-1/3
(o) e
nln (cos (n et 5 (3)
Des lors, il s’ensuit que :
-1/3
lim nln (cos <n72/3)) = lim _n =0.
n—-+4oo n—-4o0o 2

Comme la fonction exp est continue en 0, il s’ensuit par composition des limites que :
n —
lim (cos (n_Q/g)) — lim ert(eos(n™?)) —q,

n——+00 n—-4oo

Par conséquent, on vient de montrer que :

lim (cos (n*2/3)>n =1.
n—-+oo

—1/4
Montrons que, pour tout n € N*, on a : [;'  cos™(t)dt < n~1/%. Comme —1 < cos(t) < 1
pour tout ¢t € R, on voit que cos™(t) < 1 pour tout ¢t € R. Des lors, il s’ensuit par croissance de
I’intégrale que :
n-1/4
/ cos™(t)dt S/ dt.
0 0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

n—1/4

n—1/4

/ cos™(t)dt < n~Y/4,
0

Montrons que, pour tout n € N*, on a : fs,/fM cos™ (t)dt < F (cos (n‘1/4))n. Comme la fonction
cos est décroissante et positive sur [0,7/2], on voit que cos™(t) < (cos (n‘1/4))n pour tout
t € [n~Y4 7/2]. Dés lors, il s’ensuit par croissance de lintégrale que :

/7:/54 cos™(t)dt < /7:/11 (cos <n71/4)>n dt.

En particulier, ceci nous donne que :

[ o (5 =) (on (o)

Mais comme 0 < £ —n~1/4 < Z_ on en déduit que, pour tout n € N* :

R




()

Montrons que : lim, 1 I, = 0. D’apres la relation de Chasles et les questions (4)(a) et (4)(b),
on trouve que, pour tout n € N* :

n—1/4 /2 T n
In= / cos" (t)dt +/ cos™(t)dt < n '+ < (COS (n_1/4)) .
0 n—1/4 2

Comme I,, > 0 d’apres la question (2)(a), ceci nous donne que, pour tout n € N* :
n
0<I, < n~t 4 g (cos (n_1/4)) .

Mais comme (cos (n’1/4))n tend vers 0 quand n tend vers +oo d’apres la question (3)(b), le terme
de droite dans ’encadrement ci-dessus tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par conséquent, on
en déduit d’apres le théoreme d’encadrement que :

lim I, =0.

n—-+o0o

—2/3
Montrons que, pour tout n € N*, on a: I, > fon cos™(t)dt > n=2/3 (cos (n’z/?’))n. D’apres
la relation de Chasles, on voit que, pour tout n € N* :

-
0

Comme la fonction cos est positive sur 'intervalle [n=2/3, 7/2], la fonction cos™ est aussi positive
sur [n=2/3,7/2]. Des lors, on obtient par positivité de I'intégrale que :

n=2/3 w/2

cos”(t)dt—&—/ cos™(t)dt. (1)

n—2/3

/2
/ cos™ (t)dt > 0.
n—2/3

En particulier, ceci entraine avec la relation (1) que :

n-2/3
I, > / cos™(t)dt. (2)
0
De plus, comme la fonction cos est décroissante et positive sur [0,7/2], on voit que cos™(t) >
(cos (nfz/?’))n pour tout ¢ € [0, n*2/3]. Des lors, il s’ensuit par croissance de 'intégrale que :
—2/3

n n=2/3 n B 3 n
/0 cos™ (t)dt 2/0 (COS <n72/3)> dt =n=2/3 (cos (n 2/3)) . (3)

Par conséquent, on en déduit avec les relations (2) et (3) que, pour tout n € N* :

n—2/3

I, > /0 cos™(t)dt > n=2/3 (cos (n*Q/?’))n .

Déterminons la nature de la série de terme général I,,. Pour ce faire, on suppose que la série
> I, converge. D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n € N* :

I, > n=2/3 <COS (n_z/s))” > 0.

Par comparaison de séries & termes positifs, on obtient que la série Zn*Q/S (cos (n*2/3))n
. . —2/3 n _ ) N . .
converge aussi. Comme lim,_, o (cos (n72/3))" = 1 d’apreés la question (3)(c), on voit par

ailleurs que (cos (n=2/3))" B 1, et donc :
n o0

n*2/3 (cos (n*2/3))n ~ 7f2/3.

n—-+o0o

Par équivalence de séries & termes positifs, il s’ensuit que la série de Riemann ) n~2/3 converge,

ce qui est impossible car —2/3 > —1. Par conséquent, on en déduit que :

Z I,, diverge.

(6) On rappelle que : V(a,b) € R?, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).



(a)

2

Montrons que, pour tout ¢ €] —m, 7, ona: cos(t)+1 = Tt/

. D’apres la formule d’addition
pour cos, on a pour tout t €] — 7, 7| :

t t
H4+1 = S+ o)+
cos(t) + cos<2+2>+

t 3 ot . [t
cos (2) cos (2> — sin <2> sin <2> +1
= cos? (;) — sin? (;) +1
= cos> (;) + cos? (;)
2 cos? (;) .

Par ailleurs, comme 1 + tan? = tan’ = ﬁ, ceci entraine que :
t 2
cos(t)+1=2cos? (= )| = —————.
®) (2) 1+ tan? (¢/2)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢t €] — w, 7| :

t 2
cos(t) +1=2cos? [ = | = —— 5.
®) (2) 1+ tan? (t/2)
A Taide du changement de variable u = tan (¢/2), montrons que : fow/ ? H—cdicfs(t) = 1. Pour ce

faire, on peut remarquer que la fonction ¢t — tan (¢/2) est de classe C! et strictement croissante
de [0,7/2] dans [0, 1], et donc le changement de variable proposé est licite. De plus, on voit que
du = % (1+ tan®(¢/2)) dt, et donc on a par changement de variables et d’apres (6)(b) que :

/2 /2 2 1
/ dt :/ 1+ tan (t/2)dt: / du— 1.
o 14 cos(t) 0 2 0

Par conséquent, on en déduit que :

/7\'/2 dt .
o l4cos(t)

Montrons que, pour tout n € N :

n w/2 dt /2 (_ £))n+1

St [t [ OE

pors o 1+cos(t) 0 1+ cos(t)

Par linéarité de I'intégrale et d’apres les propriétés des suites géométriques, on trouve que :

n m/2
—1)k = —1)k cos®
E:( 1)* I (=1 /0 (t)dt

k=0

M=

>
Il

0

w/2 N
(—1)* cos® (t)dt
k=0

Il
S~

/21 — (—cos(t))"

1 — (—cos(t)) dt

Il
S~

™21 — (= cos(t))"

- /0 1+ cos(t) dt
_ /"/2 - /”/2 (= cos()™
~Jo 1+cos(t) 0 1+ cos(t)



Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

n

P dt /2 (= cos(t))"+!
Z(il)kjk 7/0 1+ cos(¥) 7/0 1+ cos(t) dt

k=0

(d) Montrons que, pour tout n € N :

/”/2 (— cos(t))"+!
0

1+ cos(t) dt

S In-‘,—l-

D’apres I'inégalité triangulaire pour les intégrales, on trouve que :

/2 (= cos(t)"*! /2| (= cos(t)"*!
/ o< |

1+ cos(t) 1+ cos(t)
Comme la fonction cos est positive sur [0,7/2], ceci nous donne que :

/2 n+1 /2 n+1
/ (—cos(t)) dt‘ S/ cos™ () it
0 0

1+ cos(t) 1+ cos(t)

Comme cos > 0 sur [0,7/2], on voit que 1+ cos > 1 sur [0,7/2], et donc % < cos™t1(t)

pour tout ¢t € [0,7/2]. Des lors, il s’ensuit par croissance de 'intégrale que :
w/2 n+1 w/2
—cos(t
/ ﬁdt < / cos™ 1 (t)dt.
0 0

1+ cos(¢)
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

™2 (—cos(t))" !
/0 1+ cos(t) dt

< Iny1.

(e) Montrons que la série Y~ . ,(—=1)"1, converge et déterminons sa somme. D’apres la question
précédente, on sait que, pour tout n € N :

/”/2 (— cos(t))"+!
0

0<
- 1 + cos(t)

dt| < L.

Comme la suite (I,),>0 converge vers 0 d’apres la question (4)(c), on obtient d’apres le théoreme
d’encadrement que :

lim
n—-+4oo

/2 n+1
P
0

1+ cos(t)

. . N . 2 (— n+1
ce qui revient & écrire que : limg, 4o fow/ %dt

nous donne que :

= 0. D’apres la question (6)(c), ceci

n

lim > (~1)*1 —/W/th—o
n—+00 F o l+4cos(t)

dt
14-cos(t)?’

En particulier, la suite des sommes partielles de la série ) . ,(—1)"I, converge vers foﬂ/ 2
qui vaut 1 d’apres la question (6)(b). Par conséquent, on en déduit que :

1 a série E (—1)"I,, converge et sa somme vaut 1.
n>0

Corrigé de ’exercice 2. Pour tout entier n > 1, on considere la fonction f,, : Ry — R définie par :

1 1
Ve ERy, fule) = - -

n n-+x

(1) Montrons que, pour tout z > 0, la série de terme général f,(z) converge. Soit x un réel positif fixé.
Par un calcul simple, on trouve que, pour tout n € N* :

1 1 n+x—n T

fn(x)zﬁ_ nta n(n + x) - n(n+z)




Des lors, comme x > 0, on voit que la série de terme général f, (x) est & termes positifs. De plus,
comme tout polyndéme est équivalent en +o0o a son terme de plus haut degré, il s’ensuit que :
x
x) ~ —.
fn( ) n—+oo 7’},2
X

Comme la série de Riemann ) n% converge, il s’ensuit que ) -% converge par linéarité, et donc la

série Y fn(x) converge d’apres le critére d’équivalence des séries a termes positifs. Par conséquent :

la série Z fn(x) converge pour tout z € R...

Calculons F(0) et F(1), ou F(x) désigne la somme de Y f,(z). Par définition, on voit que :

400 400 +o0
FO=3 10=) (z-1)=Xo0-0

n=1 n=1

De plus, toujours par définition de F', on obtient que :

+o0 +oo 1 1 . n 1 1
=2 80 =2 <n B n+1> =2 (k B k+1> |

n=1

On reconnait alors une somme télescopique. Plus précisément, on a pour tout n € N* :

Y (RN YU SYE U DY S U PR
—\k E+1/) \1 2 2 3 n n+1l) n+1

Par passage a la limite, il s’ensuit que :

F(1)= lim <1l> lim 1-— 1 =1.
n—+oo P k k+1 n——+oo n+1

Par conséquent, on vient de montrer que :

[F(0)=0et F(1) = 1|

Montrons que, pour tout & > 0, la série de terme général f/ (x) converge. Soit & un réel positif fixé.
Par un calcul simple, on trouve que, pour tout n € N* :

, _ 1

Des lors, la série de terme général f!(x) est & termes positifs. De plus, comme tout polynéme est
équivalent en +o00 a son terme de plus haut degré, il s’ensuit que :

) !

~ -
n—+o0o n2
Comme la série de Riemann ) & converge, il s’ensuit que la série 3 f/ (z) converge d’apres le critére
d’équivalence des séries a termes positifs. Par conséquent :

la série Z /7 (x) converge pour tout x € R.

Dans cette question, on se propose d’étudier la dérivabilité de F. Pour ce faire, on considere la

fonction ¢ définie pour tout ¢ € RY par ¢(t) = 1.
(a) Soit n € N*. A l'aide de 'inégalité de Taylor-Lagrange, montrons que :

r — T 2
W(r0) € [ +ool?. () - pla0) — (x — o) (a0)] < L2

Pour ce faire, on peut commencer par remarquer que la fonction ¢ est de classe C? sur [n, +ool.
De plus, pour tout x € [n,+oo[, on voit que :

2

" _ |~

@) = |

D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction ¢ et a l'ordre 2 sur l'intervalle
I = [n, +00], on obtient que, pour tout (z,z) € [n, +oo[? :

r—x 2
o(@) — p(@0) — (z — 20)¢' (20)| < % X (TO)

2

_n3'




Des lors, il s’ensuit apres simplification que :

(x — a:o)Q.

¥(x, 7o) € [n, +00l%,  [p(x) = p(x0) — (& — wo)¢'(w0)| < 3

Soient x, h des réels tels que z > 0, h # 0 et  + h > 0. Etudions la nature de la série de terme
général | f,, (x+h)— frn(z)—hf,(z)|. Tout d’abord, on peut remarquer que cette série est a termes
positifs par définition. De plus, par des calculs simples, on voit que f,(z) = p(n) — p(n + x),
falx+h)=¢n)—pn+x+h)et fl(z) =—¢'(z), et donc :

|fa(z + 1) = fulz) = hfy(2)] = lo(n)—@n+z+h)—pn)+en+ )+ he'(z)]
= |—pn+z+h)+en+z)+ he'(z)

= le(n+a+h)—e(n+z)—he'(z)].
Comme x >0, h#0et x4+ h >0,0n voit quen+x+h>netn+x>mn,et doncn+x et
n + x + h appartiennent bien & [n,+oo[. Des lors, d’apres le résultat de la question précédente
et le calcul fait plus haut, il s’ensuit que :

Fala + 1) — fula) — Wi () < MFTERZn =2 B

Comme la série de Riemann Y~ - converge, il s’ensuit que la série Y- | fo(z+h) — f,,(z) — hf} ()]
converge d’apres le critére de comparaison des séries a termes positifs. Par conséquent, pour tout
(z,h) € Ry x R* tel que z + h > 0, on voit que :

la série Z |[fo(z +h) — fn(x) — hf] (x)| converge.

Montrons qu’il existe un réel K tel que, pour tout x € R, et tout h € R* tel que x +h > 0 :
‘F(erh) — F(x)
h

D’apres les étapes de la question précédente et 'inégalité triangulaire, on obtient que, pour tout
re€R, et tout h e R* tel quex+h >0 :

S fel@+h) =D fulx) —h > filx)
k=1 k=1 k=1

G(x)‘ < K|h|.

S (il +h) = fula) hf,;<x>>’

k=1

< Z|fk($+h)—fk($)—hfé(x)|
k=1
n h2 ) n 1
<X2m = h (st>
k=1

k=1

Comme la série de Riemann Y 7 converge, ainsi que les séries Y- fi(z), > fu(z + h), > fi(z)
d’apres les questions (1) et (3), on obtient par passage & la limite quand n tend +oo dans

I'inégalité ci-dessus que :

+o0 400 400 +oo 1
D felw+h) =D fila) =Y fi(@)| < h? (Z ,{?,)
k=1 k=1 k=1 k=1

Posons alors K = ZZ‘: % Par définition de F' et G, on voit que :

|F(x + h) — F(x) — hG(z)| < Kh?.

Des lors, il s’ensuit que, pour tout x € R, et tout h € R* tel que z +h >0 :

F(z+h)— F(x) F(z+h)— F(z) — hG'(x) h?
ey ool

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € Ry et tout h € R* tel que x +h >0 :

— G(x)| < K|h|.

‘F(m—l—h)—F(m)
h




(d) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout = € Ry et tout h € R* tel que x +h > 0 :

F(z+h) — F(x)
h

— G(2)| < K]hl.

Des lors, pour tout x € RY et tout h € R* tel que |h| < z, on voit que x + h > 0, et donc :

F(z+h) — F(x)
h

— G(2)| < K]hl.

Comme K|h| tend vers 0 quand h tend vers 0, il s’ensuit que le taux d’accroissement :
F(z+h)— F(z)
h

tend vers G(z) quand h tend vers 0. En particulier, la fonction F' est dérivable sur |0, 400, et
de plus F'(z) = G(z) en tout point z €]0, +00[. De méme, pour tout h € Ry, on voit que :

A(F)(x, h) =

F(h)—F(0
% — G(0)| < K]h|.
Comme K|h| tend vers 0 quand h tend vers 0, il s’ensuit que le taux d’accroissement :
F(h)—F(0
aEyo.n = T FO

tend vers G(0) quand h tend vers 0. En particulier, la fonction F' est dérivable en 0, et de plus
F'(0) = G(0). En résumé, on vient de montrer que :

’13 fonction F est dérivable sur Ry et F' = G. ‘

(5) Dans cette question, on se propose de calculer un équivalent de F' en +oo.
(a) Soit z € Ry. Montrons que, pour tout k¥ € N*, on a :

k+1
Fern (@) s/k (1 - tjx) 0t < fu(a).

Pour ce faire, considérons 'application ¢ : t — % — H% Alors 1 est dérivable sur [k, k + 1]
comme différence de fonctions dérivables sur [k, k + 1]. De plus, pour tout ¢ € [k, k + 1], on a :
1 1 —(t+ax)?+t2 —a?-2x
7/’/(t):7*2+ 2 — (2 ) 2 T 12 7 =
2 (t+a) 2(t + ) 2(t + )

Des lors, la fonction 1 est décroissante sur [k, k + 1] et donc, pour tout t € [k, k + 1] :
P(k+1) <2p(t) < P(k),
ce qui se retraduit de la facon suivante. Pour tout ¢ € [k, k + 1], on a :

1 1 <1 1 <1 1
k+1 k+1+z "t t+ax  k k+z

Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit que, pour tout k € N* :

k+1 1 1 k+1 1 1 k+1 1 1
/ — dtS/ - = dtS/ - — dt

Comme les fonctions qui apparaissent dans les intégrales de droite et de gauche ne dépendent
pas de t, on obtient que, pour tout k € N* :

1 1 k171 1 1 1
- 1—k) < i <[z = 1—k).
<k+1 k+1+x)%+ kL—A (t t+x>ﬁ_<k k+x>w+ k)

Des lors, ceci nous donne que, pour tout k € N* :

1 1 /Hll 1 1 1
— < - dt < — — }
E+1 k+1+4+z = J, t t+zx “k k+ax

Par définition des fonctions fj(z), on en déduit que, pour tout k € N* :

Ji(@) < /:H <1 - ) dt < fi(z).

t+x




(b)

Montrons que, pour tout réel x > 0 et tout entier n > 2, on a :

n+1 n n
11 @ 11
- dt < < - dt.
/1 (t t+x) —;fk@—erlJr/l (t t+z>

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout k € N* :

k+1 1 1
/k (t_t—|-213> dtgfk(x)

En sommant cette inégalité sur k € {1,...,n}, on obtient que :

zn:/:ﬂ (1 B tix> dt < ki:lfk(ﬂc).

k=1

D’apres la relation de Chasles, il s’ensuit que :

/1”“ <1 - t+1x) dt < g:lfk(x) ().

Toujours d’apres la question précédente, on sait que, pour tout & € N* :

k+1 1
fk+1(x)§/k (t—tiﬁ)dt.

En effectuant le changement d’indice [ = k£ + 1, on trouve que, pour tout entier [ > 2 :

Lot 1
fi@) S/H <t_ t+x> di

En sommant cette inégalité sur [ € {2,...,n}, on obtient que :

Sawsy [ (F- )

D’apres la relation de Chasles, il s’ensuit que :

éﬁ(w)gfln (1ti$>dt.

1
Comme f(z) =1-— T3z %, on trouve que :

- x "1 1
;fl(x)él—l—x_'—/l <t_t+x)dt (k).

En réunissant les inégalités (%) et (x%), on en déduit que, pour tout > 0 et tout n € N* :

nt 1 - T "1 1
S t < < - dt.
/1 <t t+m>d_§fk(x)_x+l+/1 (t t-i—:v)

Montrons que, pour tout réel x > 0, on a :

T

In(1+z) < F(z) < +In(1 + ).

r+1

Par des calculs simples, on trouve que, pour tout n € N* :

/1n (1 - t+1z) dt = In(t) = In(t + )]} = In (nj_x> +In(1 + 2).

En particulier, ’encadrement de la question précédente se transforme en :

n+1 n x n
E— < < — "
n<n+1+x>+1n(1+x)§:fk(x)x +1n<n+x>+1n(1+1’)a

ce qui se réecrit sous la forme :

1+% " T 1
In <1+1:I> +1In(1 + x) Ska(z) < +ln(1+z> +In(1 + z).

k=1

11
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Comme la série Y f,(x) converge, on obtient par passage & la limite quand n tend vers 400
dans cet encadrement que :
T

) +In(1) +In(1+ ).

+o00
In(1)+In(l+2) <> fulx) < -
k=1

Comme In(1) = 0, on en déduit par définition de F que, pour tout z > 0 :

In(1+2z) < Fz) < v

In(1 .
o1 Te+2)

(d) Déterminons un équivalent de F'(x) quand = tend vers +o0o. Pour ce faire, on commence par
diviser ’encadrement de la question (5)(c) par In(1 + ), ce qui nous donne pour tout z > 0 :

“In(l4+2z) T (z+1)In(1 + )
En particulier, on obtient par un calcul simple que, pour tout = > 0 :
F 1
< F@ +1
In(l+z) = (1+1)In(1+2)

+1

Comme 1/z tend vers 0 quand z tend vers +oo, et que In(1 + x) tend vers 400 quand z tend
vers +00, il s’ensuit que les termes de droite et de gauche de cet encadrement tendent tous deux
vers 1 quand z tend vers +oco. D’apres le théoreme des gendarmes, le terme du milieu tend donc
vers 1 en +00, ce qui entraine que :

F(z) ~ In(1+z).

T—+00

Par des calculs simples, on trouve alors que, pour tout > 0 :

In(1+2z) In(z)+In(1+1) 71+ln(1+%)

In(x) In(x) In(x)

Comme 1/z tend vers 0 quand z tend vers +oo, et que In(z) tend vers +oo quand z tend vers
400, il s’ensuit que ce quotient tend vers 1 quand x tend vers +oo, et donc :

In(1+ x) ete In(z).

Par conséquent, on en déduit que :

Corrigé du probleme 1.

(1) Soit f une fonction définie et strictement positive sur R, telle que f(x) ~ o Montrons que :
x—0

In(f(x)) ~ In(x).

z—0+t
Comme f(z) ~ x,on peut écrire que f(z) = x+ o(x), et donc :
z—0t z—0t
In(f(z)) = In(z+o(x)) = In(z)+In(1+ o(1)).
z—0t z—0t

En divisant le tout par In(z), on obtient que, pour tout = €]0, 1] :
In(f(x)) L+ In(1+ o(1))
In(x) z—o0+ In(z)

Comme la fonction "0(1)” tend vers 0 quand z tend vers 0 et que la fonction In est continue en 1 et
y vaut 0, on obtient par composition des limites que la fonction "In(1 4 o(1))” tend vers 0 quand x
tend vers 0F. Mais comme la fonction In tend vers —oo en 07, il s’ensuit que :

(/@) |

In(xz) a—ot

Par conséquent, on en déduit que :

(f(x)) ~ In(a).

z—0*t
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Partie 1 : deux nouvelles fonctions

On définit les fonctions, appelées ”sinus hyperbolique” et ”cosinus hyperbolique”, notées respectivement
sh et ch en posant pour tout réel x :

et —e ”* e +e”

sh(z) = — et ch(z)= ete”

(1) (a) Etudions la parité de la fonction sh. Pour tout z € R, on trouve que :

—T

et — e~ (=2) - e ®

— efl’ 61 _ efa:
2 e

Par conséquent, on en déduit que :

sh(—z) =

la fonction sh est impaire. ‘

(b) Dressons le tableau de variations de la fonction sh (avec les limites aux bornes). Tout d’abord,
on peut remarquer que la fonction sh est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R. De plus, comme ’exponentielle est strictement positive sur R, on a pour tout z € R :

xr —x xr —T
sh'(z) = ef = (1 _cte ch(z) > 0.
2 2
En particulier, la fonction sh est strictement croissante sur R. De plus, comme 'exponentielle
tend vers 400 en +o0o et vers 0 en —oo, on voit que :

e’ —e™®

lim sh(z) = lim ——— = +o0.
Tr—r+00 Tr—+00 2

En outre, comme la fonction sh est impaire d’apres la question précédente, on obtient que :

lim sh(z)= lim ——— = —o0.
T——00 T——00 2

et —e ”

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour sh :

x —00 “+00
sh’(x) +
“+00
sh N
—00

(¢) Déterminons un équivalent en 0 de sh(z). D’apres les développements limités classiques, on sait
que e” = 142+ o(x). Comme —z tend vers 0 quand z tend vers 0, on a par substitution que :
—
e = 1—xz+4o((—x)) = 1—x+o(x).
z—0 z—0

Des lors, il s’ensuit que :

sh(aj):e e _ + 2+ o(x) + 2 + o(x) —a+ ofa).
2 x—0 2
Par conséquent, on en déduit que :
sh(x) a2

(2) (a) Etudions la parité de la fonction ch. Pour tout x € R, on trouve que :

—x 7(7;5) —x x x —x
ch(—z) = = T S C T ),

Par conséquent, on en déduit que :

’ la fonction ch est impaire. ‘

(b) Dressons le tableau de variations de la fonction ch (avec les limites aux bornes). Tout d’abord,
on peut remarquer que la fonction ch est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R et de plus, on a pour tout z € R :

e+ (—=1)e™® et —e®

ch’(z) = 5 = 5 = sh(x).

D’apres la question (1)(b) de la partie 1, la fonction sh est strictement croissante sur R. Comme
1

0 0

sh(0) = % = %1 = 0, la fonction sh est strictement positive sur R et strictement
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négative sur R*. En particulier, la fonction ch est strictement croissante sur R% et stricte-
ment décroissante sur R* . De plus, comme ’exponentielle tend vers +o0o en 400 et vers 0 en
—00, on voit que :

et +e”

lim ch(z)= lim —— = +o0.
T—r+00 T—+400

En outre, comme la fonction ch est impaire d’aprés la question précédente, on obtient que :

lim ch(z) = lim ete +o0.
T——00 T——00 2

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour ch :

x —00 +o00
ch’(x) - 0 +
+00 | +00
ch N
1

(3) Montrons que, pour tout = € R, on a : ch?(z) — sh?(x) = 1. Par des calculs simples, on trouve que :

Par

Partie 2 :

(1)

(a)

ot = (S~ (

e2w + 672:r 4 9e%% 62:r + 6721 — %%

4 4

B e2z+672x+2 €2x+672172
n 4 4
B e2z+€72m+2_62x _67214_2
B 4

4
= - = 1

4

conséquent, on en déduit que, pour tout z € R :

ch?(z) — sh?(z) = 1.

une troisiéme fonction

Montrons que 'on définit bien une fonction, appelée ”tangente hyperbolique” et notée th, en
posant pour tout x € R :

_ sh(z)

~ ch(x)’

Comme les fonctions sh et ch sont bien définies sur R, il suffit, au vu de la fonction th, de vérifier
que la fonction ch ne s’annule pas sur R. Or, on voit d’apreés la question (2)(b) de la partie 1
que la fonction ch admet un minimum en z = 0, qui vaut 1. En particulier, on constate que
ch(z) > 1 pour tout = € R, et donc la fonction ch ne s’annule pas sur R. Par conséquent, on en
déduit que :

th(z)

’ la fonction th est bien définie sur R. ‘

Vérifions que la fonction th est impaire. Pour tout z € R, on trouve avec les questions (1)(a) et
(2)(a) de la partie 1 que :
sh(—z)  —sh(z)
(=2) = 3= ~ @) (z)

Par conséquent, on en déduit que :

’ la fonction th est impaire. ‘

Déterminer les variations de la fonction th. Tout d’abord, on peut remarquer que la fonction
th est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R, dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R. De plus, comme ch’ = sh et sh’ = ch, on a pour tout z € R :

1oy (sh ! o) = sh’(x)ch(x) — ch’(z)sh(x)
e = () © () |
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En particulier, ceci nous donne avec la question (3) de la partie 1 que, pour tout z € R :

ch(z)ch(z) — sh(z)sh(x) _ ch?(z) — sh?(x) 1

ch?(z) ch?(x) T o (z)

Par conséquent, on en déduit que :

th'(z) = > 0.

’ la fonction th est strictement croissante sur R. ‘

(d) Dressons le tableau de variations de la fonction th (avec les limites aux bornes). D’apres la

question précédente, on sait déja que la fonction th est strictement croissante sur R. Reste donc

a déterminer ses limites en +00 et en —co. Comme ’exponentielle tend vers 0 en —oo, on obtient
par quotient des limites que :

et — % ) em(l _ 6721) ) 1— 6721

lim th(z)= lim —— = lim
z—+o00 z—+oo e¥ + e"T  z—too e¥(1 + e727)

= m ———=
400 1 + 22

En outre, comme la fonction th est impaire d’apres la question (1)(b) de la partie 2, on a :
zgr_noo th(z) = wll)rilQQ th(—z) = IEI_POO —th(z) = —1.

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour th :

x —00 +oo
th'(x) +
1
th Ve
-1

(a) Trouvons des constantes a, b telles que, pour tout > 0 :

1 ae™” n be™*
sh(z) 1—e=® 14e=

Par des calculs simples, on trouve que, pour tout z > 0 :

e " n e * . 1 n 1
1—e* 14e® € 1—e* l1+e®
. 1+e™® 1—e™®
= e +
Q—e)(l+e®)  (I+e)d-e7)
B em(1+e“’+1—ef>
o (I—e®)(1+e2)

- ((1 e ))

2e7 "
12 _ e—Qw

2
e®(1 —e22)

B 2
B 1
~ sh(z)’
Par conséquent, on en déduit qu’on peut choisir :
a=b=1.

(b) Déterminons une primitive sur R de la fonction h : 2 — . D’apres la question précédente,

1
sh(z)
on sait que, pour tout z > 0 :

1 e ”* e "

sh(zx) =T =t 14+e2’
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Comme (In(u))" = u’/u, pour tout fonction w dérivable strictement positive, on obtient que la
fonction h admet pour primitive la fonction :

H:zr—In(l—e™)—In(l4+e7%).

A noter que, pour tout z > 0, on a :
1—e® ew/2(1 _ e—w) ew/2 _ e—w/? T
Hz)=h|—)=h|——=|=h|—F—F ) =1 (th<7)).
((E) n<1+e—m> n<ez/2(1+eaz)> n<ez/2+ex/2> n 2
Par conséquent, on en déduit qu’une primitive de la fonction A : x ——

[I:xk—%ln(ﬂl(%)).

est donnée par :

b
sh(z)

(3) Montrons que In (th (g)) ~. In(x). Par définition, on sait que, pour tout x > 0 :
z—0
sh
i (2) =2,
2 ch( )
Comme la fonction ch est continue en 0 et que ch(0) = 1, on voit que ch(x/2) tend vers 1 quand z
tend vers 0 par composition des limites, et donc :

X
ch (5) I:O L

De plus, comme sh(x) ~o T d’apres la question (1)(c) de la partie 1 et que /2 tend vers 0 quand x
r—r

NI

NI

tend vers 0, on obtient par substitution que :

x x

th(f) ~ L
2/) z—0 2

D’apres la question 1 des préliminaires, ceci nous donne que :

In (th (g)) ~ In(z) — In(2).

z—0t

Par quotient, ceci entraine que :

Par ailleurs, comme la fonction In tend vers —oo en 0™, on trouve que :

lim In(z) — In(2) — lim 1— In(2)

0+ In(x) 0+ In(x)

=1-0=1.

En particulier, il s’ensuit que :

In(z) —In(2) ~ In(z).

z—01

Par conséquent, on en déduit que :

In (th (g)) . In(x).

Partie 3 : une série convergente

Dans cette partie, on désigne par x un réel strictement positif.

(1) (a) Soit k € N*. Montrons que :

— < dt < .

sh((k+1)z) — /k sh(tz)  — sh(kz)

Pour ce faire, fixons un réel > 0. Alors la fonction t — tx est strictement croissante sur R.

Comme la fonction sh est strictement croissante sur R d’apres la question (1)(b) de la partie 1,

leur composée t — sh(tx) est strictement croissante sur R, et a valeurs strictement positives
1

sur R% . Par passage a I'inverse, la fonction ¢ — Shitz) ©st strictement décroissante sur R . Des

lors, on voit que, pour tout t € [k, k + 1] :
1 < 1 < 1
sh((k + 1)z) — sh(tz) ~ sh(kz)




Par croissance de U'intégrale (les bornes étant dans 'ordre croissant), on obtient que :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ - dt < / —dt < / —dt

En particulier, ceci nous donne que :

1 k+1 1 k+1 1
b+ 1=k s ) = /k skl k)/k sh(kz)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout k € N* :

1 k+1 1 1
Sh((k + Da) = /k (i) " = Sy

Déterminons I’encadrement suivant, valable pour tout entier n > 2 :

"ol 1 "ol 1
——dt < < .
/1 sh(tz) dt < ; sh(kz) — /1 sh(tx) di+ sh(z)

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout k € N* :

1 k+1 1 1
h((k + Da) = / (i) " S Sk

En sommant sur 'entier k depuls k =1 jusqu’a k = n — 1, on obtient que, pour tout n > 2 :

n—1 n—1

- k+1 1 1
k;z ((k + 1)z Z/ sh(tz) shin &S kz::l sh(kx)’

D’apres la relation de Chasles, ceci nous donne que, pour tout n > 2 :

n—1 n—1

1 o1 1
,; (k1 D) /1 hitn) = ; sh(kz)
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En effectuant le changement d’indice [ = k + 1 dans la somme de gauche ci-dessus, on obtient

que, pour tout n > 2 :

n 1 n 1 n—1 1
< dt < _—
lz:; sh(lz) — /1 sh(tz)  — kZ:I sh(kx)

A noter que cet encadrement peut se réécrire de la fagon suivante :

1 1 | 1 1
kzzl sh(kz)  sh(z) = /1 sh(iz) S ,; sh(kz)  sh(nz)’

En particulier, cet encadrement donne lieu a deux inégalités, a savoir :

n

n n

lesquelles pouvant se réécrire sous la forme suivante :

P </n Lo et /n Lo ooy !
— sh(kx) = J; sh(tz) sh(z) 1 sh(tz) sh(nx) = = sh(kx

En réassemblant le tout, il s’ensuit que :

S 1 =~ 1 "ol 1
< < .
/1 sh(tx) di+ sh(nz) — kz::l sh(kxz) — /1 sh(tm)dt * sh(x)

Mais comme x > 0 par hypothese, on voit que ﬁm >0, et donc :

n

o1 o1 1 1 | 1
/1 sh(tac)dt §/1 sh(tac)dt+ sh(nz) = ]; h(kx) S/l sh(tar:)dtJr sh(z)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier n > 2 :

n

| 1 o1 1
/1 sh(tz) dt < ; sh(kx) = /1 sh(tx) di+ sh(z)

1 1 L | o1 1 1
; sh(kz)  sh(z) = /1 ()@ e /1 sh(iz) S ; sh(kz) ~ sh(nz)’
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2) (a)

Montrons que la série ) -, hh(%m) est convergente. Pour ce faire, on part du fait que, d’apres
la question précédente, on a pour tout n > 2 :

no "1 no 1
/1 sh(tz)dtggsh(kx) = /1 ST )

Posons alors u = tx. Alors ce changement de variable est licite car affine et de plus, on a
du =xdt,u =z sit =1et u=nzsit=mn Parchangement de variable et par linéarité de
I'intégrale, on trouve que :

L | "ol du 1™ du
/1 sh(t;v)dt :/m sh(u) z - ;/I sh(u)
D’apres la question (2)(b) de la partie 2, on obtient que :
[ =z @) =1 b (3)) -u (0 (5)).

x
D’apres la question (1)(d) de la partie 2, on voit que la fonction th est majorée par 1, ce qui
entraine que In (th ("2—”6)) < 0 pour tout n > 2. Des lors, il s’ensuit que, pour tout n > 2 :

/1n sh(tx) s -7 ln (th (g)> ’

et ceci entraine avec I'encadrement (*) que, pour tout n > 2 :

i < -En (0 (9) + sy

En particulier, la suite des sommes partielles de la série ) - Sh(ﬁ est majorée. Mais comme
x > 0 et que la fonction sh est > 0 sur R% , cette série est & termes positifs. Par conséquent, on
en déduit que :

1
la séri .
a série nz:l sh(na) converge

Etablir, pour tout > 0, ’encadrement suivant :

1 T R 1 x 1
—o(n(3)) = ; hikz) = 2 " (tn(3))+ sh(z)"

D’apres la question (1)(b) de la partie 3, on a pour tout n > 2 :

S =~ 1 "ol 1
/1 sh(tw)dt = ’; sh(kx) S/l sh(tx)dt+ sh(z)’ ()

De plus, d’apres la question précédente, on sait aussi que, pour tout n > 2 :

[ =2 (@ (5) - (0 (5)))-

En particulier, ceci nous donne ’encadrement suivant pour tout n > 2 :

(0 (5) (0 (5)) < sy <2003 () -1 (3 5)) ity 9

Comme la fonction th tend vers 1 en +oo d’apres la question (1)(d) de la partie 2, que = > 0 par
hypothese et que la fonction In est continue en 1, ceci entraine par composition des limites que :

lim In (th (”—;)) = In(1) = 0.

n—-+oo

Mais comme la série > -, converge d’apres la question précédente, on en déduit par

1
sh(nz)
passage & la limite quand n tend vers +o0o dans ’encadrement (xx) que :

1 T = 1 1 x 1
(o (3)) < ; sh(kz) = o (n(3)) + h(o)”
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(¢) Montrons que :

io 1 In(z)
£ sh(kz) a—o+ x
D’apres ’encadrement de la question précédente, on sait que, pour tout =z > 0 :

+o0
_% m(h(3)) <2 sh(lkx) = _é n (h (5)) + shix)'

k=1

En divisant le tout par —# (qui est > 0 si z €]0,1[), on a pour tout z €]0,1] :

L1n (th (£>) < Z;ﬁm < ! In (th (£)> R — (%)
In(x) 2// — lnf(f) ~ In(z) 2 In(z)sh(z)"

D’apres la question (3) de la partie 2, on sait déja que :

x
In (th (5)) . In(x).
En particulier, ceci nous donne que :
1 T
I I (th(3)) =1
et In(x) . 2

De plus, comme sh(x) ~ow d’apres la question (1)(c¢) de la partie 1, on voit que :
x—0

T 1
In(z)sh(z) 2o+ In(z)’
En particulier, comme la fonction In tend vers —oo en 07, ceci nous donne que :
. X ERT o
S (@) e ()
D’apres le théoréme d’encadrement appliqué a (x), il s’ensuit que :
2wt
lim # =

z—0t _ )
T

1.

Par conséquent, on en déduit que :

io 1 _In(z)
£ sh(kz) a—o+ x




