TRAVAUX DIRIGES : VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES
(REPONSES - INDICATIONS)

13
Exercice 1. On trouve que : x = R

Exercice 2. La mise minimale est de 0,995 ~ 1 euro.

Exercice 3.

(1) a =18.
(2) a=6.
Exercice 4.
k2
(1) On trouve que, pour tout k € [1,n] : Fa(k) = 3

2k -1 1)(dn -1
knz .Deplus:E(M):M.

(2) On trouve que, pour tout k € [1,n] : P(M =k) = =

Exercice 5. Utiliser 'existence de I’espérance par domination!

Exercice 6.
(1) X1 +X2:netX:X1—X2.
(2) Xy — B(n,p) et X9 < B(n,q) avec ¢ =1 — p. De plus, on a :

X(Q)={-n,—n+2..n—2n} et VkeX(Q), P(X:k):(nﬁk)p%““q’?k.

Par ailleurs, on trouve que : E(X) =n(p—q) =n(2p—1).
(3) On a: V(X) = 4npq.

Exercice 7.

(1) La proba que la greffe ait pris sur un rosier donné au bout des N semaines vaut 1 — ¢V, avec ¢ = 1 — p.
(2) On trouve que Xy — B(R,1—¢"), BE(Xn) = R(1 —¢") et V(Xn) = Rg" (1 - ¢").
(3) A faire!

1— (1 _ p)n+1

Exercice 8. On trouve que E(Y) =
que E(Y) Pt 1)

Exercice 9.

(1) On trouve que : a = In(8 — 2e).
e ae®
2 EX)=-+—.
@) () B =&+ %
2a 2,a

(b) B(X(X 1) =7+

>~

—+o0
Exercice 10. Non! Trouver a en calculant Z P(X = k). Constater que a < 0 et conclure.
k=0

Exercice 11. Y admet une espérance si et seuelement si 0 < A < 1 et dans ce cas,ona: E(Y) = ——.

Exercice 12.
k—1,—4
(1) P([X=1])) = e 4 et PX=k)= Atk—il)'

(2) BE(X)=5 et V(X) = 4.

pour tout k € N*.

Exercice 13.
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(1) A démontrer par récurrence ou par réarrangement des sommes.
(2) Conclure a I'aide de la question (1).
N-1

3) (a) E(X)= kzzo [1— <:)n} ot pour tout k € [1, N, on a: P(X = k) — (i)n_ <k; 1),1.
N-too nnj—vl'

(b) A l’aide des sommes de Riemann, on trouve que : E(X)

Exercice 14.

(1) La proba qu’il y ait un vainqueur au cours d’une partie vaut eri—l
n—1 1 _ n
2) X%Q(W ), B(X) = — et V(X) =

(3)°
Exercice 15.

2\" 1
(1) La proba qu’une cage au moins reste vide vaut 3 [(3) — ?)n] .
2 n
(2) E(X)=3 (3) .

Exercice 16.
(1) Sy = B(n,1—2z), E(S,) =n(1 —xz) et V(S,) =nz(l —z).
(2) (a) Utiliser la question (1) et écrire que : P([T,, = n + k]) = P([Sptk—1 =k — 1] N Ppy).
) Utiliser la formule du binéme négatif.

( n
() B(T,) = =

(d) E(Tn(Tn + 1)) =

n(n+1) o n
(=P

(3) (a) Gy = Xa™* — Za = Ao —

(b) E(Gl):ail—s—(/\—ail)

(¢) Gy =Xa™ + a2 —a (

Exercice 17.
(1) Calculer V(X), utiliser le fait que V(X) >0 et conclure
+oo

(2) Ecrire que E(X) = Z kP(X = k), Z E*P(X = k) et partir du fait que E(X) = E(X?).

Exercice 18.
(1) On trouve que P([X =n]) = ﬁ pour tout n € N.
n !

(2) On obtient apres calculs que E(X) =e—1et V(X) = 3e — 2.
1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 19.

1) Y@= {012 PY=0)=2 Py =1)= L Py =2 = L Bv)= L ver)= 22

(2) La proba que le résultat du dé soit pair sachant qu’on a obtenu 2 boules blanches vaut 1.

Exercice 20.

(1) X%B(&é) etYf—>B( 227>

@) n> In(0,01)

~1 4, soit : n > 2.
In(2/27) , 7694, soit : n >

Exercice 21.
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k 1 1
(1) X(©2) =Net pour tout ke Nyona: P(X =k) = Gr M Grn

+oo
Calculer la somme Z P([X = k]) par télescopage.
k=1

(2) On trouve que : E(X)=e— 1.

Exercice 22.

(1) Utiliser la formule des probas composées et effectuer un télescopage dans le produit.

2) E(X) = ";3 ot V(X) = ”(”17;;3)
2(i — 1)

(n+1)(n+2)

(3) Vie[2,n+2], PY =1i) =

Exercice 23.
(1) P([Y =k]) = 3—6k pour tout k > 2.
1 79\ k1
(2) Py—i([Z=1]) = 3 (3) pour tout k > 2, pour tout [ > 3 tels que [ > k.

(3) Utiliser les questions précédentes et la formule des probas totales.

(4) P([Zz=1])=0sil<2.
11 2
6) BZ) =L et viz) = 2.
2 4
Exercice 24.
(1) (a) Gn(Q) =[0,n], P(G, =0) = q" et pour tout k € [1,n], on a: P(G, = k) = pgt—1.
(b) Par définition, on sait que :

n n
E(Gn) = kP(Gn=k) =Y k¢ 'p
k=1 k=1
- " —1
Remarquer que Z zF = T—— (*) pour tout z # 1. Dériver ensuite ’expression (x) pour obtenir
T —

k=1

n
une formule pour E kaz"~' et conclure.

k=1

. 1

@) (@) lin EG) =,
(b) hIJIrl P([G,, = k]) = pg" ! pour tout k € N*.
n—-+0o0o
(3) (a) On trouve que :
5—k si G,=k#0
B, =

-15 si G,=0
Ecrire alors que B, = (5 — Gy,)1jg, 20] — 151(g, —0}, et en déduire que :

1—-q¢"(1
E(B,) = 5— E(Gy) — 20P(Gp = 0) = 5 — {q(p“‘p)] — 204"
(b) Posons pour tout z € R :
1—4q*(1
g(x)=5— [q ( +xp)} — 204".
p
Alors, on trouve que, pour tout x € R :
1
J(@) =g {x In(q) + 1+ n]gq) —20 1n(q)} .
- . . . 1
En particulier, on voit que ¢’'(z) < 0 si et seulement si x > g = —— — ——— + 20. Donc g
p  In(l1—p)

est croissante avant xg, décroissante apres zg et admet un maximum en zy. Or, avec l'inégalité
rappelée, on a : 19 < 2y < 19,5. On maximise alors le gain en prenant n = 19.
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Exercice 25.
(1) (a) >_ pn converge et sa somme vaut 1. Donc Y p,t" converge par comparaison.
(b) Par définition, on trouve que E(X) = Gfx(%)
(2) (a) Si Z < G(p), on trouve que : Gx(t) = %
—q
(b) Dériver Gz(t) et calculer G',(1). Conclure avec la question (1)(b). On trouve que : E(Z) = —.

(c) A laide du résultat admis, on trouve que :

G(T)(x)
Sy(gx) = Zr! .
Comme Gz(z) = . + %, on peut montrer par des dérivations successives que :
q q{l—gqx
1
Sp(x) = 1—z)+1

(3) (a) Montrer tout d’abord que, pour tous n,k > 1 :
P([R _ n] N [L _ k]) — pk+1qn +p”qk+1.

En utilisant la formule des probas totales, on obtient que, pour tout n > 1 :

“+oo
P(R=n)=)Y P(R=n]n[L=Fk)=..=p¢" " +¢p" "
k=1
(b) On trouve que, pour tout ¢ € [0,1] :
2 2
p7t q-t
Ggr(t) = .
r(t) T—qt " 1—pt

Calculer G%4(1) et en déduire que E(R) = 2.
(c) On peut retrouver ce résultat en utilisant les séries géométriques dérivées et la linéarité de .

Exercice 26.

(1) Cf. cours!

(2) La quantité 6,, représente la probabilité que le matériel tombe en panne, alors que ce dernier est encore
en état de marche a cet instant!

(3) On trouve que 6, = p pour tout n € N. Le taux de panne est donc constant!

(4) (a) Apres calculs, on trouve que A = 1.

(b) On trouve que 6y =0 et ,, = n%ﬂ pour tout n > 1. On remarque que, dans ce cas, le taux de panne
est décroissant. Cela correspond a un matériel qui a de moins en moins de chances de tomber en
panne avec le temps.

(5) (a) Par construction, on voit que 6,, € [0, 1] pour tout n € N. En utilisant le fait que P(T > n) > 0 par
hypothese, montrer que 6,, < 1 et conclure.

L P(T > k) P
(b) Vérifier que P> ht 1) 1 — 0 pour tout k > 1, et en déduire que
n—1
P(T >n) = [[(1-6k).
k=0

(¢) D’apres la propriété de limite monotone, on voit que P(T > n) tend vers 0 quand n tend vers +oo.
En composant avec In, on obtient que :

n—1

Zln(l—ek) — —00.
n—-+oo

k=0

On en déduit que la série > In(1 — 6,,) diverge, puis que la série > 6, diverge, en distinguant les
cas " (6,,) converge vers 0” et ”(6,,) ne converge pas vers 0.
(6) En procédant par Analyse-Synthese. L’analyse permet de voir que, si une telle variable aléatoire T existe,
alors on a P(T = 0) = 0y et pour tout n € N* :

P(T =n) =0, ]:[(1 —Oy).
k=0

Pour la synthese, on considere alors la suite (py,),>0 définie par py = 6y et pour tout n € N* :

n—1
DPn = Oy H(l - ak)
k=0
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A noter que tous les p; sont > 0. On montre ensuite que la série ), p; converge, de somme 1. Pour
cela, on peut vérifier que, pour tout n € N* : a
n n

S ope=1-J]1 6.

k=0 k=0
Ensuite, on utilise le fait que la série Y 0, diverge pour établir que le produit de droite ci-dessus tend
vers 0 quand n tend vers +oo, et donc la série ) .., p; converge bien, de somme 1. En particulier, il
existe une variable aléatoire 7' dont la loi est donnée par la suite (pg)r>0. Reste a vérifier que (6,,)n>0
est bien le taux de panne de T'!



