Lycée Clemenceau Jeudi 25 septembre 2025

ECG 2

Durée : 4 heures

Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°1l

Corrigé de ’exercice 1.

(1) On considére une suite (a,)nen croissante et de limite I et on pose, pour tout n € N* :

(a) Tout d’abord, établissons pour tout n € N* I'inégalité b,, < a,,. Pour ce faire, fixons un entier n > 1.

Comume la suite (ay,)nen est croissante, on voit que ay, < a,, pour tout k € [0,n—1]. Par sommation,
ceci nous donne que :

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

A présent, étudions la monotonie de la suite (b, )nen+. D’aprés ce qui préceéde, on trouve que, pour
tout n € N* :

n
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Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (b, )nen+ est croissante. ‘

Montrons que la suite (b, )nen+ converge vers un réel I’ et que I’ < I. Comme la suite (a,)nen est
croissante et de limite [, on voit que a,, <[ pour tout n € N. Deés lors, comme b, < a,, pour tout
n € N* d’apres la question précédente, on trouve que b, < [ pour tout n € N*, et donc la suite
(bn)nen~ est majorée par [. Mais comme elle est croissante d’apres la question (1)(a), le théoréme
de la limite monotone entraine que :

‘la suite (b, )nen+ converge vers un réel I’ ‘

Comme de plus b, < a, pour tout n € N* d’apres la question (1)(a), il s’ensuit par passage & la
limite dans les inégalités que :
U<l

1



(¢) Etablissons I'inégalité suivante pour tout n € N* :

bop > M.

Pour ce faire, fixons un entier n > 1. D’apres ce qui précede, on trouve que, pour tout n € N* :

b2n = % Z ag

1 2n—1
L zaﬁ zak]

1 2n—1
= % nb,, +Zak]. *)

Comume la suite (ay,)nen est croissante, on voit que a > a, pour tout k € [n,2n—1]. Par sommation,

ceci nous donne que :
2n—1 2n—1

g ap > g Ay, = Nay,.
k=n k=n

Deés lors, il s’ensuit avec ’égalité (x) que :

bnz—
2n 2n

2n—1
1 1
nb, + Z ak] — [nby, + nay] > 3 [br, + an] .

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

bn +an
ban 2 —5—-

(d) Montrons que [ =1’. D’apres la question (1)(¢), on sait que, pour tout n € N* :

boy > M.

Comme la suite (b, )nen+ converge vers I/, la suite extraite (bay, )nen+ converge aussi vers /. Dés lors,
il s’ensuit par passage a la limite dans 'inégalité ci-dessus que :

’
l>l+l,
-2

ce qui entraine que 2" > 1 +1’, et donc I’ > I. Comme de plus I’ < [ d’aprés la question (1)(b), on
en déduit que :

I'=1.

On se propose maintenant d’étudier la suite (u,)nen définie par ug = 1 et pour tout n € N par
Unt1 = /U2 + u,. Pour tout n € N*, on pose : S, = Z;é U,

(2) (a) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :
P(n) : "le réel u,, est bien défini et > 1”.

Tout d’abord, on constate que P(0) est vraie car ug est bien défini et vaut 1 > 1 par hypothése. A
présent, supposons P(n) vraie pour un certain entier n > 0, et montrons que P(n+1) lest aussi. Par
hypothese de récurrence, on sait que u,, est bien défini et > 1. En particulier, on voit que u2 +u,, >
1241 =2>0, et donc le réel u, 1 = \/u2 + u, est bien défini (vu que c’est la racine carrée d'un
réel positif). De plus, par croissance de la racine carrée, on voit que u, 11 = /u2 +u, > v2 > 1, et
donc P(n+1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie pour tout n € N.
Par conséquent, on en déduit que :

’ le réel u,, est bien défini et > 1 pour tout n € N. ‘

(b) Etudions tout d’abord les variations de la suite (uy,). D’apres la question (2)(a), on sait que u, > 0
pour tout n € N, ce qui entraine que u2 + u,, > u2 pour tout n € N. Par croissance de la racine
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carée, on obtient que uny1 = JuZ + u, > Ju?2 = u, pour tout n € N (et ce car u, > 0). Par
conséquent, on en déduit que :

‘la suite (up)nen est croissante. ‘

A présent, établissons que la suite (u,) diverge et donnons sa limite. Pour ce faire, on raisonne
par 'absurde et on suppose que (u,) converge. Si « désigne sa limite, on sait que la suite extraite
(Un+1) converge aussi vers a. Comme ;41 = \/u,% + u,, pour tout n € N, on obtient par passage a

la limite dans cette égalité que :
a=+vVa®+a.

En élevant le tout au carré, ceci entraine que o? = a2 + «, et donc o = 0. En d’autres termes, la

suite (u,) converge vers 0. Par ailleurs, comme u,, > 1 pour tout n € N d’aprées la question (2)(a),
on obtient par passage a la limite dans cette inégalité que :

a>1.

Des lors, ceci implique que 0 > 1, ce qui est impossible. Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (up)nen diverge.

En particulier, comme la suite (u,,) diverge et qu’elle est croissante, le théoréme de la limite monotone
entraine que :

lim w, = +oo.
n—-+oo

(3) Recherche d’un équivalent de w,.

(a)

Montrons que : lim,4oo(Upt1 — Up) = % Comme u,, > 1 pour tout n € N d’apres la question
(2)(a), on voit que, pour tout n € N :

/ / 1
Up41 — Up = 24Uy — Uy = 1+— —un—un 1+1]
)

Comme la suite (u,) tend vers 400 d’apres la question (2)(b), la suite (=) converge vers 0. Des

lors, comme 1+ 2 —1 ~, 5, on obtient par substitution que :
T—

Par produit, ceci nous donne que :

_ 14 1 1 U, 1
Unp+1 — Up = Un U - n%,:»oo 2, n%ioo 9

Par conséquent, on en déduit que :

. 1
nEIJIrlOO(Un+1 —Uy) = 5

Dressons tout d’abord le tableau de variations complet de la fonction f définie pour tout = € [1,+00]
par f(x) = Va2 + x — . Pour commencer, on voit que la fonction f est dérivable comme composée
et différence de fonctions dérivables sur [1, +00[ et de plus, on a pour tout = > 1 :

oL 241 2+ 1-2Va?t
N~ Y=
A l'aide des quantités conjuguées, on trouve que, pour tout x > 1 :
Pl = (22 +1—-2vV2? +2)(2x + 1 -2V + 1)
2V2? + x(2z + 1+ 222 + x)

(22 +1)% — (2V22 + x)?
2vVa? + 22z + 1+ 2v/a? + x)

4% + 4z + 1 — 422 — 4x
2vVa? + x(2x + 14+ 2va? + x)

1
2vVa? + 2z + 1+ 222 + x)




Par ailleurs, on voit que, pour tout z > 1 :

f(x)=M—x=,/x2(1+i)—x=x \/E—ll.

Comme % tend vers 0 quand z tend vers +oo et que 1+ xz — 1 ~ 3, on a par substitution que :
z—

Par produit, ceci nous donne que :
/ 1 T 1
x z—+o00 2 n—+oo 2

lim f(z) = 1

n—-+o0o 2

flz) ==

Des lors, il s’ensuit que :

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour f :

T 1 400
f'(@) | +
| 1/2
! \ e
V2 -1

A présent, montrons que la suite (up41 — Up)nen est croissante. Par construction, on sait que
Upt1 — Up = /U2 +up — up = f(u,) pour tout n € N. D’apres le tableau de variations de la
question (3)(b), on voit que la fonction f est croissante sur l'intervalle [1,4o00[. Comme de plus
1 < 4y, < upyq pour tout n € N d’apres la question (2)(a), il s’ensuit que, pour tout n € N :

Un+2 — Un+1 = f(un-i-l) Z f(un) = Unp+1 — Un-

Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (u,+1 — uy) est croissante. ‘

n

Etablissons que : u, ~ o Si 'on pose a, = un41 — Uy, pour tout n € N, on sait d’apres

n—-+oo
la question (3)(b) et (3)(a) que la suite (a,) est croissante et de limite 1/2. De plus, on voit par
télescopage que, pour tout n > 1 :

n—1 n—1 1 n—1
unfuozg (uk+1fuk):§ ak:nxﬁg ag.
k=0 k=0 k=0

Si 'on pose b, = %ZZ;S ay, pour tout n € N*| on sait d’aprés la question (1) que la suite (b,)
converge aussi vers 1/2. Comme cette limite est finie et non nulle, ceci entraine que :

n—1

1 1

by, = — g a ~ =

" Mo teo 2

k=0
En particulier, ceci nous donne que :

1 n
Up —U) ~ NMX = ~  —.
n 0 n—-+oo 2 n—-+o0o 2

Par ailleurs, comme (u,,) tend vers 400, on voit que w, —ug ~ up, puisque :
n—-+o0o

Uy — U Uo
7" = 1 —_ — 1 - 0 == 1
U, Uy, N—+00

Par conséquent, on en déduit que :

n

u ~ —.
n n——+4oo 2




(4) Exprimons tout d’abord S, en fonction de wu,. Pour tout n € N*  on trouve par télescopage que :

n—1 n—1 n—1
2 2 _ 2 2\ _ 2 2\ _ _
u;, — Uy = E (Uk-;-lfuk)* (ukJruk—uk)f g ug = Sy
k=0 k=0 k=0

Comme de plus ug = 1, on en déduit que, pour tout n € N* :

A présent, déterminons un équivalent de S,, quand n tend vers +oo. Comme (u,,) tend vers +oo d’aprés
la question (2)(b), on voit que, pour tout n € N :

21 1
S-S — 1-0-=1.
U Uz n—r+oo

En particulier, ceci nous donne avec la question précédente que :

2
Sp=u2—-1 ~ u.
n n n—4o0o n

Mais comme u,, ~ & d’apres la question (3)(c), on en déduit que :
n—-+4oo

n2

Sp o~

n—-+400 Z

Corrigé de l’exercice 2. On pourra utiliser sans justification que 2 < e! < 3. Dans cet exercice, on
s’'intéresse a la série de terme général u,, = (—1)"1n(”) pour n > 1. Pour tout n € N*, on pose :

n

1 " In(k In(n)]?
Wy, = %fln nfzuk, U"ZZ ](g)*[ (2)]

k=1 k=1

(1) (a) Rappelons les développements limités & 'ordre 2 quand x tend vers 0 de In(1 + x) et m D’apres
le cours, on sait qu’au voisinage de 0, on a :

- . 2 v 2 2
In(l+2z) = « +o(z*) et 1+.I’x;01 x4 x° + o(x?).

(b) Montrons alors que : wy11 — w, ~ fﬁ. Par des calculs simples, on trouve que :
n—-+o0o

n+1

. L,
n —Wn = 7_1 1 -
Wp41 — W kzlk n(n + ,;: A

= n—l&—l —In(n+1) + In(n)

Posons alors x = % Comme z tend vers 0 quand n tend vers 400, on obtient par substitution avec
la question précédente que :

1 1—1—1 L ! + : t ! 1 1+1—|— !
n — - — — — — = ——+—+o|—]-
n "_H_DO n 2n2 0 n2 ¢ 1_|_% n—+4o00 n n? n2



Des lors, il s’ensuit avec I’égalité (x) qu’au voisinage de oo :
1

- 1
Wn41 — Wp = 1+l —1In <1+n>

1 1 1 n 1 + 1 1 n 1 1
= “1-=4+ =40 = ——4+———0| =
n—too 1 n  n? n? n  2n? n?2
S S A RN S TS
nstoo n n2  nd © n3 n  2n? © n2
1 1 + 1 1 + 1 + 1
= ———=4ol=]|-"4+—+4+0|—=
n—+too N n? n? n  2n2 n?

_ 1 n 1
n—too  2n2 © n? )’

Par conséquent, on en déduit que :

1

w — W ~ —_—.
ntl " notoo 202

(¢) Montrons que la série de terme général (w,1 — w,) converge. D’aprés la question précédente, on
trouve en passant a la valeur absolue qu’au voisinage de 400 :
| | :
w —w ~ .
n+1 n nestoo 22
Comme la série de Riemann }, -, 21> converge d’apres le cours, la série Y st 743 COnverge par
linéarité. Comme il s’agit d’une série & termes positifs, la série Wp41 — Wy | converge d’apres
) n>1 +
le critére d’équivalence. Deés lors, la série Zn21(wn+1 — wy,) converge absolument, et donc :

la série E (Wp41 — wy) converge.
n>1

(d) Montrons que la suite (w,,) converge vers un réel v (appelé la constante d’Euler). Par télescopage,
on voit que, pour tout entier n > 1 :

n—1
Wy, — Wy = E (Wpt1 — Wwg).
k=1
Comme la série ) -, (wn41 — wy) converge d’apres la question précédente, sa suite des sommes

partielles converge, et donc la suite (w, — wy) est convergente (puisque son terme général est la
somme partielle de la série & Pordre n — 1). Par conséquent, on en déduit que :

‘ la suite (w,) converge vers un réel . ‘

(2) Etudions les variations de la fonction ¢ : t — w sur |0, +oo[, puis dressons son tableau de variations

en précisant ses limites aux bornes de son ensemble de définition. Par construction, la fonction ¢ est
dérivable sur ]0,4o00[ comme quotient de fonctions dérivables sur ]0, +oo[, dont le dénominateur ne
s’annule pas sur |0, 4+oc[. De plus, pour tout ¢t > 0, on a :

) — In'(t) x t —In(¢) x 11— In(¢)

¥ ( ) - t2 - tg
Dés lors, on voit que ¢'(t) est > 0 si et seulement si 1 —In(¢) > 0, c’est-a-dire si In(¢) < 1, ou en d’autres
termes si ¢ < e. En particulier, la fonction ¢ est croissante sur ]0,e] et décroissante sur ]e, +oo[. En
outre, comme In(t) tend vers —oo quand ¢ tend vers 0, il s’ensuit que :
In(¢
lim L = —00

t—0t+ ¢

Par ailleurs, on sait que, par croissance comparée :

lim M =0.



Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour ¢ :

t 0 e +o00
') | | + 0 -
| 1/e
o || a N\
| —o0 0

(3) (a) Montrons que les suites (Sapn)n>2 €t (S2nt1)n>2 sont adjacentes. Par des calculs simples, on trouve
que, pour tout n > 2 :
2n+2 on

Sont2 — San = Z (—1)’“% — Z(_l)klnl(fk)

k=1 k=1

any210(2n + 2)
2n + 2

g1 In(2n + 1)

+(=1) on + 1

- 1

In(2n+2) In(2n+1)
2n +2 2n+1
= o(2n+2)—p2n+1).

Comme n > 2, on voit que 2n +2 > 2n+1 > 5 > e. Mais comme la fonction ¢ est décroissante sur
[e, +oo[ d’apres la question (2), il s’ensuit que ¢(2n + 2) — ¢(2n + 1) < 0, et donc :

‘1a suite (Sa2pn)n>2 est décroissante. ‘

De méme, toujours par des calculs simples, on obtient que, pour tout n > 2 :

2n+3 2n+1
In(k) In(k)
T D D ) = S
SQ +3 52 +1 k:1( ) k k:1( ) k

(—1y20+3 In(2n + 3) (o) In(2n + 2)
2n+3 2n + 2

In(2n+2) In(2n+ 3)
2n+2 2n+3

= o(2n+2) - e(2n+3).

Comme n > 2, on voit que 2n+ 3 > 2n+ 2 > 6 > e. Mais comme la fonction ¢ est décroissante sur
[e, +o0o[ d’apres la question (2), il s’ensuit que p(2n + 2) — p(2n + 3) > 0, et donc :

‘la suite (S2n41)n>2 €st croissante. ‘

Enfin, par des calculs analogues aux précédents, on trouve que, pour tout n > 2 :

2n+1 2n
Sont1 — Son = Z (=1) # - Z(—l) # = (_1)2n+1w = —p(2n+1).

k=1 k=1 2n+1

Mais comme ¢ tend vers 0 en +o0, il s’ensuit que :

S2n+1752n — 0.
n—-+oo

Par conséquent, on en déduit que :

‘les suites (S2n)n>2 €t (S2n+41)n>2 sont adjacentes.

(b) Montrons tout d’abord que la série de terme général w,, converge. D’apres la question précédente,
on sait que les suites (S2p)n>2 €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes. D’apres le théoréme sur les suites
adjacentes, ces deux suites convergent et ont méme limite. Dés lors, comme les suites des termes
d’ordre pair et impair de la suite (S,,) convergent vers un méme réel [, il s’ensuit que la suite (Sy,)
converge vers [. Mais comme (.5,,) est la suite des sommes partielles de la série de terme général w,,,
on en déduit que :

la série E U, converge.
n>1




A présent, montrons que la série de terme général u, n’est pas absolument convergente. Comme
In(n)

|un| = —,—~ bour tout n > 1 et que 3 > e, on trouve que, pour tout n > 3 :
In(n In(e 1
|un\:7( )Z—():f>0.
n n n

Comme la série harmonique ), -, % diverge d’apres le cours, le critére de comparaison des séries a

termes positifs entraine que la série ) | -5 |u,| diverge. Comme la nature d'une série ne dépend pas
de ses premiers termes, il s’ensuit que la série EnZl |, | diverge aussi, et donc :

la série E Uy ne converge pas absolument.
n>1

Justifions que, pour tout entier n > 3, on a :
In(n+1 "Hon(¢
In(r+1) / In(t) ..
n+1 " t
D’aprés la question (2), on sait que la fonction ¢ est décroissante sur [e, +00[. Comme 3 > e, on
obtient que la fonction ¢ est décroissante sur l'intervalle [n,n + 1] pour tout n > 3. D’apres la
définition de la fonction ¢, on voit que, pour tout n > 3 et pour tout t € [n,n+ 1] :

In(n+1) < In(t)
n+1 — ¢~
Par croissance de l'intégrale, on trouve que, pour tout n > 3 :
n+1 1 1 n+1 1 t
/ I+ 1), / In(®) g,
n n+1 " t
Par des calculs simples, on obtient que, pour tout n > 3 :
n+1
In(n+1) S/ In(t) it
n+1 " t

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 3 :

n+1
In(n+1) < / In(t) it
n+1 " t

(n+1-—n)

Montrons que la suite (v,)n>3 est décroissante et convergente. Par définition de la suite (v,,), on
voit que, pour tout n > 3 :

1 s n ,
Untl = Un = o) _ It P _ Z il + fn(n)]®

3
+

k 2

k 2

E
Il
—

k=1

3
T
N

In(k) " In(k)  [In(n+1)]? N [In(n)]?
k k 2 2

>~
Il

—
>~

=1

In(n+1) [In(n+ D)2 [In(n)]? '

n+1 2 + 2

Comme la fonction ¢ admet pour primitive la fonction ¢ — 2 (In(t))
précédente que, pour tout n > 3 :

_ In(n+1) ([ln(n +1))? [ln(n)]2>

n+1 -

2. on obtient avec la question

UnJrl — Up

2 2

n+1 t

Par conséquent, on en déduit que :

_ In(n+1) /"Jrl ln(t)dt < o

‘la suite (v, )n>3 est décroissante. ‘

Comme & la question (4)(a), on peut montrer a I’aide de la décroissance de la fonction ¢ et d’apres
la croissance de l'intégrale que, pour tout n > 3 :

In(n) " n(t)

n
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Des lors, il s’ensuit avec la relation de Chasles et par linéarité de la somme que, pour tout n > 4 :

" n(k)  [in(n)]?
> T o

k=1

In(1) 1In(2)  In(n) = In(k) In(n)]?> [In(3)]? [In(3)]?
= + + + - - -

2 n ; k < 2 2 ) 2

_ @) Mm@ () (k) ([nmn)]>  [n3)?
T2 2 n +k:3 k _( 2 2 )
~ In(2)  [In(3)]* | In(n) — In(k) ™ In(¢)
T2 2 n +k:3 ko /3 ;o
@) @) ) k) = e
2 2 n +k:3 k kzzg /,C t dt
@) @) () [k e
= 5t — +k§)l p /k p dt].

D’apres l'inégalité (x), on voit que la somme de droite dans I’égalité ci-dessus est > 0, et donc on
obtient que, pour tout n > 4 :

o > lné?) B [ln(23)]2 . lnfln).

Comme In(n) > 0 pour tout n > 4, on trouve que, pour tout n >4 :
@) [n(3)?
"= 9 2

En particulier, la suite (vp)p>4 est minorée. Mais comme elle est décroissante, le théoreme de la
limite monotone entraine que :

‘la suite (vy,)n>3 converge. ‘

Montrons que, pour tout n € N*, on a :

- In(2k)

Pour ce faire, on constate par linéarité de la somme que, pour tout n > 1 :

2" In(k
>,

k=1

D L e L (IR
k=1 k=1 k=1 k=1

On remarque alors que (—1)¥ + 1 = 0 si k est impair et (—1)¥ + 1 = 2 si k est pair. Dés lors, on
obtient par linéarité de la somme que, pour tout n > 1 :

2 In(k) 3

S2n + g T
k=1 1<k<2n, k pair
SR>2N, R P

2n

= (0

k=1

an(k‘) ln(k‘).

=2

D

1<k<2n, k pair

Comme la somme de droite porte sur des indices pairs, on peut poser [ = g Alors on voit que [ est
un entier et que k = 2[, et de plus 1 <1 <n car 1 <k < 2n. Dés lors, pour tout n € N*, la somme
de droite peut se réécrire sous la forme :

In(k In(2!
> e

1<k<2n, k pair 1<Ii<n

2n

In(k
Szn+z¥:2

k=1

" In(21)
:2; 2l

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

" n(2k) <X In(k
e

k=1 k=1
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(b) Montrons que, pour tout n € N*, on a :

2> <+ % % ~ 1n(2) In(n).
k=1

" n(2k) A In(k
R e
k=1 k=1
" n(2k) <A In(k
S (k)_z ]i)
k=1 k=1
" n(2) +In(k) A In(k
_ ; ()k (); l(€)

b
Il
Jan
=
Il
—
b
Il
—

n n 2n
Sy = 1n(2)2%+zlnl(€k)_ ln](Ck)
k=1 k=1 k=1
B "1 "“In(k)  [In(n)]? [In(n)]? o In(k) [In(2n)]? [In(2n)]
—1n(2);E+kZ:1 Ko 2 ] 2 _lé K 2 2

— 1n(2)zn: % Yo, + In(n))* s [Im(2n)]?

2 2

@ —In(2) In(n).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

Z % [hl(;)] —In(2) In(n).

(¢) Démontrons alors 1’égalité :

L LN L)
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D’apres la question précédente et par définition de u,, on trouve que, pour tout n € N* :

Son, = In(2) Z % + U, — Vop — M — In(2) In(n)
k=1
= In(2) [Z;ln(n) v, — Vgy — 1 (22)]
k=1
= In(2Qw, + vy — vo, — [ln(22)] (%)

Comme la série de terme général u,, converge d’apres la question (3)(b), sa suite (S,,) des sommes
partielles converge vers la somme S de la série. En particulier, la suite (S2,) des termes d’ordre
pair de (S,,) converge aussi vers S. En outre, comme la suite (v,) converge vers un réel [ d’aprés la
question (4)(b), la suite (vg,) des termes d’ordre pair de (v,,) converge aussi vers [. Dés lors, comme
la suite (w,,) converge vers la constante d’Euler v d’apres la question (1)(d), on obtient par passage
a la limite quand n tend vers 400 dans l'expression (%) que :

. [111(2)]2 [hl(Q)P
=1 =1 +1—-1——— =7l -
S lim Son =In(2)y+1—1 ~v1n(2) 5
nIn(n)

Mais comme S est la somme de la série de terme général u,, = (—1) on en déduit que :

n )

< In(n) [In(2)]?
kZ:l(—l) T yIn(2) - —

Corrigé du probléme 1. On considére 'application ¢ : [0, +00[—> R définie par :

sin) i ¢ #0
t) = 7
e (t) { 1 si t=0

De plus, on pose pour tout n € N* :

+o00 1 —+00
L= [ ora. g= [eora. g [ o)y

(1) Résultats généraux sur ¢ et J,, :

(a) Montrons que ¢ est continue sur [0, 4+o00[ et que, pour tout n € N*, Iintégrale J,, existe. Pour ce
faire, on peut commencer & remarquer que la fonction ¢ est continue sur |0, 4+o0c[ comme quotient
de fonctions continues sur |0, +oo[, dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, +oco[. Comme de
plus sin(t) Koo t, il s’ensuit que :

sin(t)

w(t) = t 150 L

En particulier, on voit que ¢(t) tend vers ¢(0) = 1 quand ¢ tend vers 0, et donc ¢ est continue en
0. Par conséquent, on en déduit que :

‘(p est continue sur [0, +ool. ‘

Mais comme ¢ est continue sur [0, +oo[, elle est continue sur [0, 1], et donc ¢™ est continue sur [0, 1]
comme puissance entiére positive d’une fonction continue sur [0,1]. En particulier, il s’ensuit que,
pour tout n € N* :

‘l’intégrale Jy, existe. ‘

(b) (i) Tout d’abord, montrons que ¢ est strictement positive sur [0,1]. Comme la fonction sin est
strictement croissante sur [0, 5] et que 0 < 1 < F, on voit que la fonction sin est strictement
croissante sur [0,1]. Comme de plus sin(0) = 0, il s’ensuit que sin(¢) > 0 pour tout ¢ €]0,1].
Mais comme ¢ > 0 pour tout ¢ €]0,1], on obtient que ¢(¢) > 0 pour tout ¢ €]0,1]. Comme

©(0) =1 > 0, on en déduit que :

’ ¢ est strictement positive sur [0, 1]. ‘
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(i)

A présent, montrons que ¢ est strictement décroissante sur [0, 1]. Pour ce faire, on peut com-
mencer par remarquer que ¢ est dérivable sur ]0, 1] comme quotient de fonctions dérivables sur
10, 1], dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, 1]. De plus, pour tout ¢ €]0,1], on a :

(1) = (sin(t)>’ _ teos(t) —sin(t)

t 2

Considérons Papplication u : ¢t — tcos(t) — sin(t). Alors la fonction u est dérivable sur [0, 1]
comme produit de fonctions dérivables sur [0, 1], et de plus pour tout t € [0,1], on a :

u'(t) = (tcos(t) —sin(t)) = —tsin(t) + cos(t) — cos(t) = —tsin(t).

Comme u’'(t) < 0 pour tout ¢ €]0, 1], on trouve que la fonction u est strictement décroissante sur
10, 1]. Comme u est continue en 0 et que u(0) = 0, il s’ensuit que u est strictement négative sur
10,1]. Des lors, on voit que ¢'(¢) < 0 pour tout ¢ €]0,1], et donc ¢ est strictement décroissante
sur ]0, 1]. Mais comme ¢ est continue en 0, on en déduit que :

‘ ¢ est strictement décroissante sur [0, 1]. ‘

Etablissons que, pour tout ¢ €]0, +o0o[, on a : |¢(t)| < 1. Pour ce faire, considérons I’application
u : t — sin(t) — ¢. Alors la fonction u est dérivable sur ]0, +oo[ comme différence de fonctions
dérivables sur |0, +ool, et de plus pour tout ¢ €]0, +o0], on a :

u'(t) = (sin(t) —t) = —1 + cos(t).
Comme cos(t) < 1, on voit que u/(t) < 0 pour tout ¢ €]0, +oo[. Comme de plus v’ ne s’annule
qu’aux points de la forme 2k avec k € Z, on trouve que la fonction u est strictement décroissante

sur ]0, +oo[. Mais comme u est continue en 0 et que u(0) = 0, il s’ensuit que u est strictement
négative sur |0, +o00[. Dés lors, on a montré que :

Vt €]0,+o0[, sin(t) <t (x).

De méme, considérons 'application v : ¢ — sin(t) + ¢. Alors v est dérivable sur |0, +o0o[ comme
somme de fonctions dérivables sur ]0, +o00[, et de plus pour tout ¢ €]0, +o00[, on a :

v'(t) = (sin(t) +t)" = 1 + cos(t).

Comme — cos(t) < 1, on voit que v’(t) > 0 pour tout ¢ €]0, +oo[. Comme de plus v’ ne s’annule
qu’aux points de la forme 2km avec k € Z, on trouve que la fonction v est strictement croissante
sur 0, +oo[. Mais comme v est continue en 0 et que v(0) = 0, il s’ensuit que v est strictement
positive sur ]0, +oo[. Dés lors, on a montré que :

Vit €]0, 400, —t <sin(t) (sx).
En mettant bout & bout les inégalités (x) et (*x), on obtient que :
Ve €]0, 400, —t <sin(t) <t.

Mais ceci signifie exactement que |sin(¢)| < [¢t| pour tout ¢ €]0, 400, et donc :

\w €]0, +oo[, |p(t)] < 1.\

Etudions les variations sur [0, +oco[ de Papplication f : ¢t — sin(t) — ¢ + t2. Par construction, la
fonction f est deux fois dérivable sur [0, +oo[ comme produit de fonctions deux fois dérivables
sur [0, 400, et de plus pour tout ¢ € [0, 400, on a :

f/(t)=cos(t)—1+2t et f"’(t)=—sin(t)+2.
Comme sin(t) < 1 < 2 pour tout ¢ € [0, +oo[, on voit que f”(t) > 0 pour tout ¢ € [0, +00], et

donc la fonction f’ est strictement croissante sur [0, +o0o[. Comme f’(0) = cos(0) —1+0=0, il
s’ensuit que f’ est strictement positive sur |0, +o00[, et donc :

‘ f est strictement croissante sur [0, +oo]. ‘

Montrons que, pour tout ¢ € [0, +o0[, on a : ¢(t) > 1 —t. D’apreés la question précédente, on sait
que la fonction f est croissante sur [0, +o00[. Comme f(0) = sin(0) — 0+ 0% = 0, on obtient que,
pour tout ¢ € [0, +o0] :

f(t) =sin(t) —t +t* > f(0) = 0.
Dés lors, on trouve que, pour tout ¢ € [0, +oo] :

sin(t) >t — 2.
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Comme ¢t > 0 pour tout ¢ €]0,+oo[, il s’ensuit que ¢(¢) > 1 — ¢ pour tout ¢ €]0,+o00[. Mais
comme ¢(0) =1>1—0, on en déduit que, pour tout ¢t € [0, +o0] :

e(t)>1—t.

(iii) Montrons que, pour tout n € N* on a : J,, > n%rl D’apres la question précédente, on sait que
©(t) > 1—1t > 0 pour tout t € [0, 1]. Dés lors, on voit que ¢™(t) > (1 —¢)™ pour tout ¢ € [0, 1]
et tout n € N*. Par croissance de 'intégrale, il s’ensuit que, pour tout n € N* :

[_(1 t)”“l; _ oy a-omt

an/ (@(t))"dtz/ (1—t)"dt = ntl n+1

0 0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

(2) Etude de [ :

(a) (i) Montrons que, pour tout = € [1, 400, on a :

“ sin(t) ~ cos _cos(z)  [* cos(t)
[0y [t

x 12

Pour ce faire, on pose u(t) = — cos(t) et v(t) = + pour tout ¢ € [1,z]. Alors les fonctions u et v
sont de classe C! sur [1,z], et de plus u/(t) = sin(t) et v'(t) = — 5 pour tout ¢ € [1,z]. Dés lors,
par intégration par parties, on obtient que, pour tout x € [1,4+00] :

/1 ’ Sint(t)dt = /1 xu'(t)v(t)dt

1
t

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € [1, +o0] :

/1“‘ sin(t)dt = cos(1) — ola) /1T i o

t x 12

(ii) Montrons que les intégrales K et I; sont convergentes. D’apres la question précédente, on sait
que, pour tout x € [1,+o0] :

/j Sintﬂdt = cos(1) — cos(z) _ /j cos(t) dt.

x 12

Comme | cos(t)| < 1 pour tout ¢ € [1,+00[, on voit que, pour tout ¢ € [1,4o00] :
1
tizn

| cos(t)]
t2

0< <

D’apres le cours, on sait que l'intégrale de Riemann f1+°° t%dt converge. Des lors, l'intégrale
f1+°° %dt converge aussi d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions posi-
tives. En particulier, 'intégrale f1+oo %Z(t)dt converge absolument, et donc elle converge. Mais

ceci signifie exactement que la fonction z — [} Cof;(t)
+00. Comme la fonction cos est bornée sur [1, +o00], il s’ensuit que %(I) tend vers 0 quand z tend
sin(t) dt

[

dt admet une limite finie quand x tend vers

vers +o00. Des lors, d’apres la question précédente, on obtient que la fonction z — flx
admet une limite finie quand = tend vers +oo, et donc :

sin(t)

+oo
lintégrale K; = / dt est convergente.
1
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(iii)

Mais comme l'intégrale J; = fol Sint(t)

relation de Chasles que :

dt converge d’apres la question (1)(a), on en déduit avec la

+oo 3
sin(?
Iintégrale I} = / t( )dt est convergente.
0

Montrons que, pour tout ¢ € [0, 4o00[, on a :
1
|sin(t)| > sin?(t) = 5 (1 —cos(2t)).

Comme —1 < sin(t) < 1 pour tout ¢ € [0, +00[, on voit que |sin(t)] < 1 pour tout ¢ € [0, +o0].
En particulier, on obtient que, pour tout ¢ € [0, +o0] :

|sin(t)| — sin(¢) = | sin(t)| (1 — | sin(¢)|) > 0,

1 — cos(2t))

d’ou il s’ensuit que | sin(¢)| > sin?(¢) pour tout ¢ € [0, +o00[. Comme de plus sin?(¢) = 1 (
€ [0,400[:

1
2
d’apres les formules de ’angle double en trigonométrie, on en déduit que, pour tout ¢

(1 —cos(2t)).

NJM—\

|sin(t)| > sin?(t) =

cos(2t)

Montrons que l'intégrale f1+oo dt converge. Pour ce faire, on se fixe un réel z € [1,+0o0]
et 'on pose u(t) = %2” et v(t) = 5 pour tout ¢ € [, ] Alors les fonctions u et v sont de
classe C* sur [1, 2], et de plus u/(t) = cos(2t) et v'(t) = — 5 pour tout ¢ € [1,z]. Des lors, par

intégration par parties, on obtient que, pour tout = € [1,4+o0] :

/1 "eos(2) ) /1 " (Bt

2t

— lulelol; - [ a0

_ sin(2t) _/ _sm(2t)dt
a4 |, N 4¢?

_ sin(2z)  sin(2) /z sin(2t)
= - + dt ().

dx 4 4t2
Comme |sin(2t)| < 1 pour tout ¢ € [1,+0o0], on voit que, pour tout ¢ € [1,+oo[ :
| sin(2t)] 1
0 —= < —.
= 42 T 442
D’apres le cours, on sait que l'intégrale de Riemann f1+°° Ldt converge, et donc l'intégrale
/ oo 1 +OO [sin@0)] g converge d’apres le cri-

1 @2 a2
. S Ly + 2t
tére de comparaison des intégrales de fonctions positives. En particulier, 'intégrale || 1 < 5121(52 ) gt

converge absolument, et donc elle converge. Mais ceci signifie exactement que la fonction z —

dt converge aussi par linéarité. Des lors, I'intégrale f

flm Sijgt) dt admet une limite finie quand x tend vers +o0o. Comme la fonction sin est bornée sur
[1, 4+o00], il s’ensuit que Slr’zlﬁ tend vers 0 quand z tend vers +o0o. Dés lors, d’apres la formule

(*) ci-dessus, on obtient que la fonction 2 — f1 Coz(ft) dt admet une limite finie quand z tend

vers +00, et donc :

2t

+oo
cos(2t
I'intégrale / ( )dt est convergente.
1

Montrons que l'intégrale I; n’est pas absolument convergente. D’aprés les questions précédentes,
on sait que, pour tout ¢ € [1,4+00[ :

|sin(t)| >
En particulier, on voit que, pour tout ¢t € [1,+o0] :

sin(t) < 1 cos(2t)
to| T2t 2t

(1 = cos(2t))

l\')\»—l
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Par croissance de I'intégrale, on obtient que, pour tout x € [1, 4+o0] :

Par linéarité de l'intégrale, on trouve que, pour tout x € [1, +o0f :

/ sin(t) it > 1/ ldt—/ cos(2t)dt
Lt 2/, t L 2t

Deés lors, il s’ensuit que, pour tout x € [1,4o00] :

1 * cos(2
/ sin(t) it > Lz )_/ cos( t)dt.
Comme l'intégrale +°O COB(%) dt converge d’apres la question précédente, la fonction x —
flx C057(2t)dt admet une limlte finie quand z tend vers +o0. Mais comme la fonction In tend vers

T sm(t)

400 en +00, il s’ensuit que la fonction x —— f dt tend vers +o0o quand z tend vers +oo.

+o0 sm(t)

En particulier, 'intégrale [,

dt diverge, et donc :

+O0 sin(t)
I'intégrale / ; dt n’est pas absolument convergente.
1

(3) Etude de I,, pour n > 2 :

(a) (1)

(i)

Montrons que, pour tout entier n > 2, 'intégrale K, est convergente. Comme |sin(¢)| < 1 pour
tout ¢ € [1, +00], on voit que, pour tout ¢ € [1,+o0] :

sin”(t)) < 1

0<

tn | = e

D’apres le cours, on sait que l'intégrale de Riemann f1+
+OO |sm " (t)

t’!L +
positives. En particulier, I'intégrale fl

T L ¢ converge car n > 2. Des lors,

v N s

dt converge d’apres le critére de comparaison des intégrales de fonctions

oo sin™ (¢)
t'll

I'intégrale

dt converge absolument, et donc pour tout n > 2 :

sin™ (¢
Iintégrale K, / ( )dt est convergente.
Etablissons que, pour tout entier n > 2, on a : [K,| < —5. D’apreés ce qui précede, on sait que,
pour tout ¢ € [1,+o0[ et pour tout entier n > 2 :
0< @ L
- tm —n

Comme l'intégrale de Riemann f1+°° t%dt converge et que l'intégrale K, est absolument conver-
gente d’apres la question précédente, on obtient d’apres 'inégalité triangulaire et par croissance

de l'intégrale que, pour tout entier n > 2 :
sin™ (¢ teo
W< [ L
tr Lt

“+o0 “+oo
/ sin”™(t) sin”(¢) .| - /
1 1

tm

En particulier, on trouve que, pour tout entier n > 2 :

T 1 e 1 1
| K| §/ —dt= lim |—-——— | = lim _
1 tn gtoo | (n—1)t"" 1], a=teo | n—1 (n—1)an-!

Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier n > 2 :

1
“—n-1

Montrons que la suite (J,,)n>2 est décroissante. Pour tout entier n > 2, on obtient par définition
de (J,,) et par linéarité de l'intégrale que :

Tt — T = / ()Lt — / (p(t))"dt = / ("1 (t) — " ()t = / o (1) (p(t) — 1.

Comme |p(t)| < 1 pour tout ¢ €]0,1] d’apres la question (1)(b)(i7) et que p(0) = 1, on voit
que |p(t)] < 1 pour tout t € [0,1]. En particulier, cela signifie que —1 < ¢(t) < 1 pour tout
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(iii)

(iv)

t € [0,1], et donc ¢(t) — 1 < 0 pour tout ¢ € [0,1]. Mais comme ¢ est strictement positive sur
[0,1] d’apres la question (1)(b)(7), il s’ensuit que ¢™(t)(¢(t) — 1) < 0 pour tout ¢t € [0,1]. Des
lors, par positivité de I'intégrale, on trouve que, pour tout n > 2 :

Tua == [ o) - e <.

Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (Jy,)n>2 est décroissante. ‘

Montrons que la suite (J,,)n>2 converge (vers une limite notée ). Pour tout entier n > 2, on sait
par définition de (J,,) que :

T = / (p(t))"dt.

Mais comme ¢ est strictement positive sur [0,1] d’aprés la question (1)(b)(i), il s’ensuit que
©™(t) > 0 pour tout ¢ € [0,1]. Dés lors, par positivité de I'intégrale, on a pour tout n > 2 :

1
In = / " (t)dt > 0.
0

En particulier, la suite (J,,),>2 est minorée par 0. Mais comme elle est aussi décroissante d’apres
la question précédente, le théoreme de la limite monotone entraine que :

‘la suite (J,,),>2 est convergente. ‘

Etablissons que, pour tout entier > 2 et tout réel a €]0, 1], on a :

/a«o(t))"dtSa ot [ @) i< (1-a) (ola)"

0 a
D’apreés la question (1)(b)(é¢), on sait que |¢(t)| < 1 pour tout ¢ €]0,1]. En particulier, on voit
que |¢™(t)] < 1 pour tout ¢ €]0,1] et tout entier n > 2. Comme ¢(0) = 1, il s’ensuit que
|©™(t)] < 1 pour tout ¢ € [0,1] et tout entier n > 2, et donc ¢™(¢) < 1 pour tout ¢ € [0,1] et tout
entier n > 2. Des lors, par croissance de l'intégrale, on obtient que, pour tout n > 2 :

/Oa (p(t)" dt < /Ou dt.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier > 2 et tout réel a €]0,1] :

/ " (o) dt < a.
0

D’aprés la question (1)(b)(¢), on sait que @ est strictement positive et strictement décroissante
sur [0, 1]. En particulier, on voit que ¢"(¢) < ¢™(a) pour tout a €]0, 1], tout ¢t € [a, 1] et tout
entier n > 2. Dés lors, par croissance de l'intégrale, on a pour tout a €]0,1[ et tout n > 2 :

/ (ol di < / (pla)" dt.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier > 2 et tout réel a €]0, 1] :

/ (p(t)" dt < (1 - a) (p(a))"

Montrons que, pour tout a €]0,1[, on a : 0 < < a, puis que [ = 0. Soit a un réel fixé dans ]0, 1[.
D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n > 2 :

[ warasa e« [ o< a-o e
D’apres la relation de Chasles, on obtient que, pour tout n > 2 :
| worrae= [y as [ oy a <ot o -0 )

Par définition de (J,,), on trouve que, pour tout n > 2 :

Jn < a+(1-a)(p(a)”.
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D’apreés la question (1)(b)(i7), on sait que |p(a)| < 1 pour tout a €]0,1]. En particulier, on voit
que |¢™(a)| tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Dés lors, par passage a la limite dans 'inégalité
ci-dessus, on trouve que, pour tout a €]0,1] :

lim J, <a.

n—-4o0o
Comme de plus la suite (J,,) est minorée par 0 d’aprés la question (3)(b)(ii), on obtient par
passage a la limite que :
lim J, > 0.

n—-+oo

Par définition de [, on en déduit que, pour tout a €]0,1] :

Comme 'inégalité ci-dessus est vraie pour tout a €]0, 1], elle est aussi vraie pour tout réel a de

la forme a = % avec p > 2. En d’autres termes, pour tout p > 2, on a :
1

0<I<—.
p

D’apres le théoréme d’encadrement, il s’ensuit que la suite constante (1) converge vers 0, et donc :

(¢) (i) Montrons que, pour tout entier n > 2, I'intégrale I,, est convergente. D’aprés les questions (1)(a)
et (3)(a)(i), on sait que les intégrales J,, et K,, convergent pour tout entier n > 2. Mais comme
I, = J,+ K, pour tout n > 2 d’apres la relation de Chasles, on en déduit que, pour tout n > 2 :

I'intégrale I,, est convergente. ‘

(ii) Etablissons que la suite (,,) tend vers 0. D’aprés la question (3)(a)(ii), on sait que |K,| < L5
pour tout n > 2. Des lors, on obtient que, pour tout n > 2 :

§K7L<

n—1 n—1

D’apres le théoréeme d’encadrement, il s’ensuit que la suite (K,,) converge vers 0. En outre,
on sait d’apres les questions précédentes que la suite (J,,) converge aussi vers 0. Mais comme
I, = J, + K,, pour tout n > 2 d’apres la relation de Chasles, on en déduit que :

’ la suite (I,,) converge vers 0. ‘

(4) Etude de la série de terme général I, pour n > 2 :

(a) Montrons que, pour tout p € N*, on a : Ko, + Kopy1 > 0. Par définition de K, et par linéarité de
I'intégrale, on obtient que, pour tout p € N* :

+o0 too
Kop + Kops1 = / ((t))2rdt + / (o ()t
+oo
- / (P HI(t) + (1) )dt
1

+oo
= [ @ra e
1
D’apres la question (1)(b)(4i), on sait que |p(¢)| < 1 pour tout ¢ € [1,+oco[. En particulier, on voit
que p(t) > —1 pour tout t € [1,400], et donc ¢(t) +1 > 0 pour tout ¢ € [1,4o00[. Mais alors

la fonction t — @ (¢)(1 + p(t)) est positive sur [1,+oo[, et donc on obtient par positivité de
I'intégrale que, pour tout p € N* :

+oo
Kap+ Koy = [ @701+ p(0)de > 0
1

Par conséquent, on vient de montrer que, pour tout p € N* :

\ Kop + Kopy1 > 0. \
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(b)

Montrons que, pour tout N € N*, on a :
N

N
Z (IZP + I2p+1) = Z (J2p + J2p+1) :

p=1 p=1
Comme I, = J, + K, pour tout n € N*, la question précédente entraine que, pour tout p € N* :
KQP + K2p+1 = (IZP - J2p) + (12p+1 - J2p+1) > 0.
Deés lors, il s’ensuit que, pour tout p € N* :
Iop + Iopy1 2 Jop + Jopi1-

Par sommation sur p, on en déduit que, pour tout N € N* :

N N
> (Top + Iapg1) 2 Y (Jop + Jopt1) -
p=1

p=1

Montrons que la série ), -, I, diverge. D’apres la question (1)(c)(i7%), on sait que, pour tout n € N* :

1
Jp > ——.
"Tn+1
En particulier, on trouve que, pour tout p € N* :
1 1 1 1 1

J: J: > > = .
w2t e T 2 T 2pt2  pel

A . 1 3: 5 N . . s 1
Comme la série harmonique Epzl 5 diverge d’apres le cours, on voit que la série szl 741
aussi par un simple décalage d’indice. Comme de plus la série Zp>1 p% est a termes positifs, il
9 . s . 5 N PR — . .
s’ensuit que la série szl(JQP + Jop11) diverge d’apres le critére de comparaison. Mais comme cette
derniére est aussi & termes positifs, on en déduit que sa suite des sommes partielles tend vers +oo
quand n tend vers +oo, et donc :

diverge

N
Zl (Jap + Japi1) | = +oo.
-

Comme Z;V:l (Isp + Iopt1) > Z;v:l (Jop + J2p+1) pour tout N € N* d’aprés la question précédente,

cela entraine que :
N

Zl (I2p + Iapt1) | — oo

p:

Or, pour tout NV € N*, on voit que :
N 2N+1
S op+Iopsr) = L+ Is) + (L + Is) + .+ oy + L) = Y i
p=1 k=2

Si la série ) -, I, convergeait, alors la suite (S,) de ses sommes partielles serait aussi conver-
gente. Dés lors, la sous-suite (Son+1) de ses termes d’ordre impair convergerait aussi. Mais ceci est
impossible vu que, d’apres ce qui précede :
2N+1
SQN+1 = Z I, — +oo.
Pt N—+oo

Par conséquent, on en déduit que :

la série Z I,, diverge.

n>2




