Lycée Clemenceau 2025-26
ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°2

Corrigé de l’exercice 1. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un vecteur (z1, ..., x,) de taille
n > 0 quelconque, calcule et affiche la matrice A = (cos(x; + x;)),, ;,,- Pour ce faire, on va commencer
par déterminer la longueur du vecteur (z1, ..., z,) avec la commande np . shape, puis on construira la matrice
nulle et enfin, on utilisera deux boucles for pour en modifier les coefficients, et ce comme suit :

def matrice(x):
n=np.shape (x) [0]
a=np.zeros([n,n])
for i in range(1l,n+1):
for j in range(1,i+1):
ali,jl=np.cos(x[il*x[j]1)
return a

Corrigé de l’exercice 2. Une matrice A de M3(R) est dite "magique” si les sommes de ses coefficients
en ligne, en colonne et en diagonale sont toutes égales. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donnée
une matrice A € M3(R) entrée par I'utilisateur, détermine si A est magique ou pas. Pour ce faire, on com-
mence par construire le vecteur [ des sommes en ligne, en colonne et en diagonale des coefficients de A.
Ensuite, on détermine combien de composantes du vecteur [ sont égales a la premiere. S’il y en a 8, alors
on affiche que la matrice est magique, et sinon qu’elle ne ’est pas. Plus précisément, on procédera comme suit :

def matmag(a):

1=np.zeros([8])

for i in range(0,3):
1[il=ali,0]+ali,1]1+ali,2]

for j in range(0,3):
1[j+3]=al0,jl+al1l,jl+al2,j]

1[6]=a[0,0]+al1,1]+al2,2]

1[7]=al[0,2]+al1,1]+a[2,0]

s=0

for i in range(0,8):
if 1[i]!'=1[0]:

s=s+1
if s==0:
print(’la matrice est magique’)
else:

print(’la matrice n est pas magique’)

Corrigé de ’exercice 3. Soit E ’espace vectoriel des fonctions continues de Ry dans R. On définit sur £
Papplication ¢ qui, & toute fonction f de E, associe la fonction ¢(f) définie sur Ry par ¢(0) = f(0) et pour
tout z > 0 par :
6 [7 -
@) = 5 [ er
= Jo
(1) Soit @ > 0 et posons hy(z) = z pour tout x > 0. Explicitons ¢(hy). Par définition, on voit que
©(ha)(0) = 0%, et donc ¢(h,) est égale a 0si @ > 0 et & 1 si & = 0. De plus, pour tout & > 0, on trouve
par des calculs simples que :

6 [* 6 (7 6 [t5t2]" 6 6+a
@ =5 [(eea= S [Crean 2 [E0) - S
0 T 0
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Des lors, il s’ensuit que, pour tout z > 0 :

6T si x>0
«
p(ha)(z) =

0« si =0
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Mais comme 0% est égal a 0 si & > 0 et a 1si a =0, on voit que g7 = 0% pour tout o > 0. Par
conséquent, on en déduit que, pour tout a > 0 :
6
ha) = .
o(ha) 6+a ™

(2) Soit f un élément quelconque de E.

(a)

Montrons que, pour tout > 0, on a :

) 8 T 8
() = [ 10 () 5
Pour ce faire, fixons un réel > 0 et posons m, = ming ,)(f) et M, = max[ ,(f). Par définition
de m, et M,, on voit que, pour tout t € [0, x] :
mg < f(t) < M.
Aprés multiplication par > (lequel est > 0 car ¢ > 0), on trouve que, pour tout t € [0, ] :
mgt® < 5 f(t) < M,to.

Par croissance de 'intégrale, on obtient que :

x x €T
/mItE’dtg/ t5f(t)dt§/ M, todt,
0 0 0

ce qui nous donne apres calculs que :

6

T ¢ 6
my s < / O f(t)dt < M,
0

r
R

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :

] 1'6 x .736
<%{;?(f)) 5 S/O £ f(t)dt < <r[133>]<(f)> T

Tout d’abord, justifions que :

S, pin() = Jim, () = £(0)

Pour ce faire, fixons un réel x > 0. Comme la fonction f est continue sur Ry, elle est continue sur
le segment [0, z]. En particulier, elle est bornée et atteint ses bornes sur [0, z], et donc il existe des
réels ¢;, d,; € [0, ] tels que :

f(cz)Z%{ixr]l(f) et f(dx)Zr[rol%c(f)-

Comme 0 < ¢, <z et 0<d, <z pour tout x > 0, il s’ensuit que ¢, et d, tendent vers 0 quand x
tend vers 0F. Mais comme f est continue en 0, on trouve que :

wg%h flea) = xli%h fdz) = f(0).

Par conséquent, on en déduit que :

im l[léizr]l(f) = lim r[gjaﬁ(f) = f(0).

A présent, montrons que ¢(f) est continue a droite en 0. D’aprés les calculs de la question (2)(a),
on sait que, pour tout x > 0 :

. 1.6 * xﬁ
(g0) 5 = | o100 = (g50) -

Apres division par %6 (ce qui est licite car % > 0), on obtient que, pour tout > 0 :
6 xr
min < — t° f(t)dt < max(f).
min(f) < 7o [0t < max()

Par définition de ¢(f), il s’ensuit que, pour tout x > 0 :

r[gilll(f) < o(f)z) < r[gwf(f)'

) )

D’apres ce qui précede, on obtient avec le théoreme d’encadrement que :

p(f)(@) — f(0) = ¢(f)(0).



Par conséquent, on en déduit que :

‘ ©(f) est continue & droite en 0.

Tout d’abord, justifions que ¢(f) est de classe C! sur R?% . Comme la fonction f est continue sur Ry,
la fonction ¢ — 5 f(t) est continue sur R, comme produit de fonctions continues. En particulier,
cette derniére admet une primitive notée F, qui est de classe C! sur R,. Dés lors, par définition de
©(f), on voit que, pour tout z > 0 :

o)) = ~ /It"’f(t)dtzw.

x5 Jo x0

En particulier, comme la fonction ¢ est un quotient de fonctions de classe C! sur R%, dont le
dénominateur ne s’annule pas sur R, on en déduit que :

@(f) est de classe C' sur RY.

A présent, montrons que, pour tout x > 0 :

Avec les notations ci-dessus, on voit que, pour tout = > 0 :

o(f) () = HEELZEO)

Des lors, il s’ensuit avec les regles classiques de dérivation que, pour tout > 0 :

6(F () — F(O)))'

26

wi@ = (

(6(F(z) — F(0))) x 2% — 6(F(z) — F(0)) x 627
212

6F'(x)2® — 6(F(z) — F(0)) x 62°
212

6F'(x)  36(F(z) — F(0))

z 7
= W Sy,

Mais comme F est une primitive de la fonction ¢ — ¢°f(¢) sur R, on voit que F'(z) = x°f(x)
pour tout > 0. Des lors, on trouve que, pour tout = > 0 :

1'5 x X
() @) = IOy = LS py)
Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :
(P () = 2 1) ~ (o)) (@)

Montrons que ¢ est un endomorphisme de E. Tout d’abord, on voit avec les questions (2)(b) et
(2)(c) que, pour toute fonction f continue sur R, la fonction ¢(f) est continue en 07 et de classe
C! sur R%. En particulier, la fonction ¢(f) est continue en 07 et sur R%, ce qui entraine que ¢(f)
est continue sur R, et donc ¢ envoie tout élément de E sur un élément de F. Reste a montrer que
@ est linéaire. Pour ce faire, considérons deux fonctions fi, fo continues de R; dans R, et soient
A1, A2 € R. Par définition, on voit que :

P(A1fi+A2f2)(0) = (Afi+ A2f2)(0)
A1f1(0) + A2 f2(0)

A1e(f1)(0) + A20(f2)(0).



De plus, on trouve par linéarité de l'intégrale que, pour tout x > 0 :

oOufi + Aafo)(@) = GAZWMﬁ+MﬁWMt

z6
_ [Al /0 5 f1(t)dt + Ao / t5f2(t)dt}

.'1/'6 0

= A\ LGG /Om t5f1(t)dt} + A2 [fﬁ /Oz t5f2(t)dt}

= Np(f1)(@) + Aap(f2) ().

En d’autres termes, on vient de montrer que p(A1fi1 + Aafa2)(z) = Aie(f1)(x) + A2e(f2)(x) pour
tout & € Ry, ce qui entraine que p(A1f1 + Aafa) = Ae(f1) + A20(f2), et donc ¢ est linéaire. Par
conséquent, on en déduit que :

‘gp est un endomorphisme de E. ‘

(b) Justifions que ker(y) ne contient que la fonction nulle. Pour ce faire, considérons un élément f de
E tel que (f) soit la fonction nulle, ¢’est-a-dire tel que ¢(f)(x) = 0 pour tout x > 0. Alors on voit
tout d’abord que ¢(f)(0) = f(0) = 0 par définition. De plus, comme ¢(f) est la fonction nulle sur
R+, sa dérivée est aussi nulle sur RY, ce qui entraine avec la question (2)(c) que, pour tout z > 0 :

En particulier, on trouve que & f(z) = 0 pour tout z > 0, et donc f(z) = 0 pour tout = > 0. Mais
comme f(0) =0, il s’ensuit que f est la fonction nulle, et donc :

‘ ker(¢) ne contient que la fonction nulle. ‘

En particulier, on en déduit que :

o est injective.

(4) Soient A un réel non nul et g une fonction non nulle de E tels que p(g) = Ag.

(a) Montrons que g est de classe C* sur R* et que, pour tout z > 0 :
6(1—\)
0= g(a) = g/ (),
D’apres la question (2)(c), on sait que, pour tout f € E, la fonction ¢(f) est de classe C* sur R, et
que, pour tout x >0 :

Comme ¢(g) = Ag, on voit que g = $¢(g), et donc la fonction g est de classe C* sur R*. comme
multiple d’une fonction de classe C! sur R*. De plus, on obtient par dérivation que (¢(g)) = Ag/,
ce qui entraine que, pour tout x > 0 :

A () = © [gla) ~ Ag(w)]

Par conséquent, on en déduit apres simplification que :

6(1—A
g est de classe C' sur R* et : Vo € RY, 61=»

6(A—1)

(b) Pour tout > 0, on pose : u(x) =z~ * g(z).

(i) Montrons que la fonction u est constante sur R* . D’apres la question précédente, on sait que la
fonction g est de classe C' sur R* . Des lors, la fonction u est de classe C L sur R* comme produit
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de fonctions de classe C! sur R% . De plus, d’apres la question précédente, on trouve que, pour

tout © > 0 :
— /
@) = (a5 g(@)

= U i 1ot )
= 5 [6()\)\_ 1)g(x) +xg/(x)]
= xG(AA_D_l [6(/\; 1)9(33) G(I;A)g(m)}

oy 50— —)1\—6(1 - _

En particulier, la fonction u’ est nulle sur R* , ce qui entraine que :

‘la fonction u est constante sur R’ . ‘

(ii) Montrons que, pour tout = > 0, on a :

6(1—X)

g(x) = g(1).z™ =

N . s s . . 8(A=1)
D’apres la question précédente, on sait que la fonction w : x — 2~ x  g(x) est constante sur

R% . En particulier, on voit que, pour tout > 0 :

6(A—1) 6(A—1)

u(x) =2~ % g(x)=u(l)=1"x g(1) = g(1).

Des lors, il s’ensuit que, pour tout z > 0 :

g(z) = g(1).x

Par conséquent, on en déduit que, pour tout = > 0 :

6(A—1)
B

6(1—X)

g(x) =g(1).z"=

(iii) Montrons que A appartient & ]0,1]. Comme la fonction g est non nulle et continue & droite en 0
(puisque g € E), on voit que :
6(1—A)
———= >0.
h =
Comme ) # 0, on obtient en multipliant cette inégalité par A2 (qui est > 0) que :
6(1—A)
A

Comme le trindéme 6(1 — M)A a pour racines 0 et 1 et que son coefficient dominant est égal & —6,
ce trinéme est positif entre ses racines et négatif en dehors. Des lors, il s’ensuit que A appartient
a [0, 1]. Mais comme A # 0 par hypothése, on en déduit que :

A2 x =6(1—- M)A >0.

A €]0,1].

(5) Application : déterminons tout d’abord ker (<p — %IdE). Par définition, ker (gp — %IdE) est I’ensemble
des éléments g de E tels que ¢(g) — g = 0, c’est-a-dire tels que ¢(g) = $g. D’aprés la question
(4)(b)(i7), une telle fonction g (sl en existe une non nulle) doit étre donnée pour tout x > 0 par :

g(@) = g(1).a" 5" = g(1).a',

En d’autres termes, tout élément g de ker (¢ — 3Idg) doit étre (avec les notations de la question (1))
de la forme g = phis, ou p € R. Réciproquement, on voit que toute fonction de la forme phio, avec
i € R, est continue sur R, et que, d’apres la question (1) :

1
©(9) = w(phi2) = pe(hi2) = his = %hm =g

_6
K12 3



Par conséquent, on en déduit que :

ker <<p — Zl)’IdE) = Vectr(hi2).

A présent, déterminons ker (¢ — 2Idg). Par définition, ker (¢ — 2Idg) est 'ensemble des éléments g de
E tels que p(g) — 29 = 0, c’est-a~dire tels que p(g) = 2¢g. Or on sait d’apres la question précédente
que, si une telle fonction g non nulle existait, alors 2 devrait appartenir a 'intervalle ]0, 1], ce qui est
impossible. En d’autres termes, seule la fonction nulle appartient & ker (¢ — 2Idg), et donc :

| ker (p — 2Idp) = {0} |

Corrigé de l’exercice 4. Soit £ = R" avec n > 2 et soit f un endomorphisme de E. On dit que g est un
pseudo-inverse de f si g est un endomorphisme de E vérifiant les trois propriétés suivantes :
— (i) fogof=/.
— (ii) go fog=g.
— (iii) fog=go f.
(1) (a) On suppose que f est un automorphisme de E. Montrons que f admet un unique pseudo-inverse.
Tout d’abord, on peut remarquer que, comme f est un automorphisme de E, ’endomorphisme f
admet une bijection réciproque f~' qui est aussi un automorphisme de F, et de plus :

fofTof = Wgof = f
fofof™t = Mdpoft = f!
S f = fof7t = ldp

Donc f~! est un pseudo-inverse de f, et f admet bien un pseudo-inverse. Par ailleurs, si g est un
pseudo-inverse de f, alors on obtient avec la relation (z) que :

fl=ftlofoft=flofogofoft=Idgogoldg =g,

et donc ¢ = f~!. En particulier, on voit que f admet un unique pseudo-inverse g, & savoir g = f .
Par conséquent, on en déduit que :

‘ si f est un automorphisme de E, alors f admet un unique pseudo-inverse. ‘

(b) On suppose que f est un projecteur de E. Proposons un pseudo-inverse de f. Comme f est un
projecteur de E, on sait que f2 = fo f = f. Dés lors, si I’'on pose g = f, on constate que :

fogof = fofof = fof = f
gofog = fofof = f =9
fog = gof = fof = f

Par conséquent, on en déduit que :

‘ si f est un projecteur de E, alors f est un pseudo-inverse de f. ‘

(2) Montrons que, pour tous endomorphismes u, v de F, on a : rg(uov) < min{rg(u),rg(v)}. Pour ce faire,
considérons deux endomorphismes u, v de E. Tout d’abord, on peut remarquer que Jm(uowv) C Jm(u).
En effet, si y est un élément de Jm(uov), alors il existe un vecteur z € E tel que y = uov(z) = u(v(x)).
Si I'on pose z = v(z), on voit que y = u(z), et donc y appartient a Jm(u), d’ou I'inclusion recherchée.
En passant aux dimensions, on trouve que :

rg(uov) = dimIm(u o v) < dim Im(u) = rg(u).
et donc rg(u o v) < rg(u). En outre, on constate que ker(v) C ker(u o v). En effet, si 2 est un élément
de ker(v), alors on sait que v(z) = 0, ce qui entraine que u o v(z) = u(v(x)) = 0 (car u est linéaire), et
donc z € ker(u o v), d’ott l'inclusion recherchée. En passant aux dimensions, on trouve que :
dim ker(v) < dim ker(u o v).
D’apres le théoreme du rang, il s’ensuit que :
rg(uov) = dim E — dimker(u o v) < dim E — dim ker(v) = rg(v),

et donc rg(u o v) < rg(v). Mais comme rg(u o v) est inférieur ou égal a rg(u) et a rg(v), il est inférieur
ou égal au plus petit des deux. Par conséquent, on en déduit que, pour tous u,v € L(E) :

’ rg(u o v) < min{rg(u),rg(v)}. ‘

(3) Dans cette question, on suppose que g est un endomorphisme de E vérifiant la propriété (7).
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(a) Montrons que go f et fog sont des projecteurs de E. En composant 1’égalité (i) & droite et & gauche
par g, on trouve que :

{(f09)2 = fogofog = fog
(gof)? = gofogof = gof

Comme de plus f et g sont des endomorphismes de E, on obtient par composition que les applications
foget gofsont des endomorphismes de E. Par conséquent, on en déduit que :

‘f og et go f sont des projecteurs de E. ‘

(b) Comparons les rangs de f, fog et go f. D’apres la question (2) et la relation (i), on voit que :

rg(f) =1g(fogof)=1g((fog)of) <rg(fog),

et donc rg(f) <rg(f o g). Toujours d’apres la question (2), on trouve que :

rg(fog) <rg(f).

Des lors, il s’ensuit que rg(f og) = rg(f). En procédant de méme, on obtient avec la question (2) et
la relation (i) que :

rg(f) =rg(fogo f) =rg(folgof)) <rglgef)

et donc rg(f) <rg(go f). Toujours d’apres la question (2), on trouve que :

rg(go f) <rg(f).

Dés lors, il s’ensuit que rg(g o f) = rg(f). Par conséquent, on en déduit que :
rg(f) =18(f 0 9) = xg(g0 f)-|

(c) Montrons que f o g est un projecteur sur Jm(f) parallelement & un sous-espace vectoriel F' inclus
dans ker(g). Tout d’abord, on peut remarquer que Jm(f o g) C Jm(f). En effet, si y est un élément
de Jm(f o g), alors il existe un vecteur « € E tel que y = f o g(x) = f(g(x)). Si l'on pose z = g(x),
on voit que y = f(z), et donc y appartient & Jm(f), d’ott 'inclusion recherchée. De plus, on sait
d’apres la question précédente que :

dim Jm(f) = rg(f) = rg(f o g) = dimTm(f o g).
Des lors, on obtient avec I'inclusion Jm(f o g) C Im(f) que :
Jm(f o g) =Tm(f).

De plus, comme f o g est un projecteur de E d’aprés la question (3)(a), il s’ensuit que f o g est
un projecteur sur Jm(f o g) = IJm(f) parallelement & F = ker(f o g). En outre, on constate que
ker(g) C F. En effet, si x est un élément de ker(g), alors on sait que g(z
fog(x) = f(g(z)) =0 (car f est linéaire), et donc x € ker(fog) =F, d
Par conséquent, on en déduit que :

) = 0, ce qui entraine que
’ou l'inclusion recherchée.

f o g est un projecteur sur Jm(f) parallelement & un sous-espace
vectoriel F' contenant ker(g).

(4) Dans cette question, on suppose que g et h sont deux pseudo-inverses de f.

(a) Montrons que foh = go f. En composant la relation (¢) a droite par h, on obtient que :

foh=(fogof)oh=(fog)o(foh).

Comme g et h sont des pseudo-inverses de f, ils commutent tous deux avec f d’apres la relation
(1), ce qui entraine que :

(goflo(hof)=(fog)o(foh)=foh.

Des lors, il s’ensuit avec la relation (i) et 'égalité ci-dessus que :

gof=go(fohof)=(gof)o(hof)=foh.

Par conséquent, on en déduit que :
gof=/foh.



(b) Montrons que g = h. En composant I’égalité de la question précédente & droite par g, on obtient
avec la relation (i7) que :

fohog=(foh)og=(gof)og=gofog=g. (*)
Comme f et h commutent d’apres la relation (i), on trouve avec 'égalité (%) que :
ho(fog)=hofog=fohog=g. ()

Comme go f = foh d’apres la question précédente et que f et g commutent d’apres la relation
(1), il s’ensuit avec I’égalité (xx) que :

g=ho(fog)=ho(gof)=ho(foh)=hofoh=h

Par conséquent, on en déduit que :

(5) Dans cette question, on suppose que f admet comme pseudo-inverse g.
(a) Montrons que Jm(g) = IJm(f) et ker(g) = ker(f). D’apres le raisonnement de la question (2), on sait
que Jm(uowv) C IJm(v) pour tous endomorphismes u, v de E. Dés lors, on obtient avec les propriétés
(i) et (i) que :
Jm(g) = Jm(go fog) CIm(go f) =Im(fog) CIm(f).
De méme, on trouve avec les propriétés (i) et (ii) que :

Jm(f) =3m(fogof) CIm(fog)="Tm(go f) C Im(g).

Par conséquent, on en déduit que :
| Im(g) = Im(f). |

En outre, on constate que ker(f) C ker(g). En effet, si x € ker(f), on voit que f(x) = 0. Comme
g=gofogetgof=fogdapresles propriétés (i7) et (iii), on obtient par linéarité de g que :

g(x) =gofog(x)=gogo f(z)=gog(0) =0.
En particulier, on trouve que x appartient a ker(g), et donc ker(f) C ker(g). Comme on a 1’égalité
Jm(g) = Im(f) d’aprés ce qui précede, on obtient avec le théoréme du rang que :

dimker(g) = dim E — dim Jm(g) = dim £ — dim Jm(f) = dim ker(f).
Comme ker(f) C ker(g), on en déduit que :

| ker(g) = ker(f). |

(b) Montrons que Jm(f) et ker(f) sont supplémentaires dans E. D’apres le théoréme du rang, on sait
que dimker(f) 4+ dim Im(f) = dim E. Dés lors, pour montrer que E = ker(f) ® Jm(f), il suffit de
vérifier que ker(f)NJIm(f) = {0}. Pour ce faire, considérons un élément = de ker(f)NIm(f). Comme
Jm(f) = IJm(g) d’apres la question précédente, on voit que x appartient & Jm(g), et donc il existe
un vecteur y € E tel que = g(y). Dés lors, comme z appartient aussi & ker(f), on obtient que :

(fog)y) = flg(y) = f(z) =0.
En composant la relation ci-dessus a gauche par g, on trouve par linéarité de g et d’apres la propriété
(i) que :

x=g(y) =(go foyg)(y) =g(fog(y) =yg(0)=0.
Dés lors, il s’ensuit que z = 0. Comme ceci est vrai pour tout = € ker(f) N JIm(f), ceci entraine que
ker(f) N Jm(f) = {0}. Par conséquent, on en déduit que :

‘E = ker(f) @ﬁm(f).‘

Corrigé du probléme 1. Pour tous entiers p,n > 1, on pose :
1 Pt =
up:f—/ — et anzz:uk:ul—i—...—i—un.
p P t k=1

Partie I : étude de la suite (a,)n>1




(1) Montrons que, pour tout entier p > 1, on a :

0 < 1 1
U - —
~ P p p+1
Comme la fonction ¢ — % est décroissante, on voit que +1 <1 7 < p pour tout ¢ € [p,p+ 1]. Dés lors,

on obtient par croissance de l'intégrale que, pour tout entier p 2 1:

p+1 1 p+1 1 p+1 1
/ —dt </ —dt g/ —dt.
p Ptl1 p 1t p P

En particulier, on trouve apres simplification que, pour tout entier p > 1 :

1 /“1 1
— < —dt < =,
p+1 » t P

Des lors, on obtient par des calculs simples que, pour tout entier p > 1 :

1 1 1 /P+11 1 1
- > —dt > - — ~.
p

p p+l—p t p P
Mais par définition de u,, on en déduit que, pour tout entier p > 1 :
1 1
————2>u, >0
p p+l

(2) Montrons tout d’abord que la suite (ay)n>1 est croissante. Pour tout n € N*, on a :
n+1

Ap41 — § Uk — § Uk = Un+1-

Comme (u,) est une suite positive d’apres 1a questlon (1), il s’ensuit que an+1 — a, > 0 pour tout
n € N*) et donc on en déduit que :

‘la suite (an)n>1 est croissante. ‘

A présent, montrons que la suite (ay),>1 converge vers un réel noté v tel que 0 < v < 1. D’aprés la
question (1), on sait que, pour tout k > 1 :

0<u, <t 1
U= TR

Par sommation sur k, on obtient que, pour tout p > 1 :

0<Zu gZ( k+1>

Par télescopage, on trouve que, pour tout p > 1 :
P
1 1 1 1 1
0<> w< (=5 )+t (--—)=1-—.
; (1 2) <p p+ 1) p+1
Des lors, il s’ensuit par définition de a, que, pour tout p > 1 :
1
0<a,<1—-——-<1.
p+1
En particulier, la suite (a,)n>1 est majorée par 1. Mais comme cette suite est croissante, le théoreme de
la limite monotone entraine qu’elle converge vers un réel noté . De plus, partant du fait que 0 < a, <1

pour tout p > 1, on obtient par passage a la limite quand n tend vers 400 dans cet encadrement que
0 <~ < 1. Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (ay)n>1 converge vers un réel v tel que 0 <y < 1.

Partie II : expression intégrale du réel ~

(1) (a) Montrons que, pour tout € R, on a : 1 +x < e*. Pour ce faire, considérons la fonction f : z —
* — 1 —z. Il est facile de voir que f est bien définie et dérivable sur R, et que de plus on a pour
tout z € R :
f(x)=¢e"—1.
En particulier, on voit que f/'(z) > 0 si et seulement si e* > 1, c’est-a-dire si > 0. Dés lors, la
fonction f est décroissante sur | — 0o, 0[ et croissante sur [0, +oo], et donc elle admet un minimum
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en 0, qui vaut f(0) = e — 1 — 0 = 0. Par conséquent, la fonction f est positive sur R, d’ou I'on

déduit que, pour tout z € R :

Montrons que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel ¢ tel que 0 <t <n :

t\" t\"
(1+) <el et (1) <e 7t
n n

Tout d’abord, si ’on pose z = % dans I'inégalité de la question précédente, on trouve que :

t :
<1—|—) <en.
n

Comme t € [0, n], on voit que 1+ % > 0, ce qui nous donne en passant aux puissances que :
t n n
(1 + ) < (e%) =
n
Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel ¢t tel que 0 <t <n:
t n
(1 + ) < et
n
A présent, si ’on pose x = —% dans l'inégalité de la question précédente, on trouve que :

t ¢
r-t) e
n

Comme t € [0, n], on voit que 1 — % > 0, ce qui nous donne en passant aux puissances que :
t\" :\ "
<1 — ) < (e_%) =e L.
n
Par conséquent, on en déduit que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel ¢ tel que 0 <t < n:
t n
(1 — ) <et.
n
Montrons que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel ¢t tel que 0 <t <n :

2\" t\"
<1—2> et§<1—> <et.
n n

Tout d’abord, on sait déja d’apres la question précédente que, pour tout entier n > 1 et pour tout
réel t tel que 0 <t <n:
t n
1—— <e t (%
(1-1) s @

Comme 1 — T% = (1 — %) (1 + %), on obtient avec la question précédente que, pour tout entier
n > 1 et pour tout réel ¢t tel que 0 <t <n :

(1— f;)ne—t = (1— ;)n (1+:l>ne—t < (1— :l)nete—t = (1—2>n. (%)

En réunissant les inégalités (x) et (x*), on en déduit que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel ¢

tel que 0 <t<n:
£2\" "
<12) et < <1> <e 7t
n n

Etablissons par récurrence la propriété P définie pour tout n > 1 par :

P(n):Wxe[0,1], (1 —2)"+nr—1>0."

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie, car pour tout = € [0,1] :
Q-2 +lxor—-1=1-24+2-1=0>0.

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) l'est aussi. Par hypothese de
récurrence, on sait déja que, pour tout z € [0,1] :

1—2)"+nx—1>0. (x)
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Comme z € [0, 1], on voit que (1 — ) > 0, ce qui nous donne par produit avec (x) que :

1-2)[(1-2)"+nz—-1]>0.
En développant cette inégalité, on obtient aprés simplification que :

(1—z)"™ + (n4+ 1)z —1—nz? >0,

ce que l'on peut réécrire sous la forme :

(1—2)"" +(n+1Dz—1>na’
Comme nz? > 0, il s’ensuit que, pour tout x € [0,1] :

1—2)" '+ (n+1)z—1>0,

et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre
n € N*| ce qui nous permet d’écrire que, pour tout n € N* et tout « € [0, 1] :

‘(l—x)”—i—m:—lzo.‘

(b) Montrons que, pour tout n € N* et pour tout ¢t € [0,n] :

n 2
0<et-— <1—t> <t—67t.
n

Tout d’abord, d’aprés la question (1)(c) de la partie II, on sait déja que (1 — %)n < e, ce qui

entraine par différence que, pour tout n € N* et pour tout ¢ € [0,n] :

oget<1fl>n. (%)

n
D’apres la question (1)(c), on sait aussi que (1 - ;—22) et < (1 — f)n < e~ !, ce qui nous donne

que, pour tout n € N* et pour tout t € [0,n] :

t\" 2\"
et — (1 - n) <et— (1 — 712) et (%)

Comme t € [0, n], on voit que :Tz appartient & [0, 1], ce qui entraine avec la question (2)(a) que :

2\" t2 2\" 2
(1_2> +nX2—1:(1—2> +i_1207
n n n n

cette inégalité pouvant se réécrire sous la forme :

2\" 2
(i) <t
n n

En multipliant cette relation par e~ (qui est > 0), on trouve que :
t2\" t2
et — <1 — ) et < —et (xx%)
n

En mettant bout & bout les inégalités (xx) et (x x *), on obtient que :

n 2\ " 2
et — (1 — t) <et— (1 — t2> et < t—e_t.
n n n

Deés lors, il s’ensuit que, pour tout n € N* et pour tout ¢t € [0, n] :
t\" ¢
et — <1 - ) < et (k% xx)
n n

Par conséquent, en mettant bout & bout les inégalités (%) et (x x #x), on en déduit que, pour tout
n € N* et pour tout ¢t € [0,n] :

(3) Pour tout entier n > 1, on pose :
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(a) Justifions lexistence de I, pour tout n > 1. Tout d’abord, on voit que la fonction a intégrer est conti-
nue sur |0,n] comme différence et quotient de fonctions continues sur |0, n], dont le dénominateur
ne s’annule pas sur |0,n]. Dés lors, l'intégrale I,, est impropre en 0. De plus, d’apres la question
précédente, on sait que, pour tout ¢ €]0,n] :

n 2
0<et— <1 — t> < t—e*t.
n n

Apreés division par ¢, on obtient que, pour tout ¢ €]0,n] :

0§1<et<1t> )gtet.
t n n

. ’ n — — . RS
Comme l’intégrale fo %e tdt converge (vu que t — %e  est continue sur [0,n]), le critere de
comparaison des intégrales de fonctions positives entraine que :

‘l’intégrale I,, converge pour tout n > 1.

(b) Etablissons que I, tend vers 0 quand n tend vers +oo. D’aprés la question précédente, on sait que,

pour tout ¢ €]0,n] :
0<1<e_t— <1—t> ) Sze_t.
t n n

Par croissance de l'intégrale, on obtient que, pour tout n € N* :

"1 t\" "t
og/ (e_t— (1—) )dtg/ —etdt.
o t n o n
Par définition de I, et linéarité de 'intégrale, on trouve que, pour tout n € N* :

1 n

0<1I, < 7/ te"tdt.
nJo

Par des calculs simples, on vérifie facilement que ¢ — —(t 4+ 1)e™t est dérivable, avec pour dérivée

la fonction ¢ — te™* (& noter qu’on pourrait aussi trouver ce résultat par intégration par parties).

Des lors, on obtient par des calculs simples que :

slvs o %[f(n+1)e’”+1].

I 1 _n
0<I, <— [ teldt=—[—(t+1)e "] =
0 n
En d’autres termes, on vient de trouver I’encadrement suivant pour tout n € N* :
1 1
o< <t- <1+)e—n.
n n

Comme le terme de droite de cet encadrement tend vers 0 quand n tend vers +oo, le théoréme
d’encadrement entraine que :

I, — 0.
n—-+o0o

(4) Pour tout entier n > 1, on pose :

e [H0- -2

(a) Etablissons pour tout entier n > 1 la relation :

/On <1:L)kdt_n(an+ln(n+l)).

n—

1
k=0
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Pour ce faire, on pose u = 1— % Alors la fonction u est de classe C! sur [0, 7], et de plus du = —%dt,

u=1sit=0etu=0sit=mn.Par changement de variable et linéarité de I'intégrale, on a :
n—1 /n ( n k n—1 0
3 1> it = 3 [ mita
k=0"0 " k=11
n—1 0
= Z —n/ ubdu
k=0 !

n—1 ’U,k+1 0
—-Nn
ki),

k=0

En effectuant le changement d’indice [ = k + 1, puis en utilisant la linéarité de la somme et la
relation de Chasles ainsi que la définition de u; et de a,,, on trouve que :

n ’1 1 gy 1 gt
i ) F

=1L

<

- ([ ])
<
<

" no gt
ey [0
=1 !

=1

g
= n an—l—/l t)

= n(a, +In(n+1)—In(1)).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 1 :

n-l n k
kZ_OA <1—2) dt =n(an +In(n+1)).

(b) Justifions tout d’abord 'existence de J,,. D’apres la formule du binéme, on trouve que :
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Dés lors, il s’ensuit par des calculs simples que, pour tout ¢ €]0,n] :

(-(-0)) = iz

~+ | =

n g
= <k>(_1) e

En particulier, on voit que la fonction ¢ — % (1 — (1 - E)n) est un polyndéme sur |0, n], et donc :

‘l’intégrale Jn converge. ‘

A présent, montrons que, pour tout entier n > 1 :
Jp = apn, +In(n +1).

Partant de la question précédente, en utilisant les propriétés des suites géométriques et la linéarité
de l'intégrale, on trouve que, pour tout entier n > 1 :

n—1 n k
n(an+In(n+1)) = kzzo/o (1—;) dt

nn—1 k
IPMCHE
0 k=0 "

)’I’L71+1

"1-(1-4%

n

-(-9)

n1_ (1_ t\"
S
0

dt

I
S

3

n_ _t\"
_ n/ 1-0=g) g
0 t

Par définition de J,, il s’ensuit que n (a, + In(n + 1)) = nJ,, pour tout n > 1, et donc :

| Jn = an +In(n+1).|

(5) On considere les intégrales :

1 —t +oo —t
1_
U:/ € _dt et V:/ ¢

(a) Justifions tout d’abord l'existence de U. Pour ce faire, on peut commencer par remarquer que la
fonction t — 1’f_t est définie et continue sur ]0,1] comme différence et quotient de fonctions
continues sur ]0, 1], dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, 1]. Dés lors, 'intégrale U présente
une impropreté en 0. De plus, comme e* = 14+x+o(x) au voisinage de 0, on obtient par substitution
en posant y = —z (vu que y tend vers 0 quand = tend vers 0) que :

e ” = 1—x+ o(x).

T—
Des lors, il s’ensuit qu’au voisinage de O :

1—e " _ 1—(1—z+o0(x)) _ l—14+z+o(x)  z+o(z)

X z—0 x x—0 x x—0 X T—
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En particulier, on voit que la fonction =z —— % tend vers 1 quand x tend vers 0, et donc
cette fonction est prolongeable par continuité en 0. En d’autres termes, 'intégrale U est faussement
impropre en 0, d’ott I'on déduit que :

I'intégrale U converge. ‘

A présent, justifions l'existence de V. Pour ce faire, on peut commencer par remarquer que la
fonction t — eT_t est définie et continue sur [1,+oo[ comme quotient de fonctions continues sur
[1,+00[, dont le dénominateur ne s’annule pas sur [1,+oo[. Dés lors, l'intégrale V' présente une
impropreté en +o0o. De plus, comme 'intégrale exponentielle f0+°° e~tdt converge d’apres le cours,

—t
on voit que I'intégrale ffoo e~"dt converge aussi. Mais comme 0 < &~ < e™* pour tout ¢ € [1, +o0],
le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives entraine que l'intégrale 1+OO ?dt

converge. Par conséquent, on en déduit que :

‘l’intégrale V' converge. ‘

Démontrons que : v = U—V. D’apres les questions précédentes, par linéarité de 'intégrale et d’apres
la relation de Chasles, on trouve que, pour tout n > 1 :

wo = [ G [ (D)
[ ()
_ /"
- /01

1 —t n n _—t
1-— dt
c dt+/ ——/ C

J

0

1 —t n —t
1—
/ c dt—Hn(n)—/ c_at.
0 t 1t

Comme J,, = a, + In(n + 1) pour tout n > 1 d’apres la question (4)(b), on a pour tout n > 1 :

1 1 _ =t n _—t
/ ¢ dt+1n(n)—/ €

= U+1n(n) —/ —dt
1 t

(1 — eft) dt

=)
o~ | =

S

(1—e—t)dt+/n%(1—e—t)dt
1

t

dt +1n(n) — In(1) — /n S

t

Jn_In

= ap,+In(n+1)-1I,.

Des lors, il s’ensuit que, pour tout n > 1 :

an = Infln(n+1)+U+ln(n)f/ —dt
1
1 n _—t
In—ln(n+ >+U—/ €
n 1 t

Li—m(1+2)+v /n a ()
= I,—In — — —at.
n 1t

+o0 ot N . ;s . .
1 Sdt converge d’apres la question précédente, on voit que I'expression

fln et;tdt tend vers V' quand n tend vers +oco. Dés lors, comme la suite (a,)n>1 converge vers vy

Comme l'intégrale V =
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d’apres la question (2) de la partie I et que la suite (I,,),>1 converge vers 0 d’apres la question
(3)(b) de la partie II, il s’ensuit par passage a la limite quand n tend vers +o0o dans (x) que :

y=0-0+U-V.
Par conséquent, on en déduit que :

y=U-V.



