TRAVAUX DIRIGES : DIAGONALISATION (REPONSES - INDICATIONS)

1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Exercice 1.
(1) a=letb=-1.
(2) Utiliser la question (1) ou procéder par Analyse-Synthese.
(3) Conclure avec la question (2) et en effectuant une distinction de cas.

Exercice 2.
(1) Soit A une valeur propre non nulle de f, et soit & un vecteur propre de f pour A\. Comme f(x) = Az, on

z
voit que = = f (X)’ et donc z appartient & Jm(f).

(2) Montrer que @4 Ex(f) c IJm(f) et conclure.

Exercice 3.

(1) Vérifier que C(f) est non vide, inclus dans L(E) etstable par combinaisons linéaires.

(2) Vérifier que g(Ex(f)) c Ex(f).

(3) Idem qu’a la question (2).

(4) (a) Utiliser la question (2) et le fait que les sous-espaces propres sont de dimension 1.
(b) Conclure avec une base de diagonalisation de f.

Exercice 4.

(1) Sp(f) = {0}.
(2) Par double implication.

Exercice 5.
(1) (a) A faire!
(b) On trouve que :

0 2/ 0 - 0
1 0 3n :
M=l0 1-1n ~ -~ 0
0 «— 0 1/n 0
L. n -2k
(2) (a) Vérifier que f(Py) = P.

n
(b) Conclure avec la question (2)(a) et vérifier que En-2x (f) = Vect(Py).

Exercice 6.
(1) On trouve que u?(P) = P pour tout P € F, et donc Q : z —> 2 — 1 est annulateur de wu.

(2) Sp(u) ={-1,1}.
Base de Fy(u) : (z+— 1,2 +— (z-1)2).
Base de F_1(u) : (z+—2-1,2+— (2-1)3).

Exercice 7.
(1) A faire!
(2) (a) A vérifier en calculant v(P), ou P:x+— ag+ a1z +... +a,2" et a, # 0.
(b) Montrer avec la question (2)(a) que (u—1Idg)" " =0 pour tout P ¢ R, [z].
(¢) On en déduit que Sp(u) = {0} et u n’est pas diagonalisable.

Exercice 8. Montrer que Sp(f) c {0,-1,1}, puis faire une distinction de cas suivant que 0 est valeur propre de
f ou non.

Exercice 9.



2 TRAVAUX DIRIGES : DIAGONALISATION (REPONSES - INDICATIONS)

(1) Vérifier que f est linéaire. Faire le calcul de f(A) ensuite.

(2) (a) Montrer que ker(f) c Vect(A) et conclure.

(b) En dimension finie, remarquer que f est bijective si et seulement si ker(f) = {0}.

(3) (a) Procéder par Analyse-Synthése pour démontrer (3)(a) et (3)(b).

(b) Voir (3)(a)!

(4) Calculer fo f(M) pour tout M € M,,(R). Vérifier ensuite que E1(f) =kerTr et E_;(f) = Vect(A).

() (a)
)

a) On trouve que Q : x —> 2% - (2-2Tr(A))z + 1 - 2Tr(A) est annulateur de f.
(b

Procéder par double implication et par une distinction de cas avec la question (5)(a).

Exercice 10.

(1) Développer (f - Mldg) o (f - uldg) et utiliser le fait que Idg =p+q, f = Ap+ uq et f2 = X\%p + p’q.
(2) Procéder comme a lexercice 1.

Exercice 11.

(1) Démonstration de cours & savoir refaire!
(2) Raisonner par I’absurde sur les racines de Q.

Exercice 12.

(1) (a) Vérifier que Jm(y) c ker(g).
(b) Utiliser le théoréeme du rang!

(2) Vérifier que, si A1, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f et si BB est une base de vecteurs propres
de f, alors P(matg(f)) =0 et conclure.

(3) (a) Raisonner par récurrence & laide de la question (1)(b).
(b) Utiliser la question précédente.

(4) Comme f est diagonalisable, f est annulé par un polynéme P non nul, scindé a racines simples d’apres
la question (2). Donc c’est aussi le cas pour fig, par restriction. Conclure alors avec la question (3).

(5) On suppose que dim E\(f) = 2 et dim E,(f) = 1. Alors les sous-espaces vectoriels stables par f sont
{0}, E,(f), Ex(f),E ou de la forme D, E,(f) ® D, ou D est une droite vectorielle incluse dans Ey(f).

2. REDUCTION DES MATRICES
Exercice 13.
. . . 11 0 0
(1) M est diagonalisable, Sp(M) = {0,2}, M = PDP~" avec P = 1) et D= 0 .
. . o 1 0 0
(2) M est diagonalisable, Sp(M) = {1,2}, M = PDP~" avec P = 1] et D= .

(3) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {2}.
(4) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = @.
(5) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {0}.

Exercice 14.

1 0 2 2 00
(1) M est diagonalisable, Sp(M) = {2,4}, M = PDP ' avec P=|0 1 1|etD=|0 2 0.

1 11 0 0 4

1 -1 3 2 00
(2) M est diagonalisable, Sp(M) = {2,4}, M = PDP' avec P=|0 1 O|let D=0 4 0].

1 0 1 0 0 4

1 -2 1 0 0 O
(3) M est diagonalisable, Sp(M) = {0,2}, M = PDP Y avec P=|1 0 3|etD=|0 0 0.

0 1 2 0 0 2

1 0 0 1 0 0
(4) M est diagonalisable, Sp(M) = {0,1}, M = PDP avec P=|0 1 1]|etD=|0 1 0.

2 01 0 00
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2 1
5) M est diagonalisable, Sp(M) ={0,1,-1}, M = PDP " avec P = 0 OletD
( g ) p ) ) 9

1 1

=)

Il
e
O O =

|
OHO
o O O
\—/

(6) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {1}.
(7) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {1, 2}.
(8) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = @.

Exercice 15.

(1) M est diagonalisable, Sp(M) = {1,2,3}, M = PDP~! avec P = et D=

O = O =
O = O
OO ==
=N O O
oo o=
OO = O
SN OO
w o oo

(2) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {1, 2}.
(3) M n’est pas diagonalisable et Sp(M) = {0,1}.

Exercice 16. On trouve que A est diagonalisable, Sp(A4) = {-1,2,5}, A= PDP~! avec :
-2 1 0 -1 0 0

P=]1 -1 0 et D=0 2 0].
0o 1 1 0 0 5

2((-1)) —2"  2(-1)" - 271 o)

De plus, on a pour tout n e N :

A" = (_1)n+1 +9n (_1)n+1 + 2n+1 0
5n _gn 2(5n) _ 2n+1 5N

Exercice 17. On trouve que A% -3A4%+3A4 -1 =0. De plus, A n’est pas diagonalisable et Sp(A4) = {1}.
Exercice 18.

0 1 O
(1) Onvoit que: A=|0 0 1].
(6 11 6)
(2) A démontrer par récurrence.
(3) On trouve que Sp(A) = {1,2,3}, A est diagonalisable et A= PDP™!, avec :

1 1 1 1 0 0
P=|1 2 3| e D=|0 2 0}.
1 4 9 0 0 3
(4) On obtient que, pour tout n e N : u,, =2" - 1.
Exercice 19. On trouve que A% =nA et Sp(A) = {0,n}.
Exercice 20.
(1) A faire!
(2) Dy = E1(f) =Vect((1,1,0)) et Dy = Eo(f) = Vect((0,0,1)).
1
Exercice 21. Calculer AX, ou X =| |
1
Exercice 22.
(1) A faire!
(2) Si B est la base canonique de R,,[x], alors on trouve que :
o1 -2 0 - 0
0 2 2 . :
. . 6 -.. -.. O
matg(u) = . -1y |
n

0 o 0 n(n+1)
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(3) On obtient que Sp(u) = {k(k+1), k€ [0,n]} et u est diagonalisable.

Exercice 23.
0 -1 1
(1) On trouve que B=|-1 0 -1]|. Vérifier le reste.
1 -1 0
Sp(B) = {-1,2} et B est diagonalisable
Montrer que, si A est valeur propre de A, alors A2 + 2 est valeur propre de B.

(2)

(3)

(4) Raisonner par 'absurde en utilisant la question précédente.
1

(5) Vérifier que B est inversible et B! = 5(3 - I3).

(6) (a) Citer le théoréme sur la division euclidienne.

(b) On trouve que Rn:q;,_>[2 _é_l) ]x+[2 +23(—1) ]

(¢) On en déduit que, pour tout n e N :

Bn - [2” - (—1)“]3 . [2“ + 2(—1)“]13.
3 3

Exercice 24.
(1) On trouve que D = (3 g) et P= (_12 _11)
(2) (a) Soit X € E\(A). Montrer qu’il existe o € R tel que BX = aX (en utilisant le fait que les sous-espaces
propres de A sont de dimension 1).
(b) Conclure avec la question (2)(a).
(c) Si M? = A, vérifier que AM = M A. On en déduit avec les questions précédentes que ’ensemble S
des solutions de I’équation " M?2 = A” est donné par :

2 0 _ 2 0 _ -2 0 . -2 0 _
S:{P(O 2\/§)P 1,P(0 _2\/§)P 1,P(O 2\/5)13 1,P(0 _2\/§)P 1}.
Exercice 25.
(1) Sp(f) ={0,1,2}, Eo(f) = Vect((-1,1,0)), E1(f) = Vect((-1,1,1)), Ea(f) = Vect((0,1,1)). Conclure &
I'aide du spectre de f.
(2) On trouve que Q: z+— x(x - 1)(z - 2).

(3) On obtient que dim € = 3.
(4) Montrer que dimC =3 et £ c C, et en déduire que C = €.

Exercice 26.

(1) A faire! On trouve que dim F = 4.
(2) A vérifier!

-2 3 -2 0
0 -2 6 -6
(3) On trouve que : M = 0 o0 -2 o9l

0 0 0 -2

(4) Vérifier que M est inversible et non diagonalisable.

Exercice 27.
(1) A faire!
(2) On trouve que Sp(A) = {1}. La matrice A n’est pas diagonalisable.

-1 1
(3) Base de E1(A) : (( 1 ),(0))
0 1

(4) Faire I’Analyse-Synthese!

Exercice 28.

(1) Cf. cours de deuxiéme année!
(2) (a) On trouve que :

| n-1 si ay=0 _ | Vect((1,0,...,0)) si ap=0
rg(c)‘{n § agt0 ker(f)‘{ {(0,0,...,0)} S ay0
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(b) C est inversible si et seulement si ag # 0. Dans ce cas, on a :

—al/ao —ag/ao —l/ao
1 0 0 - 0
C—l — O . . “.
: S 0
0 0 1 0

(3) (a) Résoudre le systeéme linéaire CX = AX en procédant par substitutions successives. On trouve alors
que A est valeur propre de C si et seulement si P(A\) =0, ot P:x+—> ag +a1x + ... + apo12” L+ 2™,
(b) Vérifier que rg(C — M\I,,) > n— 1 pour tout A € R. En déduire que dim E,(C) = 1 pour toute valeur
propre A de C. Conclure.
(4) (a) On trouve que Sp(M) = {-2,1,4}.
(b) Déduire de la question (3)(b) que M n’est pas diagonalisable.

Exercice 29. Montrer par I’absurde que la matrice A n’est pas diagonalisable, en supposant qu’elle I’est et en
utilisant une diagonalisation de A.

3. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 30.

(1) Base de ker(f) : ((-1,1,0,...,0),(-1,0,1,0,...,0),...,(-1,0,...,0,1)). Base de IJm(f) : ((1,...,1)).
(2) Vérifier que f(y) =ny, et donc y est vecteur propre de f pour la valeur propre n.

(3) On trouve que Sp(f) ={0,n}.

(4) Vérifier que f est diagonalisable. Une base B de diagonalisation de f est donnée par :

B=((-1,1,0,...,0),(-1,0,1,0,...,0), ..., (-1,0,...,0,1), (1,..., 1))..

Exercice 31.

(1) A faire!
(2) On trouve que :

fos 0
M=lg - .
1 0 « 0

(3) Vérifier que fo f =Idg. En déduire dans un premier temps que Sp(f) c {-1,1}, puis montrer que -1 et
1 sont effectivement valeurs propres de f et conclure.
(4) Base de E1(f): (x+—1+23 2+ 2+2?). Basede E_1(f) : (x+—1-2% 2+ 2 -2?).

Exercice 32.

(1) A faire!
(2) Si B est la base canonique de R,,[z], alors on trouve que :
0 -2a¢ 0 - 0
0 2 . :
matg(f)=[: ~ 6 - 0
: . —na

(3) On trouve que Sp(f) ={0,2,3,...,n+1}. En déduire que f est diagonalisable.
(4) On obtient que rg(f) =n. Base de ker(f) : (z— 1).
(5) On trouve que f(ex) = (k+ 1)ex pour tout k € [2,n]. Base de Ex41(f) : (er).

Exercice 33.
(1) A faire!
(2) Base de ker(f) : (z+—2?-1,2+— (2?2 -1),...,2+— 2" %(2? - 1)).
Base de Jm(f) : (x —> 2,7 —> 2?).
(3) (a) On trouve que Q :  —> 2 — 2z est annulateur de f.
(b) On obtient que Sp(f) c {0, 2}.
(¢) Raisonner comme & I’exo 2!
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(d) On trouve que Sp(f) ={0,2}. De plus, on a :
Base de Eo(f) : (z+— 2% -1, 0+ 2(2? - 1),...,2 — 2" 2(2% - 1)).
Base de FEy(f) : (v — 2,2 —> 2?).

(e) Conclure avec la question précédente que f est diagonalisable.

Exercice 34.
(1) A faire!

(2) On trouve que Q : x —> 2 — Tr(A)x est annulateur de f.

(3) On obtient que Sp(f) c {0, Tr(A)}.

(4) On trouve que A est vecteur propre de f pour Ag = 0.

(5) Base de Ex,(f) : (A).

(6) Partir de I'égalité f(M) = AM et passer a la trace!

(7) Vérifier que A\; = Tr(A) est aussi valeur propre de f. On trouve que dim Ey, (f) =n? - 1.
(8) Conclure avec les questions précédentes!

Exercice 35.

-1 2 1 -3 0 0
(1) M est diagonalisable, Sp(M) = {-3,-1,6}, M = PDP™* avec P=|-1 -5 1|letD=[0 -1 0]
2 2 1 0 0 6
-1 2 3 0 00
(2) M est diagonalisable, Sp(M) = {0,2}, M = PDP ' avec P=|-1 1 0|let D=|0 2 0.
1 0 2 0 0 2
(3) M n’est pas diagonalisable, Sp(M) = {2}.
(4) M n’est pas diagonalisable, Sp(M) = {0,1}.

(5) M n’est pas diagonalisable, Sp(M) = {2}.

1 3 -1
(6) M est diagonalisable, Sp(M) = {-1,1,3}, M = PDP™! avec P = (—2 4 0 ) et D= (
1 1 1

o o w
oo
[

L oo

N —

Exercice 36.

2 n(n+1)
2

n(n+1) Pl

(1) On trouve que Q:z +—> x x est annulateur de A.

(2) Vérifier que AP = A pour tout p e N*.

2
1

(3) On obtient que Sp(A) =10, w )

-1 0 0 1

o] -1 : :
(4) Base de Ey(A) : , 0 s ey . Base de Enns) -

0 0 -1 :

1 1 1 1

(5) Vérifier avec la question précédente que la matrice A est diagonalisable.

Exercice 37.

(1) (a) On trouve comme reste : Ry, :x —> [ 3 3

n_ (_1\n n 1\n
2" — (-1) ]“[2 +2(-1) ]
(b) On en déduit que :
Pl Gl VI A 1 G0 i
3 3
(2) A faire!
(3) On trouve que A= PDP™!, avec :

-1 -1 1 -1 0 0
P=11 0 1 et D=0 -1 0].
0 1 1 0 0 2

On montre par récurrence que A" = PD"P~! et on termine le calcul.
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(4) On voit que J? = 3.J, et donc on obtient par une récurrence facile que J* = 371.J pour tout k € N*. On
applique ensuite la formule du binéme & A™ = (-I3 + J)", et enfin on trouve que :

= (-1)"I5 + [QH_é_l)n]J

Exercice 38.

(1) On trouve que Q : & — z° — 2 est annulateur de K.
(2) Vérifier que Sp(M) = {-V/2,0,V/2}, et en déduire que la matrice K est diagonalisable. En outre, on
trouve apres calculs que K = PDP™! avec :

1 -1 1 -2 0 0
-2 0 2| e D= 0 0 o0|.
11 1 0 0 V2

(3) On trouve que M = (a—b)I3 +cK +bK?.
(4) Vérifier que toute base de diagonalisation de K est aussi une base de diagonalisation de M. A ’aide des
questions précédentes, on trouve que M = PDP~! avec :

1 -1 1 a+b-v2¢ 0 0
V2 0 V2| e D= 0 a-b 0 .
1 1 1 0 0 a+b+v2c

(5) Vérifier que M™ = PD"P~! pour tout n € N, puis conclure avec la question précédente.

Exercice 39.

(1) Vérifier que A est inversible, puis que A™ est inversible pour tout n € N, et donc tout entier n € N
convient.

(2) Vérifier que A est diagonalisable. En déduire que A™ est diagonalisable pour tout n € N, et donc tout
entier n € N convient.

Exercice 40.

(1) A faire!

(2) Si f est cyclique, considérons un vecteur xo de E tel que (xg,h(z0),...,h" *(x0)) = (€1, ..., €n) soit une
base de E. Alors h™(xq) = h(e,) s’écrit sous la forme ape; + ajes + ... + ap_1€6,. En déduire la forme de
la matrice matg(f). Réciproque & faire!

(3) Montrer que P(f)(z0) =0, puis que P(f)(f'(x0)) = fL(P(f)(x0)) = f(0) = 0 pour tout I ¢ N. Comme
la famille (xq, f(z0),..., " *(x0)) est une base de E, en déduire que P(f) = 0.

(4) (a) Vérifier que (Idg, f,..., f*1) est génératrice de R(f) & l'aide de la division euclidienne. Prouver

ensuite que cette famille est libre en utilisant le fait que (zq, f(20), ..., f* *(20)) est une base de E.
(b) Soit g un élément de C(f). Comme la famille (zq, f(2o), ..., " *(x0)) = (e1,...,en) est une base de
E, il existe des réels ag, a1, ..., -1 tels que :

g(x0) = agro + a1 f(zp) + ... + ozn_lf”_l(xo).

Des lors, on voit que, pour tout [ € N :

o(1(20)) = f(9(0)) = f* (z ake,m) =S o () = S a0 = X anf (Fw0).
k=0 k=0 k=0 k=0

En particulier, g et ZZ;& arf* coincident sur une base de E, et donc ces deux endomorphismes sont
égaux. En d’autres termes, on a I'inclusion C(f) c R(f). Conclure avec la question (1).

(5) On suppose que ag = 0. On trouve alors que rg(f) = n -1 et de plus, une base de ker(f) est donnée
par (f1) = (f" Y(wo) — a1z — ... — o1 f"2(w0)). Si oy = 0, alors f; appartient a Jm(f), et donc
ker(f)nJIm(f) # {0}. Si maintenant «; # 0, alors f; n’appartient pas & Jm(f), et donc ker(f)nTIm(f) =
{0}. Conclure alors avec le théoréme du rang.

Exercice 41.
(1) (a) Afaire'

¢ apphcatlon T n’est pas surjective sur F.

) n

) L

) de (P) 3.
) F

(b
(
2) (a
(b
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(3) (a) Si B est la base canonique de R3[x], alors on trouve que :

8 0 0 O
3 3 0 O
matg(T) = 040 0
0 0 3 -1
Apres calculs, on obtient que Sp(7T') = {-1,0,3,8} et de plus :

E_(T) = Vect(z— 2°),

Eo(T) = Vect(z — 323 +2?%),
E3(T) = Vect(z — 323 + 42? + 3x),
Eg(T) = Vect(z — 2+ 322 + 62 + 10).

(b) L’application T" n’est pas injective car 0 est valeur propre de T'.

Exercice 42.
(1) Procéder par Analyse-Synthese!
(2) Un exemple d’endomorphisme non diagonalisable f de R? tel que f3 = f? est donné par I'endomorphisme
canoniquement associé a la matrice :

1 00
A=10 0 1
0 0 O

Exercice 43.
(1) Sp(A) =Sp(B) = {0}, rg(A) =rg(B) =2 et dim Ey(A) = dim Ey(B) = 2.
(2) A et B ne sont pas semblables. Sinon A? et B? le seraient, et c’est impossible car A% £ 0 et B? = 0.

Exercice 44.

(1) On trouve que Sp(f) ={0}.
(2) Montrer que les seuls sous-espaces vectoriels de R? qui sont stables par f sont {0}, ker(f),Jm(f),R>.

Exercice 45.
(1) (a) Utiliser I'indication donnée!
) A faire!
(c) Les suites géométriques appartenant & £ sont exactement les multiples de (1)peny ou de (27)pen.
) Vérifier que ((1)pen; (27)pen, (P)pen) est une famille libre de &, et en déduire que c’en est une base.
Des lors, si (up)pen € &, il existe (a, 8,7) € R? tels que : VpeN, u, = o+ 327 + p.
) A faire par un calcul direct!
) Vérifier que dim Ey(A) = dim F3(A) =1, et en déduire que la matrice A n’est pas diagonalisable.
) Suivre I'indication donnée!
) A faire par un calcul direct ou a 'aide de la question précédente!
) A démontrer par récurrence!
) Utiliser les relations de récurrence trouvées a la question précédente entre api1,bpi1,Cpe1 €t ap, by, cp
pour montrer que la suite (ap)pen vérifie la relation de récurrence qui définit les éléments de £.
(c) A laide de la question précédente, on trouve d’abord l'expression de a, en fonction de p. Ensuite,
on en déduit apres calculs que AP = (2P —p—1)A? + (=2P*1 + 3p + 2) A + (2P - 2p) I3 pour tout p € N.
(d) Vérifier avec la question (2)(d) que la matrice A est inversible et que l'on a :

Al = % (A* -4A+515).

Exercice 46.
1

(1) A l'aide des croissances comparées, vérifier que P(t)e’ o 0( o ), puis conclure par négligeabilité.

(2) A faire!
(3) Penser a la dérivation! On trouve que ker(T") = {0}.
(4) (a) Vérifier que T'(eg) = eq, puis effectuer une IPP!

(b) Raisonner par récurrence!

(c) Vérifier a l'aide de la question précédente que T'(E) c E.

(5) Vérifier avec les questions précédentes que la matrice M de T dans la base canonique de F est triangulaire

supérieure avec uniquement des 1 sur la diagonale. En déduire que (I,, — M )™ = 0 et conclure.
(6) Montrer avec la question précédente que Sp(T") = {1}, puis que T n’est pas diagonalisable.
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(7) Utiliser la question (5) et la formule du binéme!

Exercice 47.

(1) Cf. cours!

(2) A faire!

(3) Soit A € Sp(¢). Alors il existe un endomorphisme v # 0z gy tel que ¢(v) = wov = Av. Comme v # Oz (g, il
existe un vecteur = de E tel que v(z) # Og, et donc u(v(x)) = Av(z). En particulier, v(z) est un vecteur
propre de u pour la valeur propre A, d’ou le résultat!

(4) D’apres la question précédente, on sait déja que Sp(¢) c Sp(u). Pour établir l'inclusion inverse, on
se fixe un vecteur propre = de u pour la valeur propre A, et on considére un projecteur v sur Vect(x)
parallelement & un supplémentaire G de Vect(x) dans E. Vérifier alors que ¢(v) = Av et conclure!

(5) (a) A fairel

(b) Avec la question précédente, on trouve que :

dimker (¢ — Aldz(gy) = dim £(E, ker(u — Aldg)) = ndim E) (u).

(6) Utiliser la question précédente!

Exercice 48.
(1) (a) A faire!
(b) A faire en utilisant la question précédente ou en revenant a la définition de I'inversibilité!
(2) Soit A un réel non nul.
(a) Supposons la matrice AT, — AB inversible. Si X € ker(\I,, — BA), alors on voit que BAX = AX.
En multipliant par A & gauche, il vient que ABAX = AAX. Donc AX appartient & ker(AI,, — AB),
qui est égal & {0} car AI,, — AB est inversible, et donc AX = 0. En particulier, on obtient que
BAX =0 = )X, et donc X =0 car A # 0. Des lors, on voit que ker(Al, — BA) = {0}, et donc
AL, — BA est inversible si A\I,, - AB l’est. On procede enfin de la méme facon pour la réciproque!
(b) Effectuer le produit (a droite ou a gauche) de AI,, — AB avec %In + %A()\In - BA)™'B et conclure!
(3) Utiliser la question (2)(a) pour montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles. Utiliser
ensuite la question (1)(b) pour montrer que 0 est valeur propre de AB si et seulement si 0 est valeur
propre de BA, et enfin conclure!
(4) (a) On trouve que Sp(BA) = {0,n}.
(b) Utiliser la question (2)(a) pour linversibilité. Avec la question(2)(b), on obtient que :
2-p 1 - 1
1 1 RN :
1-p : 1
1 1 2-p

(In-AB)™ =

Exercice 49.
(1) Montrer par récurrence que f™og—go f™ =naf™ pour tout n € N,
(2) Supposons que f™ # 0 pour tout n € N. Alors 'endomorphisme ¢ : h — ho g —goh admet une infinité
de valeurs propres distinctes d’apres la question précédente, ce qui est impossible en dimension finie!

Exercice 50.
(1) Soit z un vecteur non nul de E. Considérer un projecteur p sur Vect(z) parallelement & un supplémentaire
G de Vect(x) dans E. Utiliser le fait que u et p commutent pour conclure!
(2) Se reporter & la feuille de TD ” Applications linéaires et matrices”.



