TRAVAUX DIRIGES : DIAGONALISATION

1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie > 0, et soit u € L(E) tel que u? — 3u + 2Idg = 0.
(1) Déterminer des réels a, b tels que Idg = a(u — Idg) + b(u — 21dg).
(2) Montrer que E = ker(u — Idg) @ ker(u — 2Idg).
(3) En déduire que u est diagonalisable.

Exercice 2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie > 0.

(1) Montrer que, si A est une valeur propre non nulle de f, alors Ex(f) C Jm(f).
(2) En déduire que, si f est diagonalisable, alors E = ker(f) @ Jm(f).

Exercice 3. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 2, et soit f un endomorphisme de E. On définit
le commutant de f par C(f) = {g € L(E)| fog = go f}. Par la suite, on dit qu'un endomorphisme h de F
stabilise un sous-espace vectoriel F' de E (ou que F est stable par h) si h(F) C F.

(1) Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

(2) Soit g € C(f). Montrer que g stabilise les sous-espaces propres de f.

(3) Soit g € C(f). Montrer que g stabilise le noyau et I'image de f.

(4) Dans cette question, on suppose que f admet n valeurs propres distinctes.
(a) Soit g € C(f). Montrer que les vecteurs propres de f sont des vecteurs propres de g.
(b) En déduire que tout élément g de C(f) est diagonalisable.

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 0. Soit f un endomorphisme nilpotent de E,
c’est-a~dire un endomorphisme de E pour lequel il existe un entier p > 0 tel que fP = 0.

(1) Déterminer le spectre de f.
(2) En déduire que f est diagonalisable si et seulement si f est 'endomorphisme nul.

Exercice 5. Soit n € N*. On pose E = R, [z] et on considére 'application f définie pour tout P € F par :
1
f(P):z+—— zP(z) — —(2* — 1)P'(x).
n

(1) (a) Montrer que f est un endomorphisme de E (indication : on vérifiera que f(E) C E).
(b) Déterminer la matrice M de f dans la base canonique de E.
(2) Pour tout k € {0,...,n}, on pose Py : x — (x — 1)*(x + 1)k,

(a) Montrer que Py est un vecteur propre de f et trouver la valeur propre associée.

(b) En déduire que f est diagonalisable et préciser les sous-espaces propres de f.

Exercice 6. On pose E = R3[z], et on considére 'endomorphisme « de E, défini pour tout P € E par :
u(P):xz+— P2 —z).

(1) Calculer u?(P) pour tout P € E, et en déduire un polynéme annulateur non nul de wu.
(2) Déterminer les valeurs propres de u, ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre de w.

Exercice 7. Soit n un entier > 3. Pour tout P € R, [z], on pose u(P) : x — P(x + 1) — P'(z).
(1) Montrer que u est un endomorphisme de Ry, [z].
(2) Par la suite, on pose v = u — Idg.
(a) Montrer que, pour tout P € R, [z], on a : deg(v(P)) < deg(P) — 2.
(b) En déduire que le polynéme P : x — (z — 1)"~! est annulateur de u.
(¢) En déduire le spectre de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable?

Exercice 8. (QSP HEC 2011) Soit f un endomorphisme de R? tel que f4 = f2 et dont —1 et 1 sont valeurs
propres. Montrer que f est diagonalisable.
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Exercice 9. (ESCP 2015) Soit A € M, (R) et soit f : M, (R) — M,,(R) lapplication définie par f(M) =
M — 2Tr(M)A, ou Tr désigne lapplication ”trace”.

(1) L’application f est-elle linéaire? Montrer que f(A) = 0 si et seulement si Tr(4) = 1 ou A = 0.
(2) (a) Montrer que, si Tr(A) # 1, alors ker(f) = {0}.
(b) Montrer que f est bijective si et seulement si Tr(A) # 1.
(3) Dans cette question, on suppose que Tr(A) = % et I'on pose H = {M € M, (R), Tr(M) = 0}.
(a) Montrer que H et Vect(A) sont supplémentaires dans M, (R).
(b) Montrer que f est le projecteur de M,,(R) sur H parallelement a Vect(A).
(4) Montrer que f o f = Ida, (r) si et seulement si Tr(A4) = 1 ou A = 0. Quels sont alors les sous-espaces
propres de f7
(5) Dans cette question, on ne fait aucune hypotheése sur Tr(A).
(a) Déterminer un polynéme annulateur de f.
(b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si Tr(A) # 0 ou A = 0.

Exercice 10. (QSP HEC 2015) Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2. Soient f,p,q des endomor-
phimes de E et soient ), 1 des réels distincts tels que : Vk € {0,1,2}, f¥ = Xep + pFq.

(1) Montrer que (f — Aldg) o (f — pldg) = 0.
(2) En déduire que ’ensemble des valeurs propres de f est inclus dans {\, u} et que f est diagonalisable.

Exercice 11. (QSP HEC 2015) Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie.

(1) Etablir lexistence d’un polynéme P non nul tel que P(f) = 0.
(2) Soit @ un polynoéme non nul tel que Q(f) = 0, et de degré minimal parmi les polynémes non nuls tels
que P(f) = 0. Montrer que toute racine de @) est une valeur propre de f.

Exercice 12. (ESCP 2023) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2, et soit f € L(E).

olent g, eux endomorphismes de E et soit ¢ : ker(go h) — £, u —— h(u).
1) Soi h d d hi de E i k h E h
(a) Comparer Jm(p) et ker(g).
(b) En déduire que : dimker(g o h) < dimker(h) + dimker(g).
(2) Dans cette question, on suppose que f est diagonalisable. Montrer qu'’il existe des réels distincts A1, ..., A,
tels que P:x— (2 — A1)(z — A2)...(x — A\p) soit un polynéme annulateur de f.
(3) Réciproquement, on suppose qu’il existe des réels distincts Ay, ..., A, tels que le polynéme P : z —
T — A )T — A2)...(x — soit annulateur de f.
A A Ap) soi 1 d
(a) Montrer que Y .7_, dimker(f — \;Idg) > n.
(b) En déduire que ’endomorphisme f est diagonalisable.
ans cette question, on suppose que f est diagonalisable. Montrer que, si Eg est un sous-espace vectorie
4) D i di lisable. M iE iel
de E stable par f, alors I'endomorphisme f|g, de Ey induit par f est, lui aussi, diagonalisable.
ans cette question, £ est un espace vectoriel de dimension 3 et f est un endomorphisme diagonalisable
5) D ion, K iel de di ion 3 d hi di lisabl
de E tel que Sp(f) = {A, u}. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E stables par f.

2. REDUCTION DES MATRICES

Exercice 13. Calculer les valeurs propres de la matrice M € M5 (R), déterminer si M est diagonalisable dans
M5 (R) et si oui la diagonaliser, et ce dans chacun des cas suivants :

(l)M—G }) (2)M—<_21 ?) (3)M—<_31 1) (4)M—<_01 é) (5)M—G j)

Exercice 14. Calculer les valeurs propres de la matrice M € M3(R), déterminer si M est diagonalisable dans
M;3(R) et si oui la diagonaliser, et ce dans chacun des cas suivants :

4 2 =2 5 1 -3 1 -1 2 10 0
MHM={13 1|, @M=[04 0], O M=|3 =3 6|, @WM=[2 1 —1],
11 1 11 1 2 -2 4 2.0 0
-2 -2 2 2 -3 2 2 0 0 0 1 1
GYM=[|0 1 0], ®O)M=[1 -2 2|, MM=|1 3 —1|, @Y M=|-1 0 1
-1 0 1 1 -3 3 12 0 -1 -1 0
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Exercice 15. Calculer les valeurs propres de la matrice M € My(R), déterminer si M est diagonalisable dans
M4 (R) et si oui la diagonaliser, et ce dans chacun des cas suivants :

3 -1 -2 1 3 1 0 4 1 -1 2 -2
2 0 -2 1 2 2 0 4 0 0 1 -1
(1) M = 2 =2 -1 2]’ (2) M = -2 -1 1 -4’ (3) M = 1 -1 1 0
4 —4 -4 5 -1 0 0 O 1 -1 1 0
-4 —6 0
Exercice 16. La matrice A= | 3 5 0| est-elle diagonalisable? Calculer A™ en fonction de n € N.
3 6 5
1 1 0
Exercice 17. Calculer A3 —342+3A—IT,ot A= |1 1 1]. Lamatrice A est-elle diagonalisable?
0 -1 1

Exercice 18. Soit (u,)nen la suite réelle définie par ug = 0, u3 = 1, ug = 3 et par la relation de récurrence :
VneN, upysz=06upyo— 1lupys + 6uy,.

Pour tout n € N, on désigne par X,, le vecteur colonne de composantes wy,, ty41, Upt2.
(1) Justifier qu’il existe une matrice A € M3(R) (que 'on déterminera) telle que : Vn € N, X,, 1 = AX,,.
(2) Montrer que X,, = A" X, pour tout n € N.
(3) Etablir que A est diagonalisable et la diagonaliser.
(4) En déduire lexpression de u,, en fonction de n.

Exercice 19. Soit A = (a;;) € M, (R) telle que a; ; = ; pour tous 7,5 € {1,...,n}. Calculer A2 en fonction de
n et A, et en déduire les valeurs propres de A.

Exercice 20. Soit n un entier > 1, soit f un endomorphisme de R™ et soit D une droite vectorielle de R™,
c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension 1 de R™. Par la suite, on dit qu'un sous-espace vectoriel F' de
R™ est stable par f si f(F) C F.

(1) Montrer que D est stable par f si et seulement si D est engendrée par un vecteur propre de f.

(2) Déterminer toutes les droites vectorielles stables par Pendomorphisme f canoniquement associé & :

2 -1 0
M=11 0 0
0 0 2

Exercice 21. Soit S € R et soit A € M, (R) telle que la somme des coefficients par ligne est égale & S. Montrer
que S est une valeur propre de A.

Exercice 22. Pour tout P € R,,[z], on pose u(P) : x — (2% — 1)P"(z) + (2 + 1) P'(x).
(1) Montrer que u est un endomorphisme de Ry, [z].
(2) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de R,,[z].
(3) En déduire le spectre de u. L’endomorphisme w est-il diagonalisable? Justifier.

0 -1 -1
Exercice 23. On considére la matrice A=|1 0 -1
1 1 0

) Calculer la matrice B = A2 + 213, puis montrer que B2 = B + 213.
) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de B. La matrice B est-elle diagonalisable?
) Etablir une relation entre les valeurs propres de B et celles de A.
) En déduire que la matrice A n’est pas diagonalisable dans M3(R).
) Montrer que B est inversible, et calculer B~! en fonction de B et I3.
) A présent, on s’intéresse aux puissances de B. On suppose que n > 2.
(a) Justifier 'existence et 'unicité de deux polynémes @y, R, € Rlx], avec deg(R,) < 2, tels que :

Ve €R, "= (2?12 —2)Qu(x)+ R,(x).

(b) Déterminer le polynéme R,, en fonction de n.
(¢) En déduire I’expression de B™ en fonction de n, I, B.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
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(1) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telle que D = P~tAP.
(2) Soit B une matrice de Ms(R) telle que AB = BA.

(a) Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B.

(b) En déduire que P~!BP est une matrice diagonale.

(c) Déterminer toutes les matrices M € My(R) telles que M? = A.

Exercice 24. On considére la matrice A = (0 _8>.

11 -1
Exercice 25. (ESCP 2010) Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A= 11 1 1
11 1

(1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f, puis justifier que A est diagonalisable.

(2) Soit D une matrice diagonale semblable & A. Déterminer un polynéme annulateur @ de D, unitaire et
de degré minimal. En déduire un polynéme annulateur de A avec les mémes propriétés.

(3) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel £ engendré par la famille (A*)gen.

(4) Déterminer l’ensemble C des matrices de M3(R) qui commutent avec A, puis comparer C et &.

Exercice 26. (HEC 2010) Soit F 'espace vectoriel des fonctions définies sur R & valeurs réelles, et soit F le
sous-espace vectoriel de F engendré par la famille B = (fo, f1, fo, f3), ol fr : @ — xFe™® pour tout k € N.

(1) Montrer que B est une base de E, et en déduire la dimension de E.
2) Pour tout f € E, on pose D(f) = f' — f”. Montrer que D est un endomorphisme de E.

(2)
(3) Ecrire la matrice M de D dans la base B.
(4) La matrice M est-elle inversible? diagonalisable?
3 2 =2 1 0 0
Exercice 27. (HEC 2011) On considére les matrices A= -1 0 1 |etB=(0 1 1
1 1 0 0 0 1

) Vérifier que A? + I3 = 2A.

) Montrer que A admet une seule valeur propre A. La matrice A est-elle diagonalisable?
) Déterminer une base du sous-espace propre de A associé a .

) Montrer que A est semblable & B (indication : procéder par Analyse-Synthése).

(1
(2
(3
(4

Exercice 28. (Matrice compagnon - HEC 2017) Soit n un entier > 2, soit (ag, ...,an—1) € R™ et soit C la
matrice de M,,(R) donnée par :

0 1 0 0
1
O =
: . . 0
0 e e 0 1
7(1‘0 7a1 . e DY 7an—1

On désigne par f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a C'.
(1) Question de cours : condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice soit diagonalisable.
(2) (a) Déterminer le rang de la matrice C. Préciser le noyau de 'endomorphisme f.
(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice C soit inversible. Sous cette
condition, expliciter la matrice C~1.
(3) (a) Montrer qu'un réel A est valeur propre de C si et seulement §'il est racine d’un polynéme qu’on
explicitera en fonction des réels ag, a1, ..., an—1 (indication : résoudre le systéme linéaire CX = \X).
(b) Montrer que la matrice C' est diagonalisable si et seulement si elle admet n valeurs propres distinctes
(indication : déterminer la dimension d’un sous-espace propre quelconque de C').

0 1 0 0
0 0 1 0
(4) On pose : M = 0o 0 o0 1
8§ —14 3 4

(a) Déterminer les valeurs propres de M.
(b) Etudier la diagonalisabilité de M.

Exercice 29. (QSP ESCP 2022) Soit n un entier > 2, et soit A € M,,(R). On suppose que A%2(4 —1I,) =0
et A(A—1I,) # 0. La matrice A est-elle diagonalisable?
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3. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 30. Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux & 1, et soit f ’endomorphisme

de R™ canoniquement associé a J.
(1) Déterminer une base de ker(f) et une base de Jm(f).
(2) Soit y un vecteur non nul de IJm(f). Montrer que y est vecteur propre de f. Pour quelle valeur propre?
(3) En déduire I’ensemble des valeurs propres de f.
(4) L’endomorphisme f est-il diagonalisable? Si oui, en donner une base de diagonalisation.

Exercice 31. Soit n € N* et soit E = R,,[z]. Pour tout P € E et pour tout z € R*, on pose f(P)(z) = 2"P ().

(1) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(2) Calculer la matrice M de f dans la base canonique de E.

(3) Calculer f o f, et en déduire le spectre de f.

(4) Dans cette question, on suppose que n = 3. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de f.

Exercice 32. Soit a € R. Pour tout P € R, [z], on pose f(P): x> (x —a)P'(z) + P(z) — P(a). Par la suite,
on pose aussi ey, : © — (z — a)* pour tout k € N.

(1) Montrer que f est un endomorphisme de R, [x].

(2) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de Ry, [z].

(3) En déduire le spectre de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable? Justifier.

(4) Calculer le rang de f, et en déduire une base de ker(f).

(5) Calculer f(ey) pour tout k € [2,n], et en déduire des bases des sous-espaces propres de f.

Exercice 33. Soit n un entier > 2. Pour tout P € R, [z] et pour tout x € R, on pose :
f(P)(x) = (a* + 2)P(1) + (2* — z) P(-1).

(1) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[x].

(2) Déterminer des bases de ker(f) et de Jm(f).

) Montrer que f admet un polynéme annulateur de degré 2 que ’on déterminera.

) En déduire ’ensemble des valeurs propres possibles de f.

) Montrer que, si P est vecteur propre de f pour une valeur propre A # 0, alors P appartient & Jm(f).
) Déterminer les valeurs propres et des bases des sous-espaces propres de f.

) L’endomorphisme f est-il diagonalisable? Justifier.

Exercice 34. Soit A € M,,(R) telle que tr(A) # 0. Pour tout M € M,,(R), on pose :
f(M) =tr(A)M — tr(M)A.

1) Montrer que f est un endomorphisme de M., (R).

2) Déterminer un polynéme annulateur non nul P de f.

3) En déduire les valeurs propres possibles de f.

4) Montrer que A est vecteur propre de f pour une valeur propre Ay que 'on donnera.

5) Déterminer une base du sous-espace propre Ey, (f).

6) Soit M une matrice de M, (R) telle que f(M) = AM pour un réel A # Ag. Montrer que tr(M) = 0.
7) En déduire que f admet une valeur propre A; # Ao, et déterminer la dimension de Ey, (f).

8) En déduire que f est diagonalisable.

Exercice 35. Calculer les valeurs propres de la matrice M € M3(R), déterminer si M est diagonalisable dans
M;3(R) et si oui la diagonaliser, et ce dans chacun des cas suivants :

123 -2 8 6 1 10
MHM=(2 1 3], @QM=[-4 10 6|, G M=|[-11 2],
420 4 -8 —4 0 0 2
-1 2 0 1 10 11 2
HM=[2 2 =3|, G)M=|-1 2 1], G M=|[1 2 1
-2 2 1 1 0 1 100
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1 ... 1
9 ... 9

Exercice 36. Soit n un entier > 2. On considére la matrice A =
n .« .. n

(1) Montrer que A admet un polynéme annulateur de degré 2 que I'on déterminera.
(2) En déduire Pexpression de AP pour tout p € N*.

(3) En déduire les valeurs propres de A.

(4) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.

(5) La matrice A est-elle diagonalisable? Justifier.

0 1 1
Exercice 37. On considére la matrice A= |1 0 1
1 1 0

(1) (a) Calculer le reste de la division euclidienne de E,, : z — x™ par Pz +— 22 — 2 — 2.
(b) En déduire des réels a,, b, tels que A" = a, A+ b,Is.

(2) Retrouver le résultat de la question (1) & Paide d’un raisonnement par récurrence.

(3) Diagonaliser la matrice A, puis retrouver le résultat de (1).

(4) On pose J = A+ I3. Calculer J" pour tout n € N, puis retrouver le résultat de (1).

a c b 0 1 0
Exercice 38. Pour tout (a,b,c) €ER3, onpose M = [c¢ a+b c|letK=|1 0 1
b c a 0 1 0

(1) Déterminer un polynéme annulateur de degré 3 de K.

(2) Montrer que la matrice K est diagonalisable et la diagonaliser.
(3) Montrer que M s’écrit en fonction des puissances de K.

(4) En déduire une diagonalisation de M.

(5) En déduire Pexpression de M™ pour tout n € N.

0 0 0 16

. o .. 100 9 0
Exercice 39. On considére la matrice : A = 040 0
1 0 0 O

(1) Déterminer les entiers n € N tels que A™ soit inversible.
(2) Déterminer les entiers n € N tels que A™ soit diagonalisable.

Exercice 40. (Endomorphismes cycliques - ESCP 2016) Soit F un espace vectoriel de dimension n > 1. On
dit qu'un endomorphisme h de E est cyclique s'il existe un vecteur x¢ € E tel que la famille (zq, h(xg), ..., A"~ (20))
soit une base de FE. Considérons un endomorphisme f de E. On note C(f) ’ensemble des endomorphismes de
E qui commutent avec f et R(f) 'ensemble des polynomes en f, c’est-a-dire :

C(f)={geLE)lgof=[fogt et R(f)={P(f)| P €Rlzl]}.
(1) Montrer que C(f) et R(f) sont des sous-espaces vectoriels de £(E), puis que R(f) C C(f).
(2) Montrer que f est cyclique si et seulement s'il existe une base B de E et des réels «y, ..., a1 tels que :

0 0 - -
1 0 - - o

matg(f) =10 1

0 v oo 1

A partir de maintenant, on suppose que I’endomorphisme f est cyclique, et on se fixe un vecteur z¢ € E
tel que la famille B = (g, f(0), ..., "1 (x0)) soit une base de E.

(3) Soit P(f) = f" — Zz;é arf¥. Montrer que P(f) = 0 (indication : remarquer que P(f)(z¢) = 0, puis
montrer que P(f)(f!(x0)) = 0 pour tout | € N).

(4) (a) Montrer que (Idg, f, ..., f*~1) est une base de R(f) (indication : utiliser la division euclidienne).
(b) En déduire que C(f) = R(f) (indication : si g € C(f), exprimer g(xo) dans la base B, puis calculer

g(fY (o)) pour tout I € N).

(5) On suppose que ag = 0. Montrer que E = ker(f) @ Im(f) si et seulement si oy # 0 (indication : calculer

le rang de f, puis une base de ker(f) a laide de xqo et f).
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Exercice 41. (ESCP 2016) On pose E = R[z] et on considere Papplication T sur F, définie par :
VYPeE, T(P):z+— (3z+8)P(x) —z(5—2)P'(z) + 2*(1 — x)P"(z).
Enfin, on rappelle quun sous-espace vectoriel F' de E est stable par T si T(F) C F.

(1) (a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
(b) Pour quelles valeurs de n le sous-espace vectoriel R, [z] est-il stable par T'? Justifier.
(c) L’application T est-elle surjective sur E? Justifier.
(2) Soit P un polynéme propre de T', c’est-a-dire un polynéme P # O tel que la famille (P, T(P)) soit liée.
(a) Que peut valoir le degré de P? Justifier.
(b) Montrer que les polynomes propres de T appartiennent & un sous-espace vectoriel F' de E de di-
mension finie, et que la restriction de 7' & F' induit un endomorphisme de F' (noté encore T).
(3) (a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de T'.
(b) L’application T est-elle injective? Justifier.

Exercice 42. (QSP HEC 2016) Soit E un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E tel que : f3 = f2.

(1) Montrer que E = ker(f — Idg) & ker(f?).
(2) Dans le cas ot E = R?, donner un exemple d’endomorphisme non diagonalisable f tel que f2 = f2.

Exercice 43. (QSP HEC 2018) On considére les deux matrices :

010 0 0100
0010 0000
A=1000 0] ¢ Z=]0 0 0 1
000 0 0000

(1) Comparer leurs spectres, leurs rangs, ainsi que les dimensions de leurs sous-espaces propres.
(2) Les matrices A et B sont-elles semblables? Justifier (indication : calculer A? et B?).

Exercice 44. (QSP HEC 2019) Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3 + f =0 et rg(f) = 2.

(1) Déterminer le spectre de f.
(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels de R? qui sont stables par f.

Exercice 45. (ESCP 2022)
(1) Soit &€ 'ensemble des suites réelles (up)pen telles que :

VpEN, upy3z=4upio — dupy1 + 2uy.

(a) Montrer que & est un espace vectoriel de dimension 3 (indication : on pourra montrer que l'application
I (up)pen — (uo,u1,ua) est un isomorphisme de € dans R3).
) Vérifier que la suite (p)pen appartient a &.
(c) Déterminer les suites géométriques appartenant a &.
) En déduire l'expression des suites appartenant a £.
(2) Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice :

7T 3 —4
A=[-6 -2 5
4 2 -1
(a) Vérifier que 1 et 2 sont valeurs propres de A.

a
(b) La matrice A est-elle diagonalisable? Justifier.
(¢) Montrer que A est semblable & la matrice :

1 10
B=|0 1 0
0 0 2

(indication : procéder par Analyse-Synthése).

(d) En déduire que P : 2 — (z — 1)?(z — 2) est annulateur de A.
(3) (a) Justifier que :
VpeN, Iap,bp,cy) ERY AP =, A% + b, A+ cpls.
ontrer que la suite (a,)y,en appartient a &.

b) M la sui »)p ient & &
(c) Expliciter AP en fonction de p, A%, A, I.
(d) La matrice A est-elle inversible? Si oui, trouver son inverse.
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Exercice 46. (ESCP 2022) Soit n un entier > 2, et posons F = R, [z].

xr
(1) Montrer que l'intégrale / P(t)e'dt converge pour tout P € E et pour tout = € R.
— 00

Pour tout P € E, on pose alors : T(P) :  — e_"c/ P(t)e'dt.

(2) Montrer que lapplication T': P — T'(P) est linéaire.

(3) Déterminer le noyau de T'.

(4) Pour tout k € N, on pose ey, : @ — x*.
(a) Calculer T'(eg), puis montrer que, pour tout k € [0,n — 1], on a : T(ex+1) = exy1 — (K + )T (er).
(b) En déduire que, pour tout k € [1,n], on a : T(e) — ex € Vect(eg, €1, ..., €x—1)-
(¢) En déduire que T est un endomorphisme de E.

(5) Montrer que (Idg — T)"*! = 0.

(6) En déduire le spectre de T'. L’endomorphisme 7" est-il diagonalisable?

(7) En déduire une expression de 7! (comme polynéme en T').

Exercice 47. (HEC 2022) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 0, et soit u € L(E). On considere
lapplication ¢ : L(E) — L(E), v — uow.
(1) Cours : rappeler la définition d’un projecteur et ses propriétés.

) Montrer que ¢ est un endomorphisme de L(E).
) Montrer que Sp(¢) C Sp(u).
) En considérant des endomorphismes particuliers de E, montrer que Sp(¢) = Sp(u).
5) Soit A € Sp(u).

(a) Montrer que : v € ker (¢ — Aldz(g)) <= Im(v) C ker(u — Aldg).

(b) En déduire la dimension de ker (¢ — Aldz(g)).
(6) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si ¢ est diagonalisable.

(2
(3
(4
(

Exercice 48. (ESCP 2023) Soit n un entier > 2, et soient A, B deux matrices de M, (R). Pour toute
M € M, (R), on désigne par ker(M) (resp. IJm(M)) le noyau (resp. I'image) de 'endomorphisme de M, 1(R)
défini par X — M X.
(1) (a) Montrer que ker(B) C ker(AB) et Im(AB) C Jm(A).
(b) Montrer que, si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont inversibles.
(2) Soit A un réel non nul.
(a) Montrer que la matrice AI,, — AB est inversible si et seulement si la matrice AI,, — BA 'est.
(b) Montrer que, si A n’est pas valeur propre de AB, alors :
1 1
Qh—Am*:Xh+XAMQ—Bm”B
(3) Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.
(4) Dans cette question, on considére les matrices A et B de M,,(R) données par :

1 1 - 1

Do : 00 --- 0
A=|" - | e B=

10 - 0 00 -+ 0

(a) Déterminer les valeurs propres de la matrice BA.
(b) Apres avoir justifié son existence, calculer 'inverse de la matrice I,, — AB.

Exercice 49. (QSP HEC 2023) Soit F un espace vectoriel de dimension finie > 0. Soient f, g des endomor-
phismes de F tels que : Ja € R*, fog—go f = af.
(1) Simplifier f* o g — go f™ pour tout n € N.
(2) En déduire qu’il existe n € N* tel que f™ = 0 (indication : raisonner par l'absurde et considérer
lendomorphisme @ : h— hog— goh).

Exercice 50. (QSP ESCP 2024) Soit E un espace vectoriel de dimension finie > 0 et soit u un endomorphisme
de F qui commute avec tous les projecteurs de E.

(1) Montrer que, si  est un vecteur non nul de F, alors z est vecteur propre de wu.

(2) En déduire que u est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe X € R tel que u = Aldg.



