Lycée Clemenceau Jeudi 6 novembre 2025
ECG 2 Durée : 4 heures

Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°2

Corrigé de I’exercice 1. On consideére la suite (uy) de premier terme ug = 1, de deuxiéme terme u; = 2 et
telle que, pour tout entier k > 2 :
= Bui_, + uile

4
Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 0, calcule et affiche w,,. Pour ce faire, on va
procéder de facon récursive, et ce comme suit :

import numpy as np

def suite(n):
if n==0:
return 1
elif n==1:
return 2
else:
return (3*(suite(n-1))**2+(suite(n-2))*x*2)/4

k
Corrigé de I’exercice 2. Pour tout entier n > 1, on pose : S, =Y 1, % A T'aide d’une boucle, écrivons
une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 1 entré par 'utilisateur, calcule et affiche S,,. Pour ce

faire, on va procéder comme suit :
import numpy as np

def somme2(n):
s=0
for k in range(1l,n+1):
s=s+((-1) *x*k/ (k**3))
return s

Corrigé de l’exercice 3. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 1 entré par
I'utilisateur, calcule et retourne la valeur de T;, = >, >~ sin(l). Pour ce faire, on va procéder avec une
double boucle for comme suit :

import numpy as np

def doublesomme(n):
t=0
for k in range(1l,n+1):
for 1 in range(1l,k+1):
t=t+np.sin(1)
return t

1. SuJET TYPE EDHEC-EML

Corrigé de I’exercice 4. Dans tout I’exercice, on désigne par F un espace vectoriel de dimension n (avec
n > 2), on note Id I’endomorphisme identité de E et § Pendomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme
f de E, on appelle trace de f le réel, noté Tr(f), égal a la trace de n’importe laquelle des matrices représentant
f- On admet que lapplication trace ainsi définie est une forme linéaire sur L(FE).

Partie I : préliminaires



(1) On considére un projecteur p de E, c’est-a-dire un endomorphisme de F tel que p o p = p.

(a) Montrons que : E = ker(p) ® Jm(p). Tout d’abord, on commence par vérifier que ker(p) et Jm(p)
sont en somme directe. Pour ce faire considérons un vecteur x € ker(p) N Jm(p). Alors, on voit que
p(z) = 0 et qu'il existe un vecteur z de E tel que z = p(z). Comme p o p = p, ceci entraine que :

0=p(x) =pop(z) =p(z) ==,
et donc z = 0. En particulier, on a ker(p) N Im(p) = {0} et ker(p) et IJm(p) sont en somme directe.
Comme de plus dim E = dim ker(p) + dim Jm(p) d’apres le théoréme du rang, on en déduit que :

‘E = ker(p) & Jm(p). ‘

(b) Etablissons que Jm(p) = ker(Id — p). Tout d’abord, on va montrer que Jm(p) C ker(Id — p). Pour
ce faire, considérons un vecteur = de Jm(p). Alors il existe un vecteur z de E tel que x = p(z), ce
qui entraine que :

(Id = p)(2) = = — p(x) = p(z) —pop(z) =0,
car pop = p par hypothese. En particulier, on a :

‘ Jm(p) C ker(Id — p). ‘

A présent, montrons que ker(Id —p) C Jm(p). Pour ce faire, considérons un vecteur x de ker(Id — p).
Alors, on voit que (Id — p)(z) =  — p(xz) = 0, ce qui entraine que = = p(x), et donc x appartient a
Jm(p). En particulier, on a :

’ker(ld —p) C Jm(p). ‘
Par conséquent, on en déduit par double inclusion que :

‘ Jm(p) = ker(Id — p). ‘

(¢) Montrons que : rg(p) = Tr(p). Pour ce faire, considérons une base By = (eq,...,e,) de Jm(p) et
une base By = (€y41,-..,€,) de ker(p). Comme E = ker(p) & Jm(p) d’apres la question (1)(a), la
concaténation B = (e, ..., e,) des bases B; et Bs donne une base de E. Comme e; appartient & Jm(p)
pour tout ¢ € [1,7] et que IJm(p) = ker(Id — p) d’apres la question (1)(b), on voit que p(e;) —e; =0
pour tout ¢ € [1,r], et donc p(e;) = e; pour tout i € [1,r]. De plus, comme e; appartient & ker(p)
pour tout ¢ € [r+ 1,n], on voit que p(e;) = 0 pour tout ¢ € [r + 1,n]. En particulier, la matrice de
p dans la base B est donnée par :

1 0 0
0
1
matg(p) =
0
: .0
0 ... ... ... 0 0

Des lors, ceci entraine avec les propriétés de la trace que :
Tr(p) = Tr (matg(p)) =1+ ... + 1 = r = card(By) = dim IJm(p).

Mais par définition du rang, on en déduit que :
rg(p) = Tr(p).
(2) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout k € N* par :
P(k) : 7si Ey, ..., Ej, sont des sous-espaces vectoriels de E, alors dim(F1+...4+E)) < dim(E;)+...+dim(Ey)”.

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie car dim F; < dim E;. A présent, supposons P (k) vraie pour un
certain k € N*| et montrons que P(k + 1) l'est aussi. Soient E1, .., Fx, Fi11 des sous-espaces vectoriels
de E. D’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(E; + ... + By + Egy1) = dim(Ey + ... + E) + dim Fy 1 — dim((Eqy + ... + Ex) N Eg4q).
Comme dim((Ey + ... + Ex) N Ex4+1) > 0, ceci entraine que :
dim(E; + ... + Ex + Egy1) < dim(Eq + ... + Ey) + dim Ey4.
Mais comme dim(F; + ...+ Fy) < dim(F4) + ... +dim(E}) par hypothese de récurrence, il s’ensuit que :
dim(Ey + ... + Ex + Egy1) < dim(Eq) + ... + dim(Ey) + dim By 1,
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et donc P(k+1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre k > 1.
Par conséquent, on vient de montrer que, pour tous sous-espaces vectoriels F1, ..., Ex de E, on a :

| dim(By + ... + By) < dim(By) + ... + dim(Ej). |

Partie IT : CNS (condition nécessaire et suffisante) pour qu’une somme de projecteurs soit un
projecteur

Soit k£ un entier > 2. On considére des projecteurs pi,...,pr de E, et I'on pose qx = p1 + p2 + ... + pk.

(1) Montrons que si, pour tout couple (i,j) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6, alors g est un
projecteur de E. Remarquons tout d’abord que ¢x est un endomorphisme de E car g est une somme
finie d’endomorphismes de E et L£(E) est un espace vectoriel. Si de plus on suppose que p; o p; = 6
pour tout couple (i, ) € [1,k]? tel que i # j, alors on trouve par distributivité de la composition par
rapport a ’addition que :

¢ = (p1+.+pK)o(P1+ ... +pr)

k k
- Y nen
i=1 j=1

k
= Zpiopi+ Z Pi O Pj
i=1

1<i, i<k, i#j

k
= Zpi + Z 0
i=1

1<i,j<k, i#j

k
= Zpi = Gk
=1

Par conséquent, on en déduit que si, pour tout (i, ) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o pj = 0, alors :

’ qx est un projecteur de F. ‘

On suppose dans toute la suite que gy est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple
(i,7) € [1,k]? tel que i # j, on ap;op; = 0.

(2) (a)

Montrons que Jm(gy) est inclus dans Jm(py) + ... + Im(py). Pour ce faire, considérons un vecteur
x de Jm(g). Alors il existe un vecteur z de E tel que z = ¢x(z). Comme g = p1 + ... + pg, ceci
entraine que :

z=qr(2) = (p1 + . ) (2) = p1(2) + ... + pr(2).
Comme chaque vecteur p;(z) appartient & Jm(p;) pour tout ¢ € [1, k], il s’ensuit que = appartient
a Jm(py) + ... + Jm(pg). Mais comme ceci est vrai pour tout = € Jm(gx), on en déduit que :

| Im(g) € Tm(py) + ... + Im(py). |

Etablissons tout d’abord que rg(gx) = dim(Im(p1) + ... + Im(pg)). D’apres la question précédente,
on a Jm(gg) C IJm(p1) + ... + Im(pg), ce qui nous donne avec la question (2) de la partie I que :

rg(qr) = dim Im(gx) < dim (Jm(py) + ... + Im(pg)) < dim Im(py) + ... + dim Im(py).
Par définition du rang, ceci entraine que :
rg(qx) = dim Im(qg) < dim (Jm(py) + ... + Im(pr)) < rg(p1) + ... +rg(pr). (%)

Par ailleurs, comme g, p1,...,pr sont des projecteurs, on obtient avec la question (1)(b) et par
linéarité de la trace que :

rg(qr) = Tr(qr) = Tr(py + ... +pr) = Tr(p1) + ... + Tr(pr) = rg(pr) + - +18(pr).  (+%)
En associant les relations (%) et (xx), il s’ensuit que :
rg(gqr) = dim Im(gx) = dim (Im(py) + ... + Im(pr)) = rg(p1) + ... + rg(pr)-

Par conséquent, on en déduit que :

‘rg(qk) = dim(Jm(py) + ... + Im(py)). ‘




A présent, montrons que Jm(qx) = Im(py) + ... + Im(px). D’apres la question (2)(a) de la partie 1,
on a l'inclusion de sous-espaces vectoriels Jm(gx) C Jm(py) + ... + Im(py). De plus, comme on vient
de montrer que rg(gx) = dim Jm(gx) = dim (Jm(py1) + ... + Im(pk)), on en déduit que :

| m(g) = Im(py) + ... + Im(py). |

Etablissons I'égalité : Jm(qx) = Im(p1) & ... ® Im(py). D’apres la question (2)(b) de la partie II, on
sait que Jm(qx) = Jm(p1) + ... + Im(py). Par ailleurs, on a montré a la méme question que :

rg(qr) = dimIm(gx) = dim (Jm(p1) + ... + Jm(pr)) = rg(p1) + ... + rg(Pr),
ce qui entraine la relation suivante :
dim Jm(qr) = dim (Jm(py)) + ... + dim (Im(py)) .

Par conséquent, on en déduit que :

| Tm(ge) = Im(p1) @ .. & Im(py). |

Montrons que, pour tout j € [1, k], on a : g o p; = p,. Pour ce faire, considérons un vecteur = € E.
Comme p;(z) appartient & Jm(p;) par définition et que Jm(gx) = Im(p1) & ... & Im(py) d’apres la
question (2)(c) de la partie II, on voit que p;(x) appartient & Jm(gx). Dés lors, comme g est un
projecteur de E par hypothese, on voit d’apres la question (1)(b) de la partie I que p;(x) appartient
a ker (Id — ¢), ce qui entraine que p;(x) — gi o p;(x) = 0, et donc g o pj(x) = p;(x). Mais comme
ceci est vrai pour tout z € E, on en déduit que :

4k ©Pj = Pj-

Montrons que, pour tout j € [1, k] et pour tout € E, on a: Zle i Pi(pj(x)) = 0. Pour ce faire,
fixons un vecteur x € . Comme g, op; = p; d’apres la question précédente et que g = p1 +... +pi
par hypothese, ceci nous donne que :

k
qr o pj(x) = (sz) opj(z) = pj(z).

Par distributivité de la composition par rapport a ’addition, on trouve que :

k
Zpi o p;(x) = pj(z).

En particulier, ceci entraine que :
k

> pilpi(@) = pi(x) —p3 (@),

i=1, i#j
Comme p; est un projecteur, on sait que p; = p?, et donc :

k
> pilpj(x) = pi(x) — pi(x) = pj(x) — pj(x) = 0.
i=1, i#j

Par conséquent, on en déduit que, pour tout j € [1, k] et pour tout z € F :

Y. pilpi(@) =0.

i=1, i#£j

k

Montrons alors que, pour tout (i, j) € [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0. Pour ce faire, fixons un
vecteur x € F. D’apres la question précédente, on sait que :
k
Z pi(p;(z)) =0.
i=1, i

Comme p;(p;(x)) appartient & Jm(p;) par hypothese, on voit que le vecteur u = Zf:l iz Di (pj(x))
appartient & Jm(p;) @ ... ® Jm(py). Comme cette somme est directe et que u = Zle i3 Pi(pj (@),
on voit que cette écriture de u est sa décomposition dans la somme directe Jm(py) & ... ® Tm(pg).
Des lors, il s’ensuit que, pour tout indice ¢ # j :

piopj(x) = 0.
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Mais comme ceci est vrai pour tout x € E, on en déduit que, pour tout (4,5) € [1, k]? tel que i # j,

on a l'égalité :
[piop; =0

(4) A la question (1) de la partie I, on a montré que, si pour tout couple (i,5) € [1,k]? tel que i # j, on
a p; op; = 0, alors g, est un projecteur de E. De plus, on a établi la réciproque de cette assertion a la
question (3)(c) de la partie II. Par conséquent, on peut en conclure que :

qr est un projecteur si et seulement si, pour tout (,7) € [1, k]* tel que i # 4, on a p; o pj = 0.

Corrigé de I’exercice 5. On dit qu'une matrice M € My (R) est involutive si M2 = I, ott I désigne la
matrice identité de Mo (IR). Dans ce qui suit, on considére une matrice M € M3 (R) de la forme :

(1) (a)

a c
M = (b d) |
Montrons que M? = (a+d)M — (ad — bc)I. Pour ce faire, on pose N = M? — (a+d)M + (ad — be)I.
Par des calculs simples, on trouve que :

N = M?—(a+d)M + (ad — be)I

O ) R RS

a® + be ac+cd>_<a2+ad ac+cd) (adbc 0 )

- (ab+bd be + d ab+bd ad+ d? 0  ad—bc
~ (a®+bc—a®—ad+ad—be ac+cd —ac—cd B 0 0
N ab +bd — ab — bd be+d*—ad—d*+ad—bc) — \0 O

Par conséquent, on en déduit que :

M? = (a+d)M — (ad — be)L|

Montrons que M est inversible si et seulement si ad — be # 0. Supposons tout d’abord que M soit
inversible et montrons que ad — be # 0. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde et on suppose que
ad — bc = 0. Partant de la relation précédente, on voit que :

M? = (a+d)M.
Comme M est inversible, on obtient par produit avec M1 que :
M=MM"'=(a+dMM = (a+d)l.

Des lors, il s’ensuit par identification que a =a+d=d,b=0et c=0,et donca=b=c=d =0.
En particulier, la matrice M est nulle, ce qui contredit le fait qu’elle soit inversible. En d’autres
termes, on vient de montrer que, si M est inversible, alors ad — bc # 0.

Réciproquement, supposons que ad—bc # 0, et montrons que M est inversible. D’apres la question
précédente, on sait que :

M? = (a+d)M — (ad — bc)I.
Comme ad — be # 0 par hypothese, on obtient par des calculs simples que :
M—(a+d)I] I
—(ad —bc) |
En particulier, il existe une matrice N € Ma(R) telle que MN = I, et donc M est inversible. Par
conséquent, on en déduit que :

|

‘M est inversible si et seulement si ad — be # 0. ‘

Dans le cas ot1 ad — be # 0, écrivons M ! en fonction de a, b, ¢, d. D’apres les calculs de la question
précédente, on voit que :

M~ = A{(_ac(la—+bi))1 B adl—bc {_ <Z CCl) Hlatd <(1) (1))] .




Par conséquent, on en déduit apres simplification que :

1 d —c
M= :
ad — be <—b a )

Montrons que la matrice al, ou a € R, est involutive si et seulement si @« = 1 ou a = —1. Par des
calculs simples, on trouve que :

M?>=] < &’I’=] < d’I=] < do’=1 < a=-=+1.

Par conséquent, on en déduit que :

ol est involutive si et seulement si « =1 ou o = —1.

Dans cette question, on suppose que M # I et M # —I. Montrons que M est involutive si et

seulement si a +d = 0 et ad — bc = —1. Supposons tout d’abord que M soit involutive et distincte
de I et —I, et montrons que a +d = 0 et ad — bc = —1. Comme M? = I, on voit avec la question
(1)(a) que :

M?*=1=(a+d)M — (ad — be)I.
Des lors, il s’ensuit que :
(a+d)M — (ad — bc+ 1)I = 0.
Si 'un des coefficients a+d ou ad—bc+1 était non nul, alors les matrices M et I seraient colinéaires.
Comme M? = I, la matrice M est non nulle, et donc il existerait un réel a tel que M = al. Mais

comme M est involutive, il s’ensuivrait d’apres la question précédente que M = =4I, ce qui est
impossible par hypothese. Par conséquent, on vient de montrer que :

’si M est involutive, alors a +d =0 et ad — bc = —1. ‘

Réciproquement, supposons que a +d = 0 et ad — bc = —1, et montrons que M est involutive.
D’apreés la question (1)(a), on trouve que :

M? =(a+d)M — (ad —bc)[ =0x M — (—1) x I = 1.

Des lors, il s’ensuit que :

’si a+d=0et ad —bc = —1, alors M est involutive. ‘

Par double implication, on en déduit que :

‘M est involutive si et seulement si a +d = 0 et ad — be = —1. ‘

(3) Dans cette question, on suppose que a =5,b=2, c=—4,d = —1.

(a)

Trouvons un réel a tel que M = ol + B, ou B est involutive. Pour ce faire, supposons qu’un tel réel
« existe. Comme la matrice M (et donc la matrice M — al) n’est pas un multiple de I, on voit avec
la question (2)(b) que la trace de M — o (c’est-a-dire la somme "a + d") doit étre égale & 0, ce qui
nous donne par linéarité de la trace que :

To(M —al)=Te(M) —aTr(l) =5—-1—-2a=4—-2a=0,

d’ou il s’ensuit que o = 2. Vérifions a présent que = 2 convient bien. Par des calculs simples, on
trouve que :

2
on2_ (52 —4 (3 =4\ (3 —4\ (9-8 —-12+12) (1 O
(M 21)‘(2 —1-2) “\2 =3)\2 —3)"\6-6 -s+9 )= \0 1)
En particulier, la matrice B = M — 21 est bien involutive, et donc :

a=2.

Calculons M™ en fonction de I, B,n pour tout n € N. Comme M = 2I + B et que les matrices 21
et B commutent, la formule du binéme entraine que, pour tout n € N :

n

M" = (2 + B)" Z( )Bk ehk
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Comme B? = I, on voit que B? = (B?)! = I’ = I et B**! = (B?)!B = I'B = B pour tout i € N.

Des lors, on obtient en développant la somme ci-dessus et en en séparant les termes d’indice pair et
impair que, pour tout n € N :

(i) (D)ments (§)sans v (7)o
()1 (D) (3o es ()

3 (Z)z”—k I+ 3> (Z)z”—k B.

0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

M’IL

Toujours d’apres la formule du binéme, on trouve que :

R LI -

k=0 0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

SR VN S RS M S

k=0 0<k<n, k pair 0<k<n, k impair
Par sommation et différence de ces égalités, on obtient que :
n 1 n 1
onk = (3" 4+ 1) et on—k — — (37 —1).
> (f)rtegenen > (yrr-se-v
0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

1 1
M™=Z(3"+1)I + =(3" — 1)B.

2 2
(¢) Montrons que M est inversible et vérifions que la formule de (3)(b) est encore valable pour n = —1.
Pour ce faire, on désigne par N la matrice obtenue & 'aide de la formule ci-dessus pour n = —1,

c’est-a-dire : . . ) .
= (371411 Z(37t = =27 Z-B.
N 2(3 + 1)+ 2(3 1)B 3] 3B

D’apres les propriétés du calcul matriciel, on trouve que :

MN = (2I+ B) (21;3)

4 2 2 1
= —-IxI+-BxI—-—-IxB—--BxB
3 3 3 3

= -I--B2

Mais comme B2 = I, on trouve que :

4 1 4 1
MN=—-I—--B)=-T—-]=1.
37 3 37 3

Des lors, il s’ensuit que M est inversible, d’inverse N. Mais comme N est la matrice obtenue a l'aide
de la formule de la question (3)(c¢) pour n = —1, on en déduit que :

1 1
M est inversible, d’inverse : M ! = §(Z’f1 + 1)+ 5(3*1 —-1)B.

Corrigé du probléme 1.

Préliminaires :




(1) (a)

. 42
Justifions que, pour tout n € N, on a : t"e? = 0(%2
t——+o0

a= . Comme y tend vers +o0o quand ¢ tend vers oo, on obtient par croissances comparées et
par composition des limites que :

). Pour ce faire, on pose y = t2 et
n+2
2

2=t — i — 0.

eY t—+oo

Dés lors, il s’ensuit que #> (t"e_t2) tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0, et donc :

n_—t2 _ l
e t—)?—oo 0 (t2>

Montrons que, pour tout n € N, I'intégrale fj;f tne=t"dt converge. Comme la fonction t — "e=t"
est paire (resp. impaire) si m est un entier pair (resp. impair), il suffit de vérifier que l'intégrale

f0+°° tne=t"dt converge. De plus, comme la fonction ¢ —s t"e~t" est continue sur [0, +o0], l'inté-

grale en question présente une impropreté en +o0o. Reste a étudier cette impropreté. Mais comme

tne—t’ Wi 0 (t%) et que l'intégrale f1+oo % converge (en tant qu’intégrale de Riemann), on voit que
—+00

lintégrale [ 1+oo tne=tdt converge aussi d’apres le critere de négligeabilité. En particulier, 'intégrale

f0+°° tne=t"dt converge, et donc :

+o0 2
lintégrale / t"e~"" dt converge.

— 00

Montrons que, pour tout polynome P € R[z], 'intégrale fj;o P(t)e=t"dt converge. Etant donné un
polynéme P : 2 — ag + a1z + ... + a, 2™ quelconque de R[z], on obtient par un calcul évident que,
pour tout £t € R :

n
P(t)e_t2 = Z agthe ™.
k=0

Mais comme chaque intégrale fjoooo the=t" gt converge d’apres la question précédente, il s’ensuit par
linéarité de l'intégrale que, pour tout P € R[z] :

+o0 2
Pintégrale P(t)e”"" dt converge.
—00
+o0 5 +o0 R
(2) On rappelle que / e~ dt = \/m, et 'on pose pour tout n € N : I, = / the " dt.
— 00 — 0o

(a)

Montrons que, pour tout n € Ny on a : I,,45 = (”TH) I,,. Pour ce faire, soient a,b des réels tels que

tn+1 t

a < b, et posons u(t) = —5— et v(t) = —e * pour tout ¢ € [a,b]. Alors les fonctions u et v sont

de classe C! sur [a,b], et de plus u/(t) = 2" et o'(t) = 2te="" pour tout ¢ € [a,b]. Deés lors, par
intégration par parties, on obtient que :

/bt"+26t2dt = /bu(t)v’(t)dt
~ luptol; - | oyt
gntle—t® ’ bn+1 2
= [_2 ]a—/a 5 t"x(—e_ )dt

prtlo—b* n+1,—a® 1 b
- - 42 +<"+ >/ tme " dt.
2 2 2 )/,

Comme b leb” tend vers 0 quand b tend vers 400 et que a™*le=%" tend vers 0 quand a tend vers

—oo d’apres la question (1)(a), il s’ensuit par passage a la limite quand b tend vers 400, puis quand

a tend vers —oo que :
+ +
/ e g ("+1)/ T e,
o 2 —o0




Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

n+1
A

(b) Montrons que, pour tout p € N, on a : Ipp4q1 = 0. Par définition, on sait que :

+o0 5
I2p+1 Z/ t2p+1€_t dt.
—o0

Notons que la fonction f : ¢t +—> 2P +1e—t" ogt impaire sur R. En effet, pour tout t € R, on a :

f(—t) _ (_t)2p+16—(—t)2 _ (—1)2p+1t2p+16_t2 _ —t2p+16_t2 _ —f(t).

Des lors, il s’ensuit que, pour tout p € N :

“+oo
Lpy1 = / f(t)dt =0.

—00

Par conséquent, on en déduit que, pour tout p € N :

(¢) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout p € N par :

Pp): "Iy = S /7

22pp!
Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car :
+oo +o0o
0)!
Iy :/ toe_tzdt:/ e Vdt = i = ;0—()),\/7?.

A présent, supposons que P(p) soit vraie, et montrons que P(p + 1) 'est aussi. Par hypotheése de
récurrence, on sait que :

~ (2p)! VA

P 92y

D’apreés la question (2)(a), on trouve alors que :

2p+ 1
b (% )Izp

2p+1 p)!
22pp'

§

2p+1)(2p+2
22(p+1)

VT
2p)! Jr

2pp!

("
<2p+1 (2p+2 D)!
(

oo b
))é

2p 4+ 2)(2 1)(2p)!
(2p+2)(2p + )(p)ﬁ
22 220(p + L)p!
_ (2p + 2)!
o 2202(p 4 1) v
2 !
__Cox o
22(p+1) (p + 1)!
et donc P(p + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre
p € N. En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout p € N :

(2p)!
I, = yieg) V.

I. Calculs d’intégrales dépendant d’un parametre :
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(1) Montrons que, pour tout z € R, les intégrales f0+°° sin(zt)e =t dt et f0+°° tcos(zt)et"dt convergent.

Pour ce faire, considérons la premiere intégrale. Comme la fonction ¢ — sin(;vt)e’t2 est continue sur
[0, 4+o00[, lintégrale f0+oc sin(xt)et"dt présente une impropreté en +oo. De plus, comme |sin(zt)| < 1
pour tout ¢ € [0, +0o[, on obtient que, pour tout ¢ € [0, +o0] :

‘sin(xt)e_t2‘ <et.
Des lors, comme l'intégrale f0+°o et at converge d’apres 1’énoncé, et que les fonctions ¢ — | sin(xt)e*t2|
et t —> e~'" sont positives sur [0, +00], V'intégrale f0+oo |sin(xt)e’t2|dt converge d’apres le critere de
comparaison des intégrales de fonctions positives. En particulier, I'intégrale f0+oo sin(act)e*t2 dt converge
absolument, et donc :

+oo
I'intégrale / sin(xt)e_t2dt converge.
0

A présent, considérons la deuxiéme intégrale. Comme la fonction ¢t — tcos(act)e_’52 est continue sur
[0, +00], 'intégrale f0+oo t cos(zt)e~t" dt présente une impropreté en +oo. De plus, comme | cos(at)] < 1
pour tout t € [0, +o00[, on obtient que, pour tout t € [0, +o0] :

‘t cos(a:t)eft2 <te .

Deés lors, comme l'intégrale 0+°° te=t dt converge d’apres la question (1)(b), et que les fonctions t —
—¢2 2 ey e 4z +o00 42 s N
|t cos(xt)e™"" | et t — te™"" sont positives sur [0, +ocl, Iintégrale ["~ |t cos(xt)e™"" |dt converge d’apres
le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives. En d’autres termes, on voit que l'intégrale
+oo —12
Jo tcos(at)e™" dt converge absolument, et donc :

+oo
I'intégrale / t cos(gct)e_’52 dt converge.
0

(2) On considere a présent les fonctions S et C' définies pour tout « € R par :

o0 9 400 )
S(x) :/ sin(zt)e " dt et C(x) z/ tcos(zt)e " dt.
0 0

a) Montrons que, pour tout (a,\) € R2 on a :
(a) que, p (a, ,

)\2
|sin(a + A) — sin(a) — Acos(a)| < =

Pour ce faire, on peut remarquer que la fonction f = sin est de classe C? sur R, et que de plus
sin’(z) = cos(z) et sin”(z) = —sin(z) pour tout x € R. Dés lors, d’aprés l'inégalité de Taylor-
Lagrange appliquée a la fonction f sur l'intervalle I d’extrémités a et a + A, on a :

)\2

|sin(a + A) — sin(a) — Acos(a)| < supzel\f”|(x)?.

Mais comme |f”(z)| = |sin(z)| < 1 pour tout € I, on voit que sup,¢;|f"|(z) < 1, et donc :

2

|sin(a 4+ A) — sin(a) — Acos(a)| < %

(b) Montrons que, pour tout z € R, on a :

S h)—S
lim 2@ EN ZS@ ey o,
h—0 h
Pour ce faire, partant de la question précédente ou I’on remplace a par xt et A par th, on obtient
que, pour tout (z,h,t) € R? :
t2h?
|sin((z + h)t) — sin(at) — thcos(zt)| < -

Si ’on multiplie cette inégalité par e_tQ, alors on trouve que, pour tout (z,h,t) € R? :

2201
| sin((z + h)t)e_t2 — sin(xt)e‘tz —th cos(xt)e_t2| < Te'
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Si 'on integre cette inégalité entre 0 et un réel o avec @ > 0, alors on obtient avec 'intégalité
triangulaire et par linéarité de 'intégrale que, pour tout (x,h,t) € R? :

/ sin((x—i—h)t)e_tZdt—/ sin(xt)e_t2dt—/ thcos(a?t)e_tzdt
0 0 0

IN

/ | sin((z + h)t)e_t2 — sin(nct)e_t2 —th cos(act)e_t2 |dt
0

o y2p2 —t2
< / e
O 2

Comme les intégrales S(x + h), S(z),C(x), 0+°° t2e=tdt convergent d’aprés les questions précé-
dentes, il s’ensuit par passage a la limite quand « tend vers +oo que, pour tout (z,h) € R? :

400 1272 —t2
t“h
S/ T,
0

+o00 2 +oo 2 +o0 5
/ sin((z + h)t)e " dt —/ sin(xt)e™" dt —/ thcos(zt)e " dt 5
0 0 0

ce qui se retraduit a l'aide des fonctions S, C' et de l'intégrale I5 sous la forme :

|S(z 4+ h) — S(x) — hC(z)| < %hz.

En divisant par |h|, on obtient que, pour tout « € R et tout h € R* :

S(z+h) — S(z)

A —C(x)

Iy
0< < —=|h|.
<| < 2pn

Mais comme %|h| tend vers 0 quand h tend vers 0, le théoreme des gendarmes entraine que, pour

tout z € R :

S(x 4+ h) — S(z)
h

d’ott 'on déduit que, pour tout x € R :

lim S(x +h) = S(x)
h—0 h

- C(x)| — 0,

h—0

—C(z)=0.

(¢) Montrons que S est dérivable sur R, et que S’ = C. D’apres la question précédente, on voit que,

pour tout z € R :
S(x+h)—5
LS h) -~ S()
h—0 h
Mais ceci signifie exactement que S est dérivable en x pour tout = € R, et que de plus S’ (x) = C(z).
Par conséquent :

= C(x).

la fonction S est dérivable sur R et de plus : S’ = C.

(3) (a) Etablissons que, pour tout z € R :

1 =z
C(z) == — =S(x).
(1) = 5~ 25(a)
Pour ce faire, fixons un réel a > 0, puis posons u(t) = 1 cos(xt) et v(t) = —et” pour tout ¢ € [0,al.
Alors les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, a], et de plus u/(t) = —3z sin(at) et v/(t) = 2=t

pour tout ¢ € [0, a]. Dés lors, par intégration par parties, on obtient que :

/Oa teos(zt)e Udt = /Oa u(t)v' (t)dt

2
3 @ 1 1 a
= —% + 3~ 5:5/0 sin(xt)e_tzdt.
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Comme |cos(za)| < 1 pour tout o > 0, on voit que cos(za)e~® tend vers 0 quand o tend vers
+00. Deés lors, il s’ensuit par passage a la limite quand « tend vers 400 que :

+o00 +oo
1 1
/ teos(at)e ™ dt = = — fx/ sin(zt)e " dt.
0 0

2 2
Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € R :
1 =z
Cz)=—-—=5(x).
(2) = 5 — 55(2)

(b) Montrons que, pour tout € R, on a :
m2 * t2
2eTS(x) = / eTdt.
0

2
Pour ce faire, on pose f(x) = 2e’T.S(x) pour tout x € R. Alors la fonction f est dérivable sur R
comme produit de fonctions dérivables (vu que S est dérivable d’apres la question (2)(c)). De plus,
pour tout x € R, on trouve avec les questions (2)(c) et (3)(a) que :

F@) = (275@)

= 2(%) T S(z) + 26 5 (x)

2

= 2eTS(zx)+ 2eéC(x)

2 z2
4

— 2e%S(z) 4205 (; - ”2”5(;1@))

2

2 z2

= zeTS(x)+eT —zetS(x) = eT.
22
Des lors, comme les fonctions f’ et x — e’T sont égales sur R, leurs primitives sont aussi égales
sur R & une constante additive preés. En particulier, il existe un réel Cy tel que, pour tout z € R :
22 T2
flz) =2e7S(x) = / eTdt + Cp.
0
Mais comme sin(0) = 0, on obtient par définition de S que :
+oo R +oo
S(0) = / sin(2.0)e—t dt = / 0.dt = 0,
0 0

En particulier, il s’ensuit que :

0 2
f(0) =27 5(0)=0= / eTdt + Cy = Cp,
0

d’ou 'on déduit que Cy = 0. Par conséquent, on a pour tout x € R :

m2 r t2
QeTS(:E):/ eTdt.
0

(¢) D’apres la question précédente, on obtient que, pour tout = € R :

1 T2 1 z?2 T2
S(z) = — / eTdt=—-e T / eTdt.
2 0 2 0

eT
Comme de plus C(z) = 3 — £5(x) pour tout z € R (et ce d’apres la question (3)(a)), on trouve
que, pour tout x € R :

1 21 _2 [% 2 1 =z
e Y
Clo)=5-37° 4/064 2 1 ;

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € R :

1 z? T2 1 T z2 T
S(x) = §e_T/O eTdt et C(x)= 5 16_7/0 eTdt.

II. Obtention d’un développement limité
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(1) Montrons que, pour tout = € R, Uintégrale g(z) = erooj 1ﬂ¥2t2e_tzah‘ converge. Tout d’abord, on peut

remarquer que la fonction ¢ — * est paire sur R, et donc il suffit d’établir la convergence

de 'intégrale f0+oo m%ﬂe_
Iintégrale f0+°° m%tze_tzdt présente juste une impropreté en +oo. Enfin, comme 1 + z
tout ¢ € [0, +oo[, on trouve que, pour tout ¢ € [0, 400] :

1t
1+4x2¢2 €

2 . _e :

" dt. De plus, comme la fonction ¢ — e est continue sur [0, +o0f,

2t2 > 1 pour

0< 1 42 < 42
— e e
— 14 22t -

D’aprés la question (1)(b) des préliminaires, on sait que I'intégrale fjoos 2P~ dt converge pour tout

p € N, et donc f0+oo t2pe—t gt converge aussi pour tout p € N. En particulier, on voit en prenant p =0

1 _
14+x2t2 e

comparaison des intégrales de fonctions positives. Par conséquent, comme la fonction ¢ — Hl%ﬁe’
est paire sur R, on en déduit que, pour tout x € R :

2 N LN
" dt converge d’apres le critére de
t2

que l'intégrale f0+oo e~t" dt converge. Dés lors, l'intégrale f0+°o

+o00 1 5
l'intégrale g(x) = /_OC me_t dt converge.
(2) (a) Montrons que, pour tout u > 0, on a :
1
0< (1 —u+u?) - <.
< +u) 1+u —
Par des calculs simples, on trouve que, pour tout u > 0 :
| utu?— 1 _ 1+u)(1—u+u?)—1
1+u 1+u

l—utuwl4+u—u24ud—1
1+u

w3

14w

ud
14w

Comme u > 0, on voit que 1 +u > 1, et donc 0 < < u3. Par conséquent, on en déduit que,

pour tout u >0 :

1
u

(b) Montrons que, pour tout « € R, on a :

oo 15
0< / (1—2%t* + x4t4)e_t2dt —g(x) < Tﬁxﬁ.

— 00

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout u > 0 :

1
0<(1-—u+u?) — <ud
= +u) 1+u —
En remplacant u par 2%¢2, on obtient que, pour tous z,t € R :
1
0<1— 222 444 _ < 2546
< Tt + 15222 = T

2
" on trouve que, pour tous x,t € R :

1
1+ 222

En multipliant le tout par e~

0<(1—a%*+ 334t4)e_t2 e < abtbe

D’apres la question (1)(b) des préliminaires, on sait que l'intégrale fjoooo t5e=t" dt converge, et donc
I'intégrale fj;o 256t qt converge par linéarité. D’apres le critere de comparaison des intégrales
de fonctions positives, on obtient que I'intégrale fj;:[(l — 222 4 gttt et — 1Jr,ulc¥2152e’t2]dt converge.

Des lors, il s’ensuit par croissance de 'intégrale que, pour tout = € R :

e 2,2 44y —t2 1 t? e 6,6 ,—t>
T

— 00 — 00
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- 2% + $4t4)€_t2 dt converge d’apres la question (1)(c) des préliminaires

et que lintégrale g(z) = f+;o 1+;2t26 “at converge d’apres la question (1) de la partie III, on

obtient par linéarité de 'intégrale que, pour tout z € R :

e 2,2 4,4 2 e 1 2 ee 6.6 —t>
OS/ (1 —z*t* + 2°t%)e” dt—/ m@‘ dtg/ z et dt.

— 00 — 00 — 00

Comme Dintégrale [

Toujours par linéarité de I'intégrale, ceci entraine que, pour tout z € R :

oo 2 +oo 1 2 +oo 2
0< / (1 — 2% 4 2t e " dt — / ———5e Tdt < xG/ tSe=" dt.
oo 1+ 222

— 00 — 00

Comme I = fj;; t5¢="dt, on voit avec la question (2)(c) des préliminaires que :

(2x3)! — 6x5x4x3x2 — 15
22x33"f 26 x 3% 2 ﬁ_§ﬁ'

En reportant ceci dans ’encadrement ci-dessus, on obtient que, pour tout z € R :

Hoo > e 1 2 15
0< / (1 — 2 + 2t e " dt — / ———e Vdt < gﬁxq

s oo L4 222

Is =

Mais par définition de g, on en déduit que, pour tout = € R :

e 2,2 444y ,—t? 15 6
0< (1 —2%t* + 2"t)e dt—g(x)ggﬁx.

— 00

(3) Montrons que g admet un développement limité & l'ordre 5 en 0 et donnons ce développement limité.

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout z € R :
oo 2,2 4,4y —t? 15 6
OS/ (1 —z%t° + z*t%)e dt—g(aj)ggﬁx.
— 00

D’apres la question (1)(b) des préliminaires, on sait que U'intégrale f > 2pe =t gt converge pour tout
p € N. Par linéarité de l'intégrale, on trouve que, pour tout x € R :

e t? 2 +O°2 t? 4 +OO4 t2 15 6
O§/ e~ dt—x/ tee” dt—i—m/ t*e” dt—g(m)gg\/?rx.

— 00

Par définition de I,,, ceci entraine que, pour tout x € R :
15
0<Iy— La?+ Lia* —g(z) < gﬁxﬁ. (%)

A noter que Iy = /7 d’aprés la question (2)(c) des préliminaires. De plus, on voit d’aprés la méme
question que :

(2 x 1)! 1
I = T92x171 V= \inﬁ
Par ailleurs, on trouve avec la méme question que :
(2 x 2)! 4 % 3 X 2
L= m= 2 m

En particulier, I'inégalité (x) se réécrit sous la forme suivante, pour tout r € R :

1 3 15
0<Vm— §ﬁx2 + Z\/Ea:‘l —g(z) < gﬁmﬁ. (%)
Considérons alors la fonction € : R — R, définie par €(0) = 0 et pour tout € R* par :

Vi it A et 12}
e(z) =
xd
D’apres lencadrement (x*), on voit que, pour tout > 0 :

1
0<e(z) < gﬁx

De méme, toujours d’apreés (xx), on constate que, pour tout z < 0 :

%ﬁx <e(x) <0.

Dans tous les cas, ceci nous donne que, pour tout z € R* :

15 15
oVl < e(@) < <Vl
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D’apres le théoréme des gendarmes, il s’ensuit que () tend vers 0 quand x tend vers 0. Par ailleurs,
on sait par construction de la fonction € que, pour tout x € R :

g(x) =/ — %\/7?332 + Zﬁx‘l — x%e(x).

Par conséquent, on en déduit que g admet un développement limité a I'ordre 5 en 0 donné par :

g(z) = VT - %\/%xg + %\/7?964 + o(z®).

ITI. Nature d’une série :

(1)

Montrons que, pour tout p € N, l'intégrale u, = f+°° £ 4t converge. Tout d’abord, on peut

oo Er(EpNE
2 2
remarquer que la fonction ¢ — #;p)!e*t est paire sur R, et donc il suffit d’établir la convergence de
ExGmI

I'intégrale f0+°o
I'intégrale f0+°° %e_tzdt présente juste une impropreté en +oo. Enfin, comme 2 + (2p)! > (2p)!

pour tout ¢t € [0, +o00[, on trouve que, pour tout ¢ € [0, 400 :

£ *dt. De plus, comme la fonction ¢ —s %e‘ﬁ est continue sur [0, +00],

t2P t2P
7t2 S 7t2

Ve S

D’aprés la question (1)(b), on sait que lintégrale sz 2Pt dt converge, et donc f0+°° 2=t dt
converge aussi. Dés lors, 'intégrale f0+oo %e*ﬁ dt converge par linéarité, ce qui entraine que l'intégrale
2P

+o00 _42 N s . o Lz . o,
fo i " dt converge d’apres le critére de comparaison des intégrales de fonctions positives. Par

conséquent, on en déduit que, pour tout p € N :

+oo t2p R
—t
e " dt converge.

I'intégrale u, = / _—
—oo 124 (2p)!

12;,
2p)!”

Montrons que, pour tout p € N,ona: 0 < u, < 0 Comme a la question précédente, on voit que,

pour tout t € R :

2P 2P

0< — ot
Seaept T @)

Par croissance de l'intégrale, ceci entraine que :

+o0 +oo $2p 2 +oo 42p 5
/ 0.dt g/ — e Vdt g/ ——e tat,
— s 12+ (2p)! — (20!

vu que toutes les intégrales en question convergent d’apres les questions précédentes. Des lors, par
linéarité de 'intégrale, il s’ensuit que :

+oo 2p .2 1 +oo —
0< S dtg—/ t2Pe~t dt.
/_oo 2+ (2p)! 2p)! )

Par définition de u, et Iy, on en déduit que, pour tout p € N :

—¢2

I
0<u, < P
" (2p)!
Montrons que la série ) u, converge. Tout d’abord, on voit que ) u, est une série & termes positifs
d’apres la question précédente. De plus, d’apres la question ci-dessus et la question (2)(c) de la premiére
partie, on trouve que, pour tout p € N :

Ly _ (2p) L1 (1)
= ) 22”19!\/77r “ et 22pp!ﬁ_ p! v
1\P 1\P
D’apres le cours, on sait que la série exponentielle ) % converge, et donc la série > ﬁ% converge

aussi par linéarité. Des lors, la série Y u,, converge d’apres le critére de comparaison des séries & termes
positifs, et donc :

la série E u, converge.




16

2. Sujet type ESSEC

Corrigé du probléme 2.

Notations et objectifs :

Dans tout le probleme, E désigne l'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [0, 1] et a
valeurs réelles. Sous réserve d’existence, on note :

+o00o +oo 1
1 2x (=) g
ST — — ———— et DT> .
L x ; n?—az2 °© vz TLZ::I n? — 2

Le but du probleme est d’obtenir, a 'aide des fonctions ¢ et v, des expressions des fonctions sin, i, =
comme somme de séries ou produit infini (On parle de développements eulériens). Plus précisément, dans la
partie I, on étudie les premieres propriétés de la fonction ¢ ; dans la seconde partie, on introduit et on étudie

lopérateur T' défini sur F par :

VieE, veelo,l], [T(f)) =f (g) v f (”3;1) .

cos
sin

la partie IV, I’étude de la fonction ¥ permet d’obtenir une expression de
égalités suivantes pour tout (a,b) € R? :

On en déduit une expression de la fonction puis, dans la partie III, de la fonction sinus. Enfin, dans
1

<~ Rappelons pour terminer les

cos(a+b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) (formule d’addition pour cos)
sin(a4+0b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b) (formule d’addition pour sin)
cos(2a) = 2cos?(a) — 1 (formule de duplication d’angle pour cos)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) (formule de duplication d’angle pour sin)

(1) Partie I : Etude de la fonction ¢

2z

(a) Montrer que, pour tout réel 2 qui n’est pas un entier relatif, la série de terme général u, (r) = —**—

est convergente. Comme x n’est pas un entier relatif, on voit que = # 0, et donc :
(2) 2x 2x
U\ T ) = —F/———= ~ —_
" n2 — 12 n—4oo n2
En particulier, la série > Z—ﬁ converge comme multiple d’une série de Riemann convergente. Comme
de plus 2% est du signe de z (et donc de signe constant) pour tout n > 1, on en déduit par équivalence
n
de séries a termes positifs que :

la série Zun(ac) converge pour tout réel x qui n’est pas un entier relatif.

Dans la suite, on notera D ’ensemble des nombres réels qui ne sont pas des entiers relatifs. La
fonction ¢ est donc définie sur D.

(b) Imparité et périodicité de ¢ :

(i) Justifions que la fonction ¢ est impaire. Pour tout z € D, on voit que —x appartient aussi a
D (car —z n’est pas un entier relatif vu que x ne l'est pas) et de plus, on a par linéarité de la
somme que :

+o0 too
1 2(—x) 1 2x
i D e AR DSl G

Par conséquent, on en déduit que :

’ la fonction ¢ est impaire. ‘

(ii) Vérifions que, pour tout € D, on a : n22—z."c2 = niT — nir Par des calculs simples, on trouve
que, pour tout x € D :
2x 2x n+xz—(n—ux) n+x n—x 1 1

n2—22 (n—z)(n+z) (m—2)(n+tz) m—-z)(n+z) n—2)(n+tz) n—-z n+a
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Par conséquent, on en déduit que pour tout x € D :

2z 1 1

7 =

n—=x n—+x

2

n® —x

(iif) Montrons que, pour tout € D, on a : ¢(x + 1) = ¢(x). Pour ce faire, fixons un entier p > 2.
Pour tout = € D, on voit avec la question précédente et par linéarité de la somme que :

“n?— (z+1)° B “n—( x—i—l Cn+az+1

n=

N nzln—l—x n+l+zx

oy by

N n—1—x n+l+a
n=1 n=1

En effectuant les changements d’indices £ = n— 1 dans la premiere somme de droite et k =n+1
dans la deuxieme, puis en utilisant la linéarité de la somme, on trouve que :

—n?—(r+1)? N —n—l-z “=n+l+tw
B p—1 1 p+1 1
k- ikt

B 1 +Z 1 n 1 1 1
N r p—=x kzlk:—m 1+ p+1+4+x kzlk—i—x

1 1 £
B _;_pfos+l+x p+1+x g k—x Zker

1 1 1 1
r p—x 14+z p+l4zx k:lk —x
Par passage a la limite quand p tend vers +o0o dans 1’égalité ci-dessus, on obtient que :

*i 2z +1) 1,1
2 _(r+12
“n?—(z+1) z 1

n=

ce qui redonne apres réarrangement que :

x—i—l 1
1+xizn2 2 Tz ZkQ—xQ

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € D :
(@ +1) = ¢(2).]

La fonction ¢ est donc périodique de période 1.

(¢) Continuité de ¢ :

(i) Justifions, pour tout x € D U {0,1}, l'existence de :

X 2w & 1
g(x)onQ_foZ n—-z n+z)’
n=2 n=2

Pour ce faire, on distingue deux cas. Si = 0, alors on voit que u,(0) = 0 pour tout n > 2, et
donc la série ), -, u,(0) converge. Si maintenant x € D U {1}, alors on constate que u, () est



bien définie pour tout n > 2, et de plus :
(2) = 2x 2x
U = 2 2 oo 2

En particulier, la série % converge comme multiple d’une série de Riemann convergente.
Comme de plus i—ﬁ est du signe de z (et donc de signe constant) pour tout n > 2, la série
Y n>o Un(x) converge par équivalence de séries a termes positifs. Par conséquent, on en déduit

que la série ) -, up(x) converge pour tout € D U {0,1}, et donc :

+oo
2
Pexpression g(z) = Z ﬁxz est bien définie pour tout = € D U {0, 1}.
n=2
(ii) Vérifions que, pour tout z € D, ona : p(z) = + — -+ p%z —g(z). Pour tout x € D, on trouve
par définition de ¢ et g, et d’apres la question (1)(b)(i4) que :
+oo
1 2x
pla) = —=D 5
n=1
1 2 *Z“’ 2
oz 12— g2 n? — x?
n=2
1ot i’" 20
oz l-z 14z :2n27x2
1 1 1
e ]

r 1—2 14z
Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € D :

o)=L ga).

r l1—ax 1+=x

(iii) Soit h € |—1, 3 [. Montrons que :

+oo
2
Ve e [0,1], |g(z+h)—g(z)| <C|h|, avec:C = Z

s (n— ;)

Pour ce faire, fixons tout d’abord un entier n > 2. D’apres la question (1)(b)(i), on trouve que :
2(x + h) 2x
n?—(x+h)?2 n?-—2z?

un(x+h) —u,(x) =

1 1 1 n 1
n—xczt—h n+x—h n—z n+zx

1 B 1 _ 1 7 1
n—xr—h n-—=x n+xrx—h n+zx
h h

n—z—h)(n—xz) Mm+z—h)(n+z)

D’apres l'inégalité triangulaire, ceci nous donne que :

h h
n h - Un S .
fun( + h) = un(2)] (n—xz—h)(n—2x) + (n+x—h)(n+x) ()
Comme x appartient a [0, 1] et que h appartient a ] — %, 1[, on voit que :

3 1
nfignfwfh, n—1<n-—ux, nf§§n+x7h, n<n+x.

En particulier, ceci entraine que :

<n—g>(n—1)<(n—x—h)(n—x) et (n—i)(n—l)<(n—;>n<(n+x—h)(n+x).
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Des lors, il s’ensuit & partir de la relation (x) que :
|| || _ 2|h|

|un (z + h) — up ()| < (n—3/2)(n—1) + (n—=3/2)(n—-1) - (n—3/2)(n—1)

()

- 1 ;e s N oy
A noter que la série an2 372 (a=T) Converge par équivalence de séries a termes positifs, car
son terme général est équivalent a celui d’une série de Riemann convergente. D’apres 1'inégalité

triangulaire, par linéarité de la somme et avec l'inégalité (xx), il s’ensuit que :

“+oo “+o0
gz +0) —g(@)] = D unl@+h) =Y un(@)
n=2 n=2

+oo
= Z(un(x+h)_un($))’
“+o0
< Z |wn (T + h) — up ()]
SO B v O

n=2

= "Z 3/2 —1y

Par conséquent, on en déduit en posant C' = En 5 W que, pour tout x € [0, 1] et pour

tout h €] — 3, 3| :

llg(x + h) — g(2)| < C|h]. |

(iv) Montrons tout d’abord que g est continue sur [0, 1]. D’apres la question précédente, il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout z € [0, 1] et pour tout h €] — %, L[, on ait :

212
0 <lg(z +h) —g(x)] < Clhl.

Fixons alors un réel = € [0, 1]. Par encadrement, on voit que :
lim [g(z + h) = g(z)| = 0,
h—0
ce qui entraine que :
lim g(z + h) = g(z).
h—0

En particulier, la fonction g est continue en . Mais comme ceci est vrai pour tout € [0, 1], on
en déduit que :

‘la fonction g est continue sur [0, 1]. ‘

Montrons & présent que ¢ est continue sur |0, 1[. D’apreés la question (1)(c)(é¢), on sait que, pour
tout = €]0,1] :
1 1 1
T)=—— + —g(x).
pla)=—— 17— T2 g9(z)
Comme ¢ est une combinaison linéaire de fonctions continues sur |0, 1] (dont certaines sont
continues sur |0, 1[ en tant qu’inverses de fonctions continues sur 0, 1], dont le dénominateur ne

s’annule pas sur ]0,1[), on en déduit que :

‘la fonction ¢ est continue sur |0, 1[. ‘

La fonction ¢ est donc continue sur D.

(d) Etudede p enOeten 1 :
(i) Montrons tout d’abord que ¢(x) ~ 1. Drapres la question (1)(c)(ii), on a pour tout z € D :
z—

1 1 1

W(x):;_l—m_kl—i-x_g(x)'
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En particulier, ceci nous donne que, pour tout x € D :
x x

—+ —— —xg(x). (x

-2z 1+4+=x 9(z). (%)

Comme la fonction g est continue sur [0,1] d’aprés la question précédente, on voit que les

fonctions  — %2, x — 7 et ¥ — zg(z) sont continues a droite en 0. Dés lors, on trouve

par passage & la limite dans la relation (%) que :

zo(x) =1-—

4
l—-2z 14z
De plus, comme la fonction ¢ est impaire d’apres la question (1)(b)(4), on obtient que :

li = lim 1- - =1-0-0-0=1.
Ay, wel) = o, ro()

Jim zp(z) = lim (—z)e(-2) = lim (-2)(-p(z)) = lim ze()=1.

En particulier, il s’ensuit que :

lim zp(z) = 1.

z—0

Par conséquent, on en déduit que :

A présent, montrons que lim,_,o (¢(z) — 1) = 0. Toujours d’apres la question (1)(c)(ii), on voit
que, pour tout z € D :

1 1 1
pla)=——1——+ T2 —g(z).
En particulier, ceci nous donne que, pour tout x € D :
1 1 1
pr) - —=—-—""+ —g(x). (%)

r  1-z 1+4uz
Comme la fonction g est continue sur [0, 1] d’aprés la question précédente, et que les fonctions
T — ﬁ et £ — —— sont continues en 0, on obtient par passage & la limite dans la relation

14+x
(%) que :
lim ()~ + = lim —<— + —— — g(a) = ~1+ 1 g(0) = —g(0)
w0t DT TN T 1—e e IT g =9t

En particulier, on voit par définition de g que :
+oo

lim o(x) — - = —g(0) = Y

z—0t

2.0

@ =0

n=2
De plus, comme la fonction ¢ est impaire d’apres la question (1)(b)(¢), on trouve que :
lim ()~ + = lim ()~ — = lim —(p(a) ~ > ) =-0=0
im p(r)— == lim p(—z) — — = lim — z)— =) =-0=0.
z—0~ v x z—0t v —T z—0t v x
En particulier, il s’ensuit que :
. 1
el =5 =0

Par conséquent, on en déduit que :

z—0

1
lim p(z) — P 0.

Obtenons des résultats similaires lorsque z tend vers 1. Montrons tout d’abord que ¢(z) ~ ﬁ
rT—r

Comme ¢ est 1-périodique sur D d’apres la question (1)(b)(#4¢), on sait que ¢(z) = p(x — 1)

pour tout « € D. Dés lors, comme z — 1 tend vers 0 quand z tend vers 1 et que p(z) ~ %, on
T—

obtient par substitution que :
1

~ .
z—=1 1 —1

plr) = p(z —1)

Par conséquent, on en déduit que :

1

~ .
z—1 ¢ —1

()
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A présent, montrons que lim,_,; (cp(x) - ﬁ) = 0. Toujours d’aprés la question (1)(b)(ii3), on

sait que p(x) = p(z — 1) pour tout « € D. Des lors, comme = — 1 tend vers 0 quand z tend vers
1 et que lim,_,o @(z) — % = 0, on obtient par composition des limites que :
1

. 1 . 1 .
lim p(@) = o7 = limp(e = 1) = 7= = lim (@) = - = 0.

Par conséquent, on en déduit que :

1

lim p(z) — — =0

(2) Partie II : Etude de 'opérateur T

On rappelle que E désigne 1'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [0,1] et &
valeurs réelles. De plus, T est 'application définie sur E par :

VfeE, Vrelo,l], [T(f)](m):f(§)+f<x;1>.

On note, pour tout k € N, e;, I'élément de FE défini par : Vo € [0,1], ex(z) = z¥. De plus, pour tout
n € N, on note F}, le sous-espace vectoriel de E dont une base est B,, = (ek)ke[[o,n]]-

(a) Vérifions que T est un endomorphisme de E. Tout d’abord, considérons un élément f de E. Alors
f est une fonction continue de [0, 1] dans R. Dés lors, comme :

1(9)ia £ (3)+7 (50

on voit que T(f) est continue sur [0, 1] comme somme de composées de fonctions continues sur [0, 1].
En particulier, Iapplication T' va de E dans E. Reste a vérifier que T est linéaire. Pour ce faire,
considérons deux éléments f et g de E, et soient A, u des réels. Pour tout x € [0, 1], on voit que :

(Af + ng) (g) + (Af + pg) (T)
= (5 (5o () v (55)
- /\[f(g)Jrf(x;rlﬂ +u[g(;) +g(x;1)]

= AT(f)(x) + uT(9)(x).

En particulier, ceci signifie que T(Af + pug) = AT(f)+ uT'(g), et donc T est linéaire. Par conséquent,
on en déduit que :

T(Af + png)(x)

‘T est un endomorphisme de F. ‘

(b) Etude de T sur F), :

(i) Vérifions que, pour tout f € F,,, la fonction T'(f) appartient & F,,. Pour tout f € F,,, on sait que
deg(f) < n. D’apres les propriétés des polynomes, on sait que la somme et la composée de deux
polynémes est toujours un polynéme, et donc T(f) : ¢ — f (%) + f (%‘H) est un polynome.
De plus, d’apres les propriétés du degré, on voit que :

deg(ac»—>f(g)) :deg(ng)deg(f)glxn:n.

De méme, on voit que :

deg(x%f(z;1)>:deg(zi—>x;r1>deg(f)§1xn:n.

Par somme, ceci nous donne que :

deg(T'(f)) < max {deg (x — f (g)) ,deg (x — f <x ;_ 1))} < max{n,n} = n.
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En particulier, il s’ensuit que T'(f) appartient & F,. Par conséquent, on en déduit que :

\Vf € F,, T(f) an.\
On note T,, 'endomorphisme de F,, défini par : Vf € F,,, T,,(f) = T(f).

(ii) Déterminons la matrice de T,, dans la base B,. Pour tout k € N, on trouve avec la formule du
binéme que, pour tout € R :

rene) = e (Z)+e (1)

- () ()

_zh (4 1)k
T2k 2k
k k
x 1 k ki
= Grwx (i)
=0

En particulier, ceci nous donne que, pour tout x € R :

1Sk, 2aF
To(eo)(z) =2 et Vkemﬂmgu@w@gZQkho<un+Qk,
A noter que ceci se retraduit sous la forme suivante :
T.(eo) =2e9 et : Vke[l,n], T(ex)= L S (kfi)ei + Eek_
2 izo \! 2t

Par conséquent, on en déduit que :

2 1/2 1/4 - o (P)(1/27)
0o 1 1/2 ™ :
matg, (T,,) = S (nfg)(1/2")
oo T (a2
: e (a2
0 - ... 0 1/9n—1

(c¢) Etude du noyau de ’endomorphisme (7' — 2Idg) :

(i) Montrons que ker(T —2Idg) n’est pas réduit & {0g}. D’aprés la question précédente, on sait que
T, (eo) = 2e9. En particulier, si fp est la fonction de [0, 1] dans R, constante égale & 1, alors on
voit que T'(fo) = 2fo, ce qui entraine que T'(fo) —2fo = 0, et donc fy appartient & ker(7' —2Idg).
Mais comme fy n’est pas la fonction nulle, on en déduit que :

| kex(T — 21dp) # {0} |

Soit f un élément de ker(T' — 2Idg). On note m = min,e(o,1) f(z) et M = max,cp,q) f(z). On
fixe zo dans [0, 1] tel que m = f(xzo) et 1 dans [0,1] tel que M = f(z1).

(ii) Montrons que f (12—“) = m. Comme f appartient a ker(T' — 2Idg), on voit que T'(f) —2f =0, et
donc T'(f) = 2f. Dés lors, ceci signifie que, pour tout « € [0,1] :

1)) =1 () +1 () =2f1a)
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En particulier, ceci entraine que :

F(3) + 1 (20 ) = 2rta)

ce que l'on peut réécrire sous la forme :

7 () - fao)] + [f (f”oj 1) - f(am)] =0. (+)

Comme f(xo) = m est le minimum de f sur [0, 1], on voit que :

xg xo+1

1(3) 2 flao) et f( . )zﬂwo)-

En particulier, les deux crochets dans I’égalité (x) sont positifs. Comme une somme de réels
positifs est nulle si et seulement si chacun des réels est nul, il s’ensuit que :

F(5) - s =0 e £(255) = s =0,

2
Mais comme f(xg) = m, on en déduit que :

o )
20—
(3
Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :
x
P(n):"f (2—2) =m”.
Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car on sait par définition que :
Zo
1 (55) = flao) =m.

A présent, supposons la propriété P(n) vraie pour un certain entier n € N, et montrons que
P(n + 1) Pest aussi. Par hypotheése de récurrence, on sait que f (;—P) = m. Deés lors, comme
5o est un élément de [0, 1] en lequel le minimum de f est atteint, on sait d’apreés la question

précédente (et en remplagant 2o par 52) que :

((3)

En particulier, ceci entraine que f (%) = m, et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe
de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n € N, et donc on vient de montrer que :

VneN,f(g—S):m

Montrons que m = f(0). D’aprés la question précédente, on sait que, pour tout n € N :

Xo -
£(5) =m
Comme la suite géométrique (ﬁ)">0 a une raison < 1 en valeur absolue, elle converge vers 0.
Deés lors, comme la fonction f est continue en 0, on obtient par passage & la limite quand n tend
vers +oo dans 1’égalité ci-dessus que :

F(0) = lim f(;—ﬁ):m.

n—-+oo

Zo

Par conséquent, on en déduit que :
f(0) =m.

Effectuons une étude similaire pour M. Pour ce faire, on commence par montrer que f (“"—21) =M.
Comme f appartient a ker(T' — 2Idg), on voit que T'(f) — 2f = 0, et donc T'(f) = 2f. Des lors,
ceci signifie que, pour tout x € [0,1] :

1)) =1 (3)+ 1 (5 ) =241

En particulier, ceci entraine que :

() + 1 (25 =2ra
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(i)

ce que 'on peut réécrire sous la forme :

7(%) - ]+ |1 (257) - )| =0 09

Comme f(x1) = M est le maximum de f sur [0, 1], on voit que :

X1 x1+ 1

f(2>§ﬂm)etf< . )sﬂm»

En particulier, les deux crochets dans I’égalité (x) sont négatifs. Comme une somme de réels
négatifs est nulle si et seulement si chacun des réels est nul, il s’ensuit que :

() - s =0 e £(2F2) = s =0

Mais comme f(z1) = M, on en déduit que :

BET

Par une récurrence analogue a celle de la question (2)(c)(éii), on montre alors que :

Vn € N, f(;%):M.

Comme la suite géométrique (%)n>O

Deés lors, comme la fonction f est continue en 0, on obtient par passage a la limite quand n tend
vers +oo dans I’égalité encadrée ci-dessus que :

a une raison < 1 en valeur absolue, elle converge vers 0.

. Z1
~ (7) = M.
FO) = lim f{2
Par conséquent, on en déduit que :
f(0)= M.

Montrons que f est constante. Comme m = mingep,1) f(x) et M = max,¢jo,1) f(z), on voit
que m < f(zx) < M pour tout z € [0,1]. Mais comme f(0) = m = M d’aprés les questions
précédentes, il s’ensuit que f(z) = f(0) pour tout = € [0, 1]. Par conséquent, on en déduit que :

‘la fonction f est constante. ‘

(d) Etude de la fonction cot :

Pour tout « € D, on note : cot(z) = ww.
sin(ma)
Vérifions que cot est définie et continue sur D, impaire et périodique de période 1. Tout d’abord,
on voit que 'expression cot(z) est définie si et seulement si sin(7wx) # 0, c’est-a-dire si 7z n’est
pas un multiple entier de 7, ou en d’autres termes si x n’est pas un entier, et donc D est bien
le domaine de définition de cot. De plus, la fonction cot est continue sur D comme quotient de
fonctions continues sur D, dont le dénominateur ne s’annule pas sur D. En outre, pour tout
x € D, on voit que —z appartient & D (car —z n’est pas un entier si et seulement si z n’en est
pas un). Dés lors, comme la fonction cos est paire et que la fonction sin est impaire, on a :
cos(—mx) cos(mx) cos(mz)

cot(—z) = 7Tsin(fmx) -z sin(mx) - sin(7z) = —oot(@).

Deés lors, il s’ensuit que la fonction cot est impaire. Par ailleurs, pour tout € D, on voit que
x + 1 appartient & D (car « + 1 n’est pas un entier si et seulement si x n’en est pas un). En
particulier, d’apres les propriétés des fonctions cos et sin, on a :

cos(m(z + 1)) cos(mz + ) — cos(mx) cos(mx)

cot(z +1) = 7Tsin(w(ac +1)) - 7Tsin(mr + ) - sin(nz) B 71-sin(mc) = cot(@)-

Par conséquent, on en déduit que :

‘la fonction cot est définie, continue, impaire et périodique de période 1 sur D. ‘
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Montrons tout d’abord que cot(x) ~ % Comme la fonction cos est continue et que 7z tend
T—r

vers 0 quand z tend vers 0, on obtient par composition des limites que :
lim cos(mx) = cos(0) = 1.
z—0

En particulier, ceci nous donne que cos(mx) ~ 1. En outre, comme sin(x) ~o T et que mx tend
T—r r—r

vers 0 quand z tend vers 0, on obtient par substitution que :

sin(mx) ~, T
r—r

D’apres les regles de calcul des équivalents, il s’ensuit que :
cos(mx m.1 1

cot(x) = ﬂ'# ~— o~
sin(rz) a0 Tz 20 T

Par conséquent, on en déduit que :

cot(x) oD

/. 2 b .
A présent, montrons que cot(z) — % —™3%. D’apres le cours, on sait que :

~Y
z—0

a? 2 a? 3
cos(z) = 1——+4o(x*) et sin(x) =, -5t o(z?).

2 6
Comme 7z tend vers 0 quand z tend vers 0, on obtient par substitution que :
2.2 3.3
_ o, T 9 . _ T 3
cos(mz) o 1 5 +o(z®) et sin(rz) T 5 + o(z”).

Des lors, ceci entraine que :

2.2 3.3
7 cos(mx) — sin(mx) =, ™ (1 - ﬂ-; + 0(962)) 4+ 4 o(z®)
z—
33 3 n3z3 3
o T +o(z’) — Tz + 5 + o(z”)
33 3
w:)O 3 + O(.’B )

En particulier, on voit que :

w33

7 cos(mx) — sin(mx) T3 (%)

Par ailleurs, comme sin(mx) ~ ™ d’apres ce qui précede, on obtient que :
r—r

xsin(mx) ~07r:cz. (%)
z—

Deés lors, ceci entraine par définition de la fonction cot que :

cot(x) — 1_ WM 1 mx cos(mx) — sin(mwx) N 7,733353 N —71'29;.
x sin(rz) x xsin(7zx) =0 7x2 =0 3

Par conséquent, on en déduit que :

cot(x) — PO al

Obtenons des résultats similaires lorsque = tend vers 1. Comme la fonction cot est périodique

de période 1 d’apres la question (2)(d)(%), on sait que cot(xz — 1) = cot(z) pour tout z € D. Dés

lors, comme cot(x) ~ % d’apres la question précédente et que  — 1 tend vers 0 quand x tend
T

vers 1, on obtient par substitution que :

1
cot(x) = cot(x — 1) ~ T
x—1 T —

Par conséquent, on en déduit que :

1
cot(z) S ToT
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(iv)

(i)

De plus, comme cot(z) — % ~ —% d’apres la question précédente et que x — 1 tend vers 0
r—r

quand z tend vers 1, on obtient par substitution que :

1 72 (z —1)

cot(ac—l)—ggilx_>l 3

Mais comme la fonction cot est périodique de période 1 d’apres la question (2)(d)(7), on sait que
cot(x — 1) = cot(x) pour tout x € D, et donc :

1 m2(z — 1)

1
t(z) — —— = cot(z — 1) — ~
cot(x) p— cot(z ) 1. 3

Par conséquent, on en déduit que :

r—1 z—1 3

cot(x) — LI M

Démontrons que, pour tout x € D, on a :

1 1
TebD Tt €D et cot (g) + cot <IJ2F> = 2cot(x).

2 ’ 2

Pour ce faire, considérons un élément x de D. Si 3 n’appartenait pas a D, alors § serait un

entier, et donc x = 23 le serait aussi, ce qui est impossible car x appartient a D, et donc §
ol 2+ serait un entier, et donc
x = 2”’;1 1 le serait aussi, ce qu1 est impossible car x appartient a D, et donc T+1 appartient

a D. De plus, d’apres les formules d’addition et de duplication d’angle pour cos et sin, on a :

o (5) v (57) = < e

appartient a D. De méme, si n’appartenait pas a D, alors

7Tcos(mc/?) 7Tcos(7rx/2) cos(m/2) — sin(wx/2) sin(7/2)
sin(mz/2) sin(mx/2) cos(m/2) + cos(mz/2) sin(n/2)

7Tcos(ﬂ'x/Q) 7Tcos(7rar;/2).0 —sin(wz/2).1
sin(mwz/2) sin(mz/2).0 + cos(mz/2).1

7rcos(7rsc/2) o sin(mx/2)
sin(mx/2) cos(mz/2)

_ (cos(m /2) cos(mz/2) — sin(ra/2) sin(ra/2) )

sin(ma/2) cos(mxz/2)

_ or cos(mx/2) cos(mx/2) — sin(wx/2) sin(mx/2)
= 2 ( 2sin(mwx/2) cos(nx/2) )

. (cos(mc/? + 7rx/2))

sin(27x/2)

cos(mx)

71-sin(mp) '

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € D, on a :

1
EED, vl €D et cot(2)+cot (x;—) = 2 cot(x).

2 2

(e) Calcul de ¢ :

Vérifions que, pour tout x € D, on a ¢ (%) + @ ("‘7“) = 2¢(x). Pour ce faire, fixons un entier
p > 2 et un élément x de D, et posons :

= 2(z/2) " 2((x4+1)/2)
D=2t i (@ 0

n=1




Alors, on trouve par linéarité de la somme et d’apres la question (1)(b)(i%) que :

Sp(z) =

< 2(z/2) N 2((x+1)/2)
D R S (CE Tk

2 2 ! 2 2
2n—x_2n—|—x>+;<2n—1—x_2n+1+x)

P 1 1 P P
B 2;(2n—x_2n+x>+222n—1—x Z

n=1 n=1

n+1+m

x/2) i( :c+1)/2) n+((x1+1)/2)>
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En effectuant les changements d’indices k = n dans la troisieme somme de droite et £k =n + 1

dans la quatrieme, puis en utilisant la linéarité de la somme, on trouve que :

1 - 1
oG -
(n—a: 2n—|—a:>+ ’;2/4;—1—35

1 P
(Qn—m 2n—|—x> Z

p p+1
2>,

n=1

n=1

Sp(z) =

p+1

1
2 -
kz::QQk—l—i-:c

P

1
2 - 0
;Q(k—1)+1+x

L 1 1 a 1 1 2
= 2 — 2 —_— =2 —
;(2n—x 2n—|—x>+ ’;2/4;—1—35 ;2k—1—|—x+1—|—x 2p+1+x
P P
1 1 1 1 2 2
= 2 — 2 - — .
nz_:l(%L—x 2n+;v>+ ;(%—l—x 2k—1+x>+1+x 2p+1+x
En particulier, I'égalité précédente peut se réécrire sous la forme :
1 1 1 1 2 2
S = 2 — 2 — —
b(®) Z (mx m+;1:)+ Z (mz m+x>+1+:17 2p+ 1+«
1<m<2p 1<m<2p
m pair m impair

2p
1 1 2 2
= 2 — —
mz_l(mx m+x)+1+x 2p+1+4+z

2p
2x 2 2
= 2
ZmQ—z2+1+x 2p+1+2

m=1

En d’autres termes, on vient de trouver que :

2z 2 2

2(z/2) (e +1)/2)
PP St (EEs DD

=1 m=1

P
; m2—m2+1—|—x

Par passage a la limite quand p tend vers +oo dans I’égalité (), on trouve que :

+oo

D

n=1

2e/2) XX Awrn)2) 3
R AP S (CE T

m=1

2x 2
+ .
1+

(%)

m2 — 2

2p+1+a

(%)
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(iii)

Par définition de la fonction ¢, ceci nous donne avec I’égalité (xx) que, pour tout x € D :
—+o00 —+oo

z z+1 1 2(z/2) 1 2((x +1)/2)
¢(2)+¢< 2 > - m_;n2—(x/2)2+(x+1)/2_zn2—((37+1)/2)2

[+o0 +o0
2 2 3 2(x/2) S 2((x +1)/2) 1

e el |2t (@22 2 (@t 1))2)

n=

“+oo
2 2 2z 2
- =z — |2
erac—i—l ZmQ—acQJrl—i—x

L m=1
—+oo
1 2x
= 2 _— —_—
(x > mx)
m=1

= 2p(z).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € D :

@ (g) + (T) = 2¢().

Montrons que la fonction ¢ — cot se prolonge par continuité sur [0,1]. D’aprés les questions
(1)(¢)(iv) et (2)(d)(4), on sait déja que les fonctions ¢ et cot sont continues sur ]0, 1[, et donc la
fonction ¢ — cot est continue sur |0, 1] comme différence de fonctions continues. De plus, d’aprés
les questions (1)(d) (%) et (2)(d)(éi), on sait aussi que :

. 1 1 nlx
ilir%)ga(x) o= 0 et cot(x)— 203

En particulier, la deuxiéme relation ci-dessus entraine que :

1
lim cot(z) — — = 0.
x—0 €T

Des lors, il s’ensuit par différence que :

lim () — cot(x) = lim (W) - ;) - <cot(x) - ;) =0-0=0.

En particulier, la fonction ¢ — cot est prolongeable par continuité en 0. En outre, d’apres les
questions (1)(d)(i7) et (2)(d) (i), on sait aussi que :
1 1 2z — 1)

mpl@) = 2=3 =0 et cotle) =775 v ——

En particulier, la deuxieme relation ci-dessus entraine que :

. 1
il_)mlcot(m)—x_l—O

Deés lors, il s’ensuit par différence que :

lim () — cot(x) = lim <<p(:v) - i 1) - (cot(x) - xi1> —0-0=0.

En particulier, la fonction ¢ — cot est prolongeable par continuité en 1. Par conséquent, on en
déduit que :

‘ la fonction ¢ — cot est prolongeable par continuité sur [0, 1]. ‘

Démontrons que ¢ = cot. Pour ce faire, on désigne par f le prolongement par continuité de la
fonction ¢ — cot a 'intervalle [0, 1] (lequel prolongement existe d’aprés la question précédente).
Par construction, la fonction f est continue de [0,1] dans R, et donc elle appartient & E. De
plus, d’apres les questions (2)(d)(iv) et (2)(e)(7), on sait que, pour tout = € D :

cot (g) + cot (“;1) —2cot(z) et o (g) +o (”5 ; 1) = 20(a)
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Par différence, ceci entraine que, pour tout = €0, 1] :

15+ (57)
= (p-cot) () + (o~ cot) (T)

e(3)re(57) e (3) e (73)

= 2p(z) —2cot(x)

T(f)(z)

= 2f(z). (%)
Comme les fonctions T'(f) et 2f sont continues sur [0, 1], il vient avec la relation (x) que :

T(f)(0) = lim T(H)(x) = lim 2f(x) = 2/(0) et T(F)(1) = lim T(f)(x) = lim 2f(z) = 2/(1).
Deés lors, ceci entraine que T'(f)(z) = 2f(z) pour tout x € [0, 1], et donc T(f) = 2f. D’apreés la
question (2)(c)(vi), il s’ensuit que la fonction f est constante sur [0, 1]. Mais comme f(z) tend
vers 0 quand z tend vers 0 d’aprés les calculs de la question (2)(e)(éi), on en déduit que f est
la fonction nulle sur [0, 1], et donc ¢(z) = cot(z) pour tout = €]0, 1[. A noter enfin que, d’apres
les questions (1)(b) (i) et (2)(d)(z), les fonctions ¢ et cot sont 1-périodiques sur D, et donc leur
différence ¢ — cot l'est aussi sur D. Mais comme ¢ — cot est nulle sur ]0,1[, on en déduit que
p — cot est la fonction nulle sur D, et donc :

cos(mz) 1 =X 2
Autrement dit : Ve € D, n——~ = — — Z —— -
sin(mz) @ Aent—u

(f) Premiére application :

(i) Déterminons lim, o 17%02“7”) D’apres la question (2)(d)(#4), on sait que :

1
COt(.Z‘) B ; $:0 3

ce qui signifie que cot(z) — 1 = f% + o(x), et donc :
r—r

cot(z) Sz 3 + o(x).

Des lors, ceci nous donne apres calculs que :

1 2
1—zcot(x) 177 (5 -5 o(x)) - w4 o(2?) o7 +o(1)
272 =0 272 =0 272 es0 6 OV

Par conséquent, on en déduit que :

. 1—xcot(x) =2

lim ————— = —.

z—0 2372 6
+oo 1 too 1
Pour tout z €]0,1], @) =) S5 5
our tout x €]0, 1], on pose : () ;nZ—mQ ;nQ

(ii) Vérifions que, pour tout = €]0,1[, on a :

00 1
2
<z Zn2(n271)'
n=2

2
x
’(5(35) B
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Par linéarité de la somme, on trouve que, pour tout x €]0, 1] :

—+oo

- =

n=1

72

1— 22

‘5(93) -

n=2

—+o0

:Zf

n=2

—+o0
1 Z 1 1'2
n? — x2 n? 1—2z2
n=1

n2 — 2

+00 1
>t
n=2
= 1
Zﬁ+1
n=2

+oo 1
2 3t
n=2

+0o1
2 2

n=2

1—2x T
2 1—22 1—22

1—1+ 22— 22
1— 22

D’aprés I'inégalité triangulaire, on obtient que, pour tout = €]0, 1] :

’5(:”) 1— 22

<z

2

Comme z appartient & |0, 1[, on voit que nQ(n -z

’5(96)

1—m2

2

—I

2) > n?(n?—1) > 0 pour tout n > 2, et donc :

< QZ T

Par conséquent, on en déduit que, pour tout z €]0,1] :

(iti) Montrons que : lim, o >
pour tout z €]0,1] :

. D’apres la question précédente, on sait que,

2
o) - £ an
1 _ +oo
n2—x2 n= 1n
2
o< i) - 2| <Y i

Par encadrement, ceci entraine que lim,_,q ‘(5 (x)

lim 0(x) —

z—0

LL’Z

1— 22

_ =z | _
1—x2

. 2 . . . .
Comme lim, o 1527 = 0, il s’ensuit par somme des limites que :

lim 6(z) =040 =0,
x—0
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ce que 'on peut réécrire sous la forme :

—+oo —+oo
. 1 1
lim — — E — =0.
x—0 ’I’L2 — 1‘2 ’n,2
n=1 n=1

Par conséquent, on en déduit que :

+oo +o00
I 1 1
im —_ = E —.
0 n2 — x2 n2
n=1 n=1

(iv) Déterminons 31> 2. D’apres la question (2)(e)(iii), on sait que ¢(x) = cot(z) pour tout
x €]0,1[, et donc :

@) 1 *i 2
cot(z) = = — —_
x nzlnz—xz

Deés lors, ceci nous donne par linéarité de la somme et apres simplification que, pour tout z €]0, 1] :
B . ) +o00

1
I —xzcot(r) 1—xp(x) l—z (; n=1w—a?) Z 1
222 o 222 o 222 o n? —x2’

n=1
D’apreés les questions (2)(f)(¢) et (2)(f)(é4), il s’ensuit par unicité de la limite que :

2 + o0 400

1—zcot(x) 1 1
1. _—— = — = 1. —_— = —_—.
Py 902 6 2502 n2 _ 42 Z n2
n=1 n=1
Par conséquent, on en déduit que :
Jio : -
Pt
—n 6

(3) Partie III : Développement eulérien de la fonction sinus

z? =
Pour tout n € N* et pour tout z € [0, 1], on pose ay,(z) =1n (1 - nZ> et Bn(z) = Zak(x).
k=1

(a) Montrons que, pour tout = € [0, 1[, la série >, -, a(x) converge. Pour ce faire, fixons = € [0, 1[. Si
z = 0, alors on voit que a,,(0) = In(1) = 0 pour tout n € N*, et donc la série 3, -, ay(0) converge.

Supposons maintenant que x # 0. Comme In(1 + y) o y et que fi—z tend vers 0 quand n tend

vers +00, on obtient par substitution que :

z? x?
an(z) =1n (1 - n2) Wl T2

/. 2 . 7. . N
La série ) | —%z converge comme multiple d'une série de Riemann convergente, et elle est a termes
négatifs. D’apres le critere d’équivalence, il s’ensuit que la série ), ., ap(x) converge. Par consé-
quent, on en déduit que, pour tout x € [0, 1] :

la série E ag(z) converge.

+oo
On note alors g(z) = Zak(a:).
k=1

(b) Explicitation de 8 : on fixe un réel z €]0, 1].
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n=1 n2—¢2

(i) Pour tout N € N*, calculons [ (ZN _72’5) dt en fonction de Sy (x). Par linéarité de l'inté-
grale, on obtient que :

N N
¥ —2t r=2t
—— |dt = ———dt
/0 (an_t2> ;/0 2 _ 2

n=1

Par conséquent, on en déduit par définition de Sy (z) que :

N

/Om (Z nf;) dt = ().

n=1

(i) Justifions Dexistence de [; (¢(t) — +) dt. Comme la fonction ¢ est continue sur ]0, 1] d’aprés la
question (1)(c)(iv), et que = € [0,1[, on voit que D'intégrale [ (p(t) — 1) dt est impropre en 0.
De plus, on sait d’apres la question (1)(d)(i) que la fonction t — ¢(t) — 1 tend vers 0 quand ¢
tend vers 0. En particulier, I'intégrale [; (¢(t) — 1) dt est faussement impropre en 0, et donc :

¥ 1
lintégrale / (go(t) — t> dt converge.
0

(iii) Montrons que : ’fox (e(t) — 1) dt— [y (ZnN:1 n;f’;) dt‘ < i1 2. Par définition de ¢
et par linéarité de l'intégrale, on trouve que :

N

/Om<ap(t)—1)dt—/0m (;ﬂ)a = /OT

tout n > N + 1, et donc on a pour tout ¢ € [0, ] :

0< 2t < 2t
“n2—t2 " n2-1

Par sommation, puis par linéarité de la somme, on obtient que, pour tout ¢t € [0, z] :
—+oo

©= o2 2t 1
0< > ——5< D, =2 ) ——

n=N+1 n=N+1 n=N+1
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D’apres l'inégalité triangulaire, puis par croissance et linéarité de l'intégrale, on trouve que :

T T N z 400
1 —2t 2t
t)— = | dt — —— |dt| = - ——— | dt
[ (et0-1) /(z) /0( > )
n=1 n=N+1
T +oo
2t
< — dt
< [ X+
n=N+1

IN
O\H
| +

NP
3[\.')

)
||
e
QU
Py

IN
O\H
b
~
‘ +
%

:l\')
| —_
—_
QU
~~

IN
N
[z
8
3
()
e
—
N~
O\H
[\
~
S
~

IN
N
‘ +

NP

3[\7

| —_

—_
~_—

=y

Ny

=]

IN
N
‘ +

NP

3[\7
—
—_
~__—
no

Mais comme z appartient & [0, 1[, on voit que 22 < 1. Par conséquent, on en déduit que :

@ 1 (L -t X1
t)——|dt— —— | dt| < —.
/0 (@() t) /0 ZnQ—tQ = Z nZ _1
n=1 n=N+1

Montrons que : (x) = [ (¢(t) — 1) dt. D’apreés la question (3)(b)(i), on a pour tout N € N* :

Deés lors, I'inégalité de la question précédente se réécrit sous la forme :

[ (er- 1) at= byt

Comme la série Y ﬁ converge (ce que I'on peut voir par équivalence avec une série de Riemann

+o00o 1

<D

n=N+1

0<

convergente & termes positifs), son reste tend vers 0 quand N tend vers +oco. Par encadrement,
ceci entraine que :

. ’ 1
yhm /0 (w(t) - t) dt — Bn(z)| =0,
ce qui signifie aussi que :
. B 1
clim [ (o0 -7 ) = (o) =

Mais comme ((z) est la somme de la série ), -, ap(x), B(z) est la limite de la suite (By(z)) de
ses sommes partielles, et donc : a

0 = Jim_ow(e) = [ (w0~ ).

N—4+oco

Par conséquent, on en déduit que :




sin(mx)
T

(v) Montrons que, pour tout  €]0,1[, on a S(z) = In ( ) D’apres la question (2)(e)(iii), on
sait que, pour tout z €]0,1] :

cos(mz)

plz)=m

Des lors, une primitive de ¢ est donnée par la fonction ® :  — In(sin(nz)). D’apres la question
précédente, ceci nous donne que :

Blx)

sin(mz)

Il
O\H
/N

S
—
N
|
I
N———

IS

~

v 1
- (ro-7)

= lim [In(sin(nt)) — In(¢)]>

a—0 @

()]

- e (S) -w () 0

Comme sin(u) ~o U et que 7a tend vers 0 quand a tend vers 0, on a par substitution que :
u—

sin(wa) 2, T

sin(mwa)

En particulier, ceci entraine que
a

~ m, et donc :
a—0

sin(ma)
—
a a—0

Comme la fonction In est continue en 7, on obtient par composition des limites que :

In (Singm)> — In(m).

a—0
Deés lors, il s’ensuit avec la relation (%) que :
B(z) = lim In (sm(mc)) I (sm(ﬂ'a)) I (sm(wx)) ().
a—0 T a x
Par conséquent, on en déduit avec les propriétés du logarithme que :

sin(ﬂ'x)) |

T™r

B =n

n 2
(¢) Pour tout = € R et pour tout n € N*, on pose : P,(z) = 7z H <1 — ;32)
k=1

(i) Montrons que, pour tout 2 € [0,1], la suite (P,()),cy. est convergente. On distingue alors
deux cas. Si x = 0, alors on voit que P,(0) = 0 pour tout n > 1, et donc la suite (P,(0)),,cy-
converge. Supposons maintenant que 0 < x < 1. Par passage au logarithme et par définition de
la suite (8, (z))n>1, on voit que, pour tout n > 1 :

In(Py(x)) = In <”kr_[<1i2>>

n 2
= In(mz)+ Zln (1 — ;)
k=1

= In(mx) + Bun(x). (%)

Comme f((z) est la somme de la série >, ax(x), B(x) est la limite de la suite (5, (z)),>1 de
ses sommes partielles, et en particulier la suite (8, (z))n>1 converge. D’apres la relation (x), on
obtient que la suite (In(P,(x)))n>1 converge. Mais comme ’exponentielle est continue sur R, on
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obtient par composition que la suite (exp(In(P,(x))))n>1 converge, et donc la suite (P, ())n>1
converge. Par conséquent, on en déduit que, pour tout = € [0,1] :

‘la suite (P, (z)),cn- €st convergente. ‘

Dans la suite on pose P(z) = lim P,(z) et on note : P(x) = nx H <1 - )

n—-+oo

Vérifions que, pour tout = € [0,1[, on a : P(x) = mxexp(f(z)) = Sln(mc). D’apres la question
(3)(c)(¢), on sait que, pour tout x €]0,1[ et pour tout n > 1 :

In(P,(x)) = In(rx) + Bn(x).

Comme la fonction In est continue sur RY , on obtient par passage a la limite quand n tend vers
+oo dans ’égalité ci-dessus et d’apres la question (3)(b)(v) que, pour tout = €]0, 1] :

sin(mz)

In(P(z)) = In(rz) + B(z) = In(rzp(x)) = In(nz) + In < ) = In (sin(7z)) .

T
Par composition avec I’exponentielle, ceci entraine que, pour tout z €]0,1] :

P(x) = mxf(x) = sin(wz).
A noter que cette égalité est encore vraie pour x = 0, car P(0) = limy, o0 Pn(0) = 0 par

définition de la suite (P, (x)) et de plus on a sin(w.0) = 0. Par conséquent, on en déduit
que, pour tout x € [0, 1] :

neN*»

‘P(x) = mxf(x) = sin(mx). ‘

Montrons que la suite (P, (x)),cy- est en fait convergente pour tout = € R. Pour ce faire, fixons
un réel & quelconque, ainsi qu’'un entier ng > |z| + 1. Par la suite, on supposera que x # 0, le
cas "r = 0" ayant déja été traité dans la question (3)(c)(7). On pose alors pour tout n > ng :

=11 (1-%).

k=ngo

Par passage au logarithme, on voit que, pour tout n > 1 :

w11 (1-5)) - (12,

k=ngo k=ng

Comme la série ) -, In(1 - sz‘) converge d’apres la question (3)(a), la série >, -, In(1 — i—i)

converge aussi, et donc sa suite des sommes partielles (qui apparait a droite de ’égalité ci-dessus)
converge également. En particulier, la suite (In(Q,(%))),,,,, converge. Comme I’exponentielle est
continue sur R, on obtient par composition que la suiteYQn (z)) converge. Or, on constate
par construction que, pour tout n > ng :

pen [ (- 2) = T (- 2) 1L 2) =TT (- ) e

Comme la suite (Q,(x))

indépendant de n, il s’ensuit par produit que la suite (P,(z)), cy- converge. Par conséquent, on
en déduit que, pour tout z € R :

n>ng

converge et que le produit mz [T;2] ! (1 — i—z) est bien défini et

n>no

‘la suite (P, (x)),cn- est convergente. ‘

On note encore P(z) = lim P,(x).

n—-+oo
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(iv) Soit n € N* et soit z €] — n,n[. Montrons que : P,(x 4+ 1) =

simples, on trouve que;

P,(x+1) =

= w(zx+1)

(x4 1)2
(-
1 & 2 2
ﬁﬂ(k —(z+1)?)
k=1
%H kE+(z4+1) H
k=1 k=1
(k+1+4x) H
k:l k=1

_ (M) P, (z). Par des calculs

n—x

En effectuant les changements d’indices | = k£ dans le premier produit de droite, [ = k£ + 1 dans
le deuxieéme et [ = k — 1 dans le troisieéme, on obtient que :

P (z+1) =

| n+1l+zx
m(a + )(gl2<+x>< >> o
n
P—22\ n+l+z —=x
L 22\ n+l+z -z
= 1 1—— .
. 22\ n+l4+z -1
= 1 1-——
(z+ >7mll:[1( l2> 142 n-—=x
n+l4+xz -1
= 1P,
(+1)Pal) 142 n-—=z
n+1l4+x
= P, (x)
n—x

—x
n—x
n+l4+z —x
1+ n—=zx
—x
n—x

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* et pour tout & €] — n,n| :

Py(x+1)=—

n+l4+zx
n—x

) Po().

(v) Montrons tout d’abord que, pour tout z € R,ona : P(z+1) =

—P(x). Pour ce faire, fixons un

réel x quelconque. D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n > |z| :
q q % q p ) q

P(x+1)=-

(

n+1l4+x
n—x

)R )
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Comme nn;i;z tend vers 1 quand n tend vers 400, il s’ensuit par passage a la limite quand n
tend vers +oo dans 1’égalité (x) que :

|P(x+1)=-P(a) |

Vérifions alors que P est 2-périodique sur R. Pour tout x € R, on trouve avec la relation
précédente que :

P(z+2) = =Pz +1) = ~(~P(x)) = P(a).

Par conséquent, on en déduit que :

‘ la fonction P est 2-périodique sur R. ‘

(vi) Montrons que, pour tout € R, on a : P(z) = sin(7x). D’apres la question (3)(c)(i7), on sait
déja que P(x) = sin(mx) pour tout x € [0, 1[. Fixons alors un réel z € [1,2[. Comme xz—1 € [0, 1],
on voit d’apres la question précédente et la question (3)(c)(4¢) que :

P(z) = —P(z — 1) = —sin(n(z — 1)) = —sin(nz — 7) = —(—sin(nz)) = sin(rz).

En particulier, ceci nous donne que P(z) = sin(wz) pour tout € [0, 2[. Mais comme les fonctions
P et x — sin(mx) sont 2-périodiques, on en déduit que, pour tout x € R :

‘P(x) = sin(mz). ‘

+o0 2
x
Finalement, on obtient ainsi : Vz € R, sin(nz) = 7z I | (1 - 2).
n
n=1

(4) Partie IV : Un autre développement du sinus

™
Dans cette partie, pour tout n € N* et pour tout x € DU {0}, on pose A\, (z) = / cos(zt) cos(nt)dt et
0

V(@) = (—1)”*1ﬁ.

(a) Montrons que, pour tout € D U {0}, la série de terme général v, (z) est convergente. Pour ce
faire, on distingue deux cas. Si x = 0, alors on voit que v,(0) = 0 pour tout n > 1, et donc la série
> n>1Vn(0) converge. Si maintenant x € D, alors on constate que :

] |z]

vn (@)l =

N had B ~ .
n? — x2| n—+oo n2

En particulier, la série > L%‘ converge comme multiple d’une série de Riemann convergente. Comme
de plus ‘7%' est positif pour tout n > 1, la série 27«21 | (2)] converge par équivalence. En particulier,
la série >, - vn(z) converge absolument, et donc elle converge pour tout = € D. Par conséquent,

on en déduit que :

la série Z v (x) converge pour tout € D U {0}.
n>1

La fonction 1 est donc définie sur D U {0}.

(b) Montrons que, pour tout n € N* et pour tout € D U {0}, on a :

(—=1)" Lz sin(rx)

An(z) = R = sin(mx)vy, ().
Partant de la formule trigonométrique "cos(a) cos(b) = 3 (cos(a + b) + cos(a — b))" valable pour tout
(a,b) € R?, on trouve que :
An(z) = / cos(xt) cos(nt)dt
0

™1
= / 5 (cos(@t +nt) + cos(wt —nt)) dt.
0



Par linéarité de I'intégrale, ceci entraine que :

An(z) = /07T cos((z +n)t)dt + /077 cos((x — n)t)dt)

(
_ % ([sin(iﬂcf—nn)t)}: N [sin(g(gx—nn)t)}g
(

sin((z +n)m) 04 sin((z —n)m) O>

r+n r—n

1 (sin((x +n)m) | sin((x - n)ﬂ')) |

xr+n xr—mn

D’aprés les formules d’addition pour sin, on obtient que :

i - (et st
1 (sin(7z) cos(nm) + sin(n) cos(rx) | sin(mx) cos(—n) + sin(—nm) cos(rx)
) ( p + pra )

1 (sin(mz)(—1)" + 0.cos(mx)  sin(mz)(—1)" + 0. cos(mz)
2 ( r+n * T—n )

— ;(Sin(m?)(—l)" N Sin(ﬂ'x)(_l)")

o n =
S ()
) Sinw;(—l)" ((9;; " ;; jyj))
e e =)
= sn(re)(-1)" (3

= s 0" (s )

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* et pour tout z € DU {0} :

An(x) = (71)2; f?;(ﬂ-x) = sin(mz) vy, ().

n
(¢) Pour tout t € R et pour tout n € N* on pose : C,(t) = Z cos(kt).
k=1

(i) Soit ¢ un réel qui n’est pas de la forme 2p7m avec p € Z. Montrons par récurrence la propriété P
définie pour tout n € N* par :

P(n) : "Co(t) = 7% n ;W
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Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie, car Cy (t) = cos(t) par définition et de plus, on a d’apres
les formules d’addition pour cos et de duplication d’angle pour cos et sin :

1 1sin (2+1)%) 1 1sin(t ) cos(£) + cos(t) sin(%)
2 2 sin(i) 202 sin()
- f% + ;Sin(szi;(ﬂ + %cos(t)
e ),

= 2cos? (;) -1

= cos(t).

A présent, supposons la propriété P(n) vraie pour un certain entier n € N* et montrons
que P(n + 1) lest aussi. Par hypothése de récurrence et d’aprés la formule trigonométrique
"sin(b) cos(a) = 3 (sin(a + b) — sin(a — b))", on obtient que :

n+1

Coi1(t) = Y cos(kt)

= Z cos(kt) + cos((n + 1)t)
k=1

= Cp(t) + cos((n + 1)t)

1 1sin((2n+1)3)

= *§+§W+COS((H+1)Q

1 N 1sin ((2n+1)L) + 2sin (%) cos((n + 1)t)

R n (3)

_ 1 lsin (2n+1)L) +sin (L + (n+ 1)t) —sin((n+ 1)t — %)
202 sin (%)

1 1sin ((2n4+1)%) +sin ((2n +3)5) —sin((2n + 1))
22 sin (%)

1 1sin((2n+3)5)
2 2 sin(f)

et donc P(n + 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout
ordre n € N*, et donc on vient de montrer que :

y 1 1sin((2n+1)L
V?’LEN, Cn(t):_2+2(sin(t)2)
2

(ii) Explicitons C,,(t) lorsque ¢ s’écrit 2pm avec p € Z. Dans ce cas, on constate que :

Cn(t) = Cp(2pm) = Z cos(2pkm) = 2": 1=
k=1
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Par conséquent, on en déduit que, si t est de la forme 2pm avec p € Z :
Cyp(t) = n.

(iii) Donnons la valeur de I, = [, Cy,(t)dt. Par des calculs simples, on trouve que :

I, = /w Cr(t)dt = /W zn:COS(k't)dﬁ _ [z": sin]ikt)] |

k=1 k=1 0

Apres simplification, on obtient que :

In:f:(ﬂrlgﬁ’m—sﬂ(m>=i(0—0)=o.

k=1

Par conséquent, on en déduit que :
I, =0.

(d) Soit F une fonction de classe C! sur [0, 7]. Montrons que :

lim [ F(t)sin ((Zn + 1)2) dt=0

n—-+oo 0

Pour ce faire, on pose u(t) = F(t) et v(t) = — 527 cos ((2n + 1)%). Alors les fonctions u et v sont
de classe C* sur [0, 7] et de plus, on a u/(t) = F'(t) et v'(t) = sin ((2n+ 1)%) pour tout ¢ € [0,7].

Par intégration par parties, on obtient que :

/OW F(t)sin ((Qn + 1);) dt /OW w(t)v' (t)dt

_ {_;ff)l cos <(2n—|— 1);”: - /Oﬂ—sfficos ((2n+ 1)2) dt.

Par linéarité de l'intégrale, ceci nous donne que :

. £\ . 2F(r)  [2+1m\ 2F(0) 2 [T ¢
/OF(t)sm<(2n+1)2>dt2n+1cos< 5 >+2n+1+2n+1/0 F'(t) cos (2n+1)§ dt.

D’apres I'inégalité triangulaire, on trouve que :

™ _ t 2F () o+ 1r\  2F(0) 2 [T t
F(t)s 2 1)= = |- F 2 1)= | dt
‘A (t)51n<(n+ )2>dt‘ 2n_i_lcos( ) )+2n+1+2n+1/0 (t)cos | (2n + )2 d
2F(m) 2n+ 1w 2F(0) 2 T, t
< |- 1)<
= |Tont1 OS( 2 )‘JF 1| 2+l /0 Fi(t)cos { (2n+1)5 ) dt
2F () M + 1 2F(0) 2 [T, t
< - .
< 2n+1COS< ) >‘+ 1 +2n+1/0 F'(t) cos (2n+1)2 dt

Comme | cos(x)| < 1 pour tout & € R, on obtient par croissance de l'intégrale que :

/OW F(t)sin ((2n + 1)2) dt‘ < ‘ 2F(m) | | 2F(0)

2 ™
0< F'(t)| dt.
- 2n+1+2n+1’+2n+1/0 F7()]

Par encadrement, il s’ensuit que :

/Oﬂ F(t)sin ((Qn + 1)2) dt‘ 0.

Par conséquent, on en déduit que :

lim
n—-4oo

us

lim [ F(t)sin ((2n + 1)2) dt = 0.

n—-+oo 0
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(e) Pour tout x € D, on définit la fonction ®, sur [0, 7] par :

cos(zt) — 1

B,()={ sin (;)

0 si t=0

si t€]0,n]

On admet que la fonction @, est de classe C! sur [0, 7].

(i) Vérifions que, pour tout ¢ € [0, 7], on a :

Cnt) (cos(at) — 1) = f% (cos(xt) — 1) + %@ﬂ(t) sin ((2n + 1);) ,

Pour t = 0, on constate que :

Cpn(0) (cos(0) —1)=0 et — % (cos(0) — 1) + %QI(O) sin (0) =0,

d’on I’égalité recherchée pour ¢ = 0. Si maintenant ¢ €]0, 7], on obtient d’aprés la question
(4)(c)(4) et par définition de la fonction ®, que :

Cu(t) (cos(at) = 1) = <_;+;n<<2n”(+)1>>

) (cos(xt) — 1)

t ) (cos(xt) — 1)

2 sin (%)

5 (ostat) = 1)+ 5.0 sn (20 + 1)

= —% (cos(zt) — 1) + %sin <(2” +1)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢ € [0, 7] :

Chn(t) (cos(zt) — 1) = —% (cos(zt) — 1) + %Cl)z(t) sin ((2n + 1);) :

ii) Montrons que, pour tout n € N* et pour tout x € D, on a :
que, p p

= 1 si 1 (" t
Z)\k:(x) _ _5511(1;77&6) + g + 5/0 ®,(t) sin ((2n + 1)2) dt + I,.
k=1

Par définition des Ay et par linéarité de 'intégrale, on trouve que :

Ak () ! cos(zt) cos(kt)dt

= /Tr cos(xt) (i cos(kt)) dt
0 k=1

= /Tr cos(xt)C, (t)dt
0

_ / " (cos(at) — 1)Co(B)dt + / oo
0 0

D’aprés la question (4)(c)(iii), on sait que I,, = [;* C(t)dt = 0. Des lors, ceci nous donne avec
la question précédente que :

S () = /Ow(cos(:ct)l)Cn(t)dtJrI - /Oﬂ (; (cos(at) — 1) + %@x(t) sin <(2n + 1)3)) dt+1,.
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Toujours par linéarité de I'intégrale, il s’ensuit que :

kzn:_l)\k(w) /OTF (—; (cos(zt) — 1)) dt + ;/0” ®,(t) sin ((2n +1)= > dt + I,

sin(zt) t]" 1 [T , t
i ke AR — | @t on+ 1= | dt+1,
[ 9 —|—2L+2/0 /()Sln((n—&— )2)d+

sin(mz) ™ 1 [7 )
= — 0O+=-—-0+= D, (t 2 1 dt+ I,.
5y T0+35 +2/0 ()sm((n—i—)) +
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* et pour tout x € D :
n

1 1 (" t
Z bln(ﬂl‘) + T,z / ®,.(t) sin ((Zn + 1)) dt + I,.
= T 2 2 ) 2

(f) Application :

(i) Démontrons que, pour tout € D :

lsin(rz)

Y(z) sin(rz) = 5 . 5"
D’apres la question précédente, on sait que, pour tout x € D :
1 sm(mt) ™ 1 [7 . t
ZA . +§+§/O ®,(t) sin ((2n+1)2) dt + I,.

D’apres la question (4)(c)(444), on sait aussi que I, = 0, et donc :

1sm(7rx) m 1 7 . t
Z)\ - +§+§/0 O, (t) sin <(2n+1)2> dt.

Comme @, est de classe C! sur [0, 7] par hypothése, on voit avec la question (4)(d) que :

/07r @, () sin ((Qn +1)= ) dt — 0.

En particulier, ceci implique que :

n 1 .
Z)\k(fﬂ) N _ 1lsin(mz) LT
— n—+occ 2 x 2

D’apres la question (4)(b), on sait que Ag(z) = sin(mz)vi(x) pour tout k € N* et pour tout
x € DU{0}. Dés lors, la limite ci-dessus peut se réécrire sous la forme :

L lsin(rx)
ZSIH(F.I)Vk(,’E) A

Par linéarité de la somme, on obtient que, pour tout = € D :

1sin(rx) =
sm mc Zl/k n_}_HX) 574-5

Mais comme la série > l/k(CL') converge d’apres la question (4)(a), et que sa somme est égale a
() par définition, on en déduit que, pour tout x € D :

lsin(mz) =

sin(mx)y(z) = B R 5"

(ii) Montrons que, pour tout « € D, on a :

Sln(wx z + 2 Z

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout x € D :

sin(mx)Y(z) = _%sin;mc) ;T




Par définition de la fonction 1 (z), ceci signifie que, pour tout x € D :

+oo 1 .
. (=)"'x\  lsin(rz) 7
sin(7x) (ng_l el Il + 5"

Apres division par sin(mz) et multiplication par 2, ceci entraine que, pour tout = € D :
2+§ ()"l 1w
= n?—a? z sin(rx)’

Par conséquent, on en déduit par linéarité de la somme que, pour tout = € D :

s

+o0 —
1 (71)71 1
=—42 —_.
sin(rx) =z + xnzz:l n? — 2




