Lycée Clemenceau 2025-26
ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°3

Corrigé de l’exercice 1. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donnée une liste U = (uq, ..., u,)
de réels de longueur n > 0 quelconque, construit et affiche la liste V' = (vy,...,v,) de réels telle que
v = max{uy,...,ur} pour tout k > 1. Par exemple, si U = (2,1,5,6,4), la fonction retournera le vecteur
V =(2,2,5,6,6). Pour ce faire, on construit pas a pas la liste des maximums vy, ..., v,, & l’aide de la commande
np.max. Plus précisément, on procede comme suit :

def maxliste(u):
n=np.shape (u) [0]
v=np.zeros(n)
for k in range(O,n):
v [k]=np.max(u[0:k+1])
return v

Corrigé de ’exercice 2. Ecrivons une fonction en Python qui recoit un entier k£ et un vecteur v de taille
n quelconque, a coeflicients entiers, puis qui donne le plus petit indice i tel que v; = k s’il en existe un, et la
valeur n 4 1 sinon. L’idée essentielle est de passer en revue les différents éléments du vecteur v (du premier
au dernier), et de s’arréter au premier élément rencontré qui est égal & k (si jamais il en existe un). Pour ce
faire, on va utiliser une boucle while (puisque l'on doit réitérer un procédé dont on ne sait pas quand il va
s’arréter). Plus précisément, on procédera comme suit :

def occur(k,v):
n=np. shape (v) [0]
i=0
while i<n and v[i]!'=k:
i=i+1
return i+l

Corrigé de I’exercice 3. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 3 et des réels
a, b, c, construit et affiche la matrice carrée de taille n suivante :

c b b
a c
A:
b
a a ¢

Pour ce faire, on procédera comme suit :

def matrice(n,a,b,c):
m=np.zeros([n,n])
for i in range(O,n):
for j in range(O,n):
if i==j:
m[i,jl=c
elif i<j:
m[i,jl=b
else:
m[i,jl=a
return m

Corrigé de ’exercice 4. Dans tout l'exercice, on désigne par X une variable aléatoire suivant la loi de
Poisson de parametre A > 0, et on admet le résultat suivant, plus connu sous le nom d’inégalité de Bienaymeé-
Tchebychev : Pour tout € > 0 et pour toute variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, on a :

V(X)

PIX = B(X)| 2 &) < =5

1



(1) Une premiere inégalité ().

(a)

Montrons que P([[X — A| > A]) < ;. Comme X est une variable de Poisson de parametre A,
elle admet d’apres le cours un moment d’ordre 2. En particulier, X admet une espérance et une
variance toutes deux égales a . Des lors, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée
a la variable aléatoire X et au réel A > 0, on trouve que :

P(IX = A > A) = P(IX = BX)| 2 X)) < o = 5.

Par conséquent, on en déduit que :

1
PIX =M 2 ) < 5.

Montrons I'inégalité (x) : P([X > 2A]) < 1. Pour ce faire, supposons que 'événement [X > 2)]
soit réalisé. Alors on voit que X > 2, ce qui entraine que X — XA > A, et donc | X — A| > A vu
que A > 0. En particulier, ’événement [|X — A| > A] est aussi réalisé, et donc :

[X >2)\] C [|X — A > AL

Par croissance des probabilités et d’apres la question précédente, on trouve que :

P(X 2 20) < PIX - A 2 \) < 1.

Par conséquent, on en déduit que :

P(X =2)) <

> =

(2) Premiere amélioration de I'inégalité (x).

(a)

Soit Y une variable aléatoire discrete, a valeurs positives et admettant une espérance, et posons
Y(Q) ={yo,y1, s Yn, -.. ;- Montrons que, pour tout a > 0 :

Py za) < 22

Pour ce faire, rappelons que I'espérance de Y est donnée par :

+oo
E(Y)=> uP(Y = u)).
k=0

Partant de 1a, on peut scinder cette somme en deux parties suivant les valeurs de Y :

+o00
EY) =Y uP(Y =wul) = > wP(Y =w]) + D> ueP(Y = uil)-
k=0

Yk>a yr<a

Comme Y ne prend que des valeurs > 0, on voit que yx > 0 pour tout k € N, ce qui entraine
que > .,y P([Y = yx]) >0, et donc :

EY) > Z ye P([Y = yi]).
Yk >a
Posons alors I = {k € N, y; > a}. Alors I'inégalité ci-dessus se réécrit sous la forme :
EY) > Zykp([y = yk])-
kel

Comme de plus y; > a pour tout k € I et qu'une probabilité ne prend que des valeurs positives,
on obtient par linéarité de la somme que :

EY) > kz;ykp([Y =) > ;ap([Y =uy]) = a;P([Y =ykl)- (%)

En outre, on voit que 'événement [Y > a] est réalisé si et seulement s'il existe un indice k € N
tel que Y = y;, et yp > a, c’est-a-dire si 'un des [V = y;] avec k € T est réalisé, et donc :

¥ >a=JIY =l
kel

Comme la famille ([Y = yg])ken est un systéme complet d’événements, on obtient que :

HWz@P(meOENWYm»<w>

kel kel



Des lors, on trouve avec les relations (x) et (xx) que, pour tout a > 0 :

E(Y)2aY P(IY = y]) = aP(IY > a)),
kel

Par conséquent, on en déduit apres division que, pour tout a > 0 :

EY)

P(Y 2 a) < =

Soit Z une variable aléatoire discréte d’espérance nulle et de variance o2. Montrons que, pour
tout a > 0 et pour tout x > 0 :

P([Z > a]) < P([(Z +2)* 2 (a + 2)?).
Pour ce faire, supposons que 1’événement [Z > a] soit réalisé. Alors on voit que Z > a, ce qui
entraine que Z +x > a+x. Comme a et x sont tous deux > 0, on obtient que a+x > 0, et donc
(Z + )% > (a+ )% En particulier, 'événement [(Z + x)? > (a + x)?] est aussi réalisé, et donc :

(Z>al C[(Z+2)*> (a+1)?].

Par croissance des probabilités, on en déduit que :

[P((Z 2 a)) < P((Z +2)° = (a+ 2)?)).|

Montrons que, pour tout a > 0 et pour tout x >0 :

0?4+ 22
Pz d) < I

Pour ce faire, on commence par remarquer que (Z + x)? = Z2 + 2xZ + 2% pour tout x > 0.
Comme la variable aléatoire Z admet une variance, elle admet aussi un moment d’ordre 2, et
donc une espérance. En particulier, les variables aléatoires Z2 et Z admettent une espérance, et

donc la variable aléatoire (Z 4+ 2)? = Z? + 227 + 2% admet aussi une espérance par linéarité. De
plus, d’apres la formule de Koenig-Huygens et par linéarité de 1’espérance, on trouve que :

E(Z+x)?) = E(Z°+2xZ+ 2?)
= E(Z%) +2z2E(Z) + 2*
= EBE(Z%) - (E(Z))*+ (BE(2))? +2zE(Z) + 2?
= V(Z)+ (BE(Z))?+22E(Z) + 2*
= 02402422 x0+2?
= o%+2%
D’apres les questions (2)(a) et (2)(b), on obtient que, pour tout a > 0 et pour tout = > 0 :

P([Z > a)) < P((Z +2)* > (a+2)°]) < E(<(az++§32) = Eff )

A noter que ceci fait sens vu que a +x > 0 car a > 0 et z > 0. Par conséquent, on en déduit
que, pour tout a > 0 et pour tout x > 0 :

Plzza)< T

Etudions tout d’abord la fonction f qui a tout = € R, associe % Par définition, la fonction

f est dérivable sur Ry comme quotient de fonctions dérivables sur Ry (vu que ce sont des
polynomes réels), dont le dénominateur ne s’annule pas sur Ry (car a > 0). De plus, pour tout



z € Ry, on trouve que :

, . o2 + z? !

o= ((a+x>2>

(0 +2%)(a +2)* = ((a +2)*) (0* + 2?)
(a+x)*

2z(a+ ) — 2(a + z)(0? + 2?)
(a+ )t

2z(a + x) — 2(0? + %)
(@t 2)?

2ax + 222 — 202 — 222

(a+ )
2(ax — 0?)
(a+x)3 ~

Comme (a + x)® > 0 pour tout z € R, on voit que le signe de f’(z) est donné par celui de
(az — ?). Des lors, on obtient que f’'(z) < 0si z < %2 et f/(z) >0siaz> %2 En particulier,

la fonction f est décroissante sur [0, %2[ et croissante sur [%2, +o0], et de plus :
f o2\ 0%+ (%2)2 _a*oc?+o0*  (a®+0%)o® o7
0) " ar e @ro R (@1 @it
En outre, comme tout polynéme est équivalent a son terme de plus haut degré, on trouve que :
2 2 2
. . o“+ . x
lim f(z)= lim — = lim — =1.
T—+00 T—+00 ((l —+ ;E)2 z400 2

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour f :

¥

x 0 z 400
fla)| | = 0  +
o 1
@ N
| pLEv
A présent, montrons que, pour tout a > 0 :
o2
P([Z > a]) < Zia
D’apres la question précédente, on sait que P([Z > a]) < f(z) pour tout x > 0. En particulier,

. . . 2
ceci est vrai si x = Z-,

ce qui entraine que :

P(Z>d)<f (‘f) -

a2+ o2’

Par conséquent, on en déduit que, pour tout a > 0 :

o2

P([Z > a]) < ez

Montrons I'inégalité suivante :

+1°
Pour ce faire, on pose Z = X — A. Comme X est une variable de Poisson, X admet un moment
d’ordre 2 et en particulier X et X2 admettent une espérance. Dés lors, comme Z2 = (X — \)? =
X2 —2)\X + A2, on voit par linéarité de I’espérance que Z2 admet une espérance, et donc Z
admet un moment d’ordre 2. De plus, par linéarité de ’espérance, on trouve que :

E(Z)=BE(X -)\)=EX)-A=\A—-X=0.

P(IX > 2)]) <

D’apres les propriétés de la variance, on obtient que :

V(Z)=V(X -\ =V(X)=A\



Si 'on pose a présent a = A, alors on trouve avec la question précédente que :

o? A
PX 220) = PUX - A2 N) = P22 X) £ 70— = =

Par conséquent, on en déduit apres simplification que :

1
P(X 2 2)) < 3=

(3) Deuxiéme amélioration de I'inégalité (x). Pour tout ¢ € R, on pose :

(a)

+00
Gx(t) =) P(X =k])t".
k=0

Justifions Pexistence de G'x(t) et montrons que : Gx(t) = eM!=1). Par définition, ceci revient &

établir que la série Y, . P([X = k])tk converge pour tout ¢t € R, et que sa somme est égale a

e =1 pour tout t € R. Comme X suit la loi de Poisson de parameétre A, on a pour tout t € R :

Ak (At)F
_ E_ =22 4k _ =)
P(X =kt =e k!t =e T
. k
Comme la série exponentielle >, - o % converge d’apres le cours, la série >, - e_’\% con-

verge par linéarité, et donc la série >, -, P([X = k])t* converge pour tout ¢ € R. De plus, par
linéarité de la somme, on trouve que, pour tout ¢t € R :

— EN o (F s (M) “A M A(E—1)
GX(t):ZP([sz'Dt :Ze o= Zize et =e .
k=0 k=0 ) k=0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢t € R :

Gx (t) existe et de plus : Gx(t) = e ™),

Montrons que, pour tout ¢ € [1,4o00[ et pour tout a > 0, on a :

P(x > a) < 0.
Pour ce faire, on se fixe un réel t € [1, +o0[ et 'on pose Y . D’apres le théoreme de transfert,
la variable aléatoire Y admet une espérance si et seulement si la série ), - P([X = k])t* converge
absolument, ce qui revient & dire qu’elle converge vu qu’elle est & termes positifs. Mais comme
cette série converge d’apres la question (3)(a), il s’ensuit d’apres le théoréme de transfert que YV
admet une espérance donnée par :

=X

EY)=E@t*) = io P([X = ED)t* = Gx(t).
k=0

De plus, on voit que X > a si et seulement si Y = tX > t¢ et donc [X > a] = [V > t%]. Mais
comme t* > 0, I'inégalité de la question (2)(a) entraine que :

P(X 2 d) = Py > 7)) < P00 _ G0,

ta
Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢ € [1, +o0[ et pour tout a > 0 :
Gx(t
P(x > ) < X0,
ta

7 . . . . t—1 . .
Déterminons le minimum sur [1, 4+-oc[ de la fonction g : t — <5—. Par construction, la fonction

g est dérivable sur [1,4+o00[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur [1,4+o0[, dont le
dénominateur ne s’annule pas sur [1,+o0o[. De plus, pour tout ¢ € [1,+o0[, on a :

, et—1 / (6t71)1t2 _ 9tet—1 et=142 _ 9pet—1 etfl(t _ 2)
J0 =) = = -

t B ¢4 B t3

Des lors, on voit que le signe de ¢'(t) est donné par celui de (¢t — 2), et donc la fonction ¢’ est
négative sur [1,2] et positive sur [2, +00[. En particulier, la fonction g est croissante sur [1,2] et
décroissante sur [2, +oo[, et donc elle admet un minimum en ¢t = 2. Par des calculs simples, on
trouve alors que :




Par conséquent, on en déduit que :

e

le minimum de la fonction g sur [1, 00| est égal & T

(d) Montrons l'inégalité suivante :
e )\
P(IX = 20) < ()

D’apres la question (3)(b), on trouve que, pour tout ¢ € [1,400] :

A1) et=1\ A
Pz o < G50 - S = (S) = e

Comme ceci est vrai pour tout ¢ € [1,400[, ceci est vrai a fortiori pour ¢ = 2, ce qui entraine
avec la question (3)(c¢) que :

e A
P(X 2 20) < (92)* = () -
Par conséquent, on en déduit que :
e )\
waznpg(ﬁ .

(4) Montrons que cette derniere amélioration est meilleure que celle obtenue a la question (2)(e) deés que
A prend des valeurs assez grandes. Pour ce faire, on peut remarquer que :

G 0 (9) 2 ()

A+1

Comme 0 < § < 1, on obtient par croissance comparée que :

e\
A (7) — 0
4 A—+o0

Des lors, il s’ensuit d’apres les propriétés des équivalents que :

(Z)A:(Aﬂ)(e)A —
%4-1 4 A—+o0

ce que l'on peut retraduire sous la forme suivante :
(7 :
— = o|l——|.
4/ A—+oo A+1

En d’autres termes, la derniére amélioration est négligeable devant celle de la question (2)(e) quand
A tend vers +o00, ce qui entraine que :

la derniére amélioration est meilleure que celle de la question (2)(e) pour A assez grand. ‘

Corrigé du probleme 1. Dans tout le probleme, on désigne par a,b des entiers naturels tous deux non
nuls, et 'on pose N = a + b. On considére une urne contenant initialement a boules blanches et b boules
noires, dans laquelle on effectue des tirages successifs, au hasard et ”avec remise” d’une boule selon les regles
suivantes :

e lorsque la boule tirée est blanche, on la remet dans I'urne.
e lorsque la boule tirée est noire, on ne la remet pas dans I'urne et on la remplace par une boule blanche.

(1) Soit Y le nombre de tirages nécessaires a l’obtention d’une premiere boule blanche.

(a) Déterminons ’ensemble des valeurs prises par Y. Par définition, chaque fois que l'on tire une
boule noire, on ne la remet pas dans I'urne. Des lors, au cours des b premiers tirages, soit on a
tiré une boule blanche, soit on a éliminé toutes les boules noires de I'urne, et une boule blanche
apparaitra au (b—+1)-eéme tirage. En particulier, on voit que Y () C {1, ...,b+1}. De plus, Y peut
prendre toutes les valeurs entiéres comprises en 1 et b+ 1. En effet, pour tout k € {1,...,b+ 1},
on voit que I'événement ”[Y = k]” sera réalisé si I'on obtient une boule noire au cours des tirages
n°l,2, ...,k — 1, puis si I'on sort une boule blanche au tirage n°k. Par conséquent :

V(@) ={1,..,b+1}|
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(b) Calculons P([Y = k]) pour tout k € {1,...,b+ 1}. Pour ce faire, pour tout ¢ € {1,...,b+ 1}, on
désigne par N; I’événement ”on tire une boule noire au i-éme tirage” et par B; ’événement ”on
tire une boule blanche au i-éme tirage”. Par définition, on voit que I’événement ”[Y = k]” est
réalisé si I’on obtient une boule noire au cours des tirages n°1,2, ...,k — 1, puis si I'on sort une

boule blanche au tirage n°k, et donc :

[Y = k] =N N...0NNg_1 N Byg.

D’apres la formule des probabilités composées, on obtient que :

P([Y = k]) = P(N1) Py, (N2)...PnyA...aN,._, (Bi)-

Comme 'urne contient N boules dont b noires, on peut remarquer que P(Np) = %. A présent,
supposons que ’événement Ny N ... N N;_; soit réalisé, oun 2 < i < k — 1. Alors cela signifie
que I'on n’a obtenu que des boules noires lors des (i — 1) premiers tirages. Donc I’événement N;
sera réalisé si 'on obtient une nouvelle boule noire lors du i-eme tirage. Mais comme il reste N
boules dans 'urne, dont b — (i — 1) boules noires, il s’ensuit que :

PNlﬁu‘ﬁNifl (NZ)

(b—(i—1) _b—it+1

N

Enfin, supposons que I'événement Nj N ... N Ni_; soit réalisé. Alors cela signifie que 'on n’a
obtenu que des boules noires lors des (k — 1) premiers tirages. Donc 1'événement By, sera réalisé
si 'on obtient une boule blanche lors du k-éme tirage. Mais comme il reste N boules dans 1'urne,
dont a + (k — 1) boules blanches, il s’ensuit que :

PNlﬁ‘..ﬁN)c_l(Bk}) =

b (“1bi+1>
— X

Des lors, on trouve que :

at+k—1

N

a+k—1

=2

N

N

Par conséquent, on en déduit que, pour tout k € {1,...,b+ 1} :

k—1
HW@(

i=1

b—i+1>

N

a+k—1
N

(¢) Vérifions d’abord que P([Y =b+1]) =

| N . ;s .
%. D’apres la question précédente, on voit que :

b ,
b—i+1Ya+b+1—-1
P(lY=b+1]) =
(I +1]) (11 I ) ~
B fib—i+1 N
o\ N N
=1
obx(b-1)x..x1
Nx..xN
d’ou il s’ensuit que :
b!
A présent, montrons que, pour tout k € {1,...,b}, on a :
b! b!

Py =K)) =

(bfwfimNbi_aw%mNV



Toujours d’apres la question précédente, on voit que :

i1\ at+k—1
N N

i=1

z
=
I
&
I

bx(b—1)x..x(b—k+2)x(a+k—1)

Nx..xN
obx(b-1)x..x(b—k+2)x(N—-b+k—1)
= ~F
o obx(b-1)x..x(b=(k=1)+1)x (N—-(b—-k+1))
= N
o obx(b-1)x.x(b—=(k=1)+1)x N
= N —
bx(b—-1)x..x(b—(k—1)+1)x(b—-(k—1))
Nk
bx(b—1)x..x1 bx..x1

b—(k—1)x..x1IxN-1T  (b—k)x..x1xNFk

b! b!
(b— (k—1))INk=1  (b—k)INk

Par conséquent, on vient de montrer que, pour tout k € {1,...,b} :

! b!
(b— (k—1)INF1  (b—k)IN*

P(Y =K)) =

(d) Soit M € N* et soient ag, ..., aps des réels. Montrons que :

M M—-1
Zk(ak_l — ak) = <Z ak> — MaM.
k=1

k=0

Par linéarité de la somme, on trouve que :

M M M M
Z k(ak_l — ak) = Z kak_l — kak = Z kak_l — Z kak.
k=1 k=1 k=1 k=1

En effectuant le changement d’indice [ = k — 1 dans la premiére somme de droite, puis en
réutilisant la linéarité de la somme, on obtient que :

M—-1 M

M
Zk(akq —ay) = Z (I+Da; — Zkak
k=1

1=0 k=1

M—-1 M

= Z(k+1)ak—2kak

k=0 k=1

M—-1 M—-1

= (04 1Dag + Z(k’—i—l)ak— Zkak—MaM

k=1 k=1

M—-1

= ag+ Z [(k—F 1)ak — kak] — May
k=1

M—-1

= ap+ E akaaM,
k=1

d’ou I'on déduit que :

M—

M
Zk(ak_l — ak) = <Z CLk) — MaM.

k=1 k=0

=




(e) Montrons que E(Y) = Ek S = k),Nk Pour ce faire, on pose M =b et a;, = (b+;!1\/’“ pour tout
k €{0,...,b}. D’apres les questlons précédentes, on trouve que :

b+1

> kP(lY =
k=1

E(Y)

b
Z k(ag—1 — ak)> + O+ Dap

=
Il
—

@‘
,_.

ak> —bap + (b+ 1)ay

b— b
ak> +a, = (Z ak> .
k=0 k=0

Mais par définition des ag, on en déduit que :

’ b!
Y):Zm.

k=0

=
Il
o

,_.

<
X
<

(2) Pour tout entier n > 1, on désigne par N,, ’événement : ”la n-éme boule tirée est noire”, et I’on pose
gn = P(N,,). De plus, pour tout entier n > 0, on désigne par X,, le nombre de boules noires obtenues
lors des n premiers tirages. Par convention, on pose Xg = 0. Enfin, pour tous entiers n,k > 0, on
désigne par p,  la probabilité de I’événement : ”"on a obtenu exactement k boules noires au cours
des n tirages”. On pourra remarquer que poo = 1, et que p,, , =0si k> n ousi k > b.

(a) Calculons p, o pour tout n € N. Pour ce faire, pour tout i € {1,...,b 4+ 1}, on désigne par B;
I’événement ”on tire une boule blanche au i-eme tirage”. Par définition, on voit que I’événement
”on a obtenu exactement 0 boule noire au cours des n tirages” est réalisé si et seulement si les
événements By, ..., B, sont simultanément réalisés, et donc :

Pno = P(B1N....0 By).
D’apres la formule des probabilités composées, on obtient que :

P, o= P(B1)Pg,(Bs3)...Pp,n..AB,_, (Bn).

Comme I'urne contient N boules dont a blanches, on peut remarquer que P(B;) = % . A présent,
supposons que l’événement By N ... N B;_1 soit réalisé, ou 2 < i < n. Alors cela signifie que 'on
n’a obtenu que des boules blanches lors des (i — 1) premiers tirages. Donc ’événement B; sera
réalisé si 'on obtient une nouvelle boule blanche lors du i-eme tirage. Mais comme il reste NV
boules dans I'urne, dont a boules blanches, il s’ensuit que :

a

PBlﬂ...ﬁBi,l(Bi) == N

Des lors, on trouve que, pour tout n € N* :

a a a\"
Pno=—X..xXx—=[(—] .

N N N

Comme pg o = 1, on en déduit que, pour tout n € N :
a n
Pn,o = (N) .

A présent, calculons py, pour tout n € N. Pour ce faire, on commence par traiter le cas ou
n < b. Par définition, on voit que I’événement ”on a obtenu exactement n boules noires au cours
des n tirages” est réalisé si et seulement si I’événement [Y" > n] lest, et donc :

b+1

Pon=P(Y >n))= > P(
k=n-+1
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()

D’apres la question (1)(c) et avec les notations de la question (1)(e), on a par télescopage que :

b

b!

Pnn = E (ag—1 — ax) +ab:an_ab+ab:an:m'
k=n+1

Si 'on suppose a présent que n > b, alors ’événement ”"on a obtenu n boules noires lors des n

premiers tirages” ne peut étre réalisé, puisque toutes les boules noires ont été éliminées de I’urne

lors des b premiers tirages, et donc p,, , = 0. Par conséquent :

b!

Dnn = m si n<b et pp, =0 sinon.

Enfin, comme X, désigne le nombre de boules noires obtenues lors des n premiers tirages, on
voit que X,, peut prendre toutes les valeurs entieres comprises entre 0 et n. Deés lors, comme
([X = k])o<k<n forme un systéme complet d’événements et que p, = P([X,, = k]) pour tout
k € N, on en déduit que :

n
Z Pn.k = 1.
k=0

Démontrons que, pour tous entiers n, k > 0, on a la formule :

(A) :Npnp=(a+E)pp_1p+ (0+1—k)pp_1 k-1

D’apres la question précédente, on sait que ([Xn,—1 = ])o<i<n—1 forme un systéeme complet
d’événements. Des lors, d’apres la formule des probabilités totales appliquée a 1’événement
[X,, = k] et au systeme complet d’événements ([X,,—1 = 7])o<i<n—1, On trouve que :

Do = P(Xn = k) = 3" Py (X = K)P([ X1 = ).
1=0

Si on suppose que l'événement [X,_; = 4] est réalisé, alors cela signifie que l'on a déja tiré i
boules noires au cours des ¢ premiers tirages. Des lors, X,, ne peut prendre que les valeurs 7 et
i+1, et donc P, ,—;([Xn = k]) =0sii# k— 1,k En particulier, on trouve que :

Pk = Prx, =k ([Xn = R P([(Xp1 = k= 1)) + Pix, =) ([Xn = k) P([Xn 1 = K]).

Si l'on suppose que I’événement [X,,_1 = k — 1] est réalisé, alors cela signifie que 'on a déja tiré
(k — 1) boules noires au cours des (n — 1) premiers tirages. Des lors, [X,, = k] sera réalisé si
Pon tire une boule noire au n-éme tirage. Mais comme 1'urne contient N boules dont b — (k — 1)
noires apres le (n — 1)-éme tirage, on a :

b—(k—-1) b+1-—k

N N N
Si l’on suppose & présent que I'événement [X,,_; = k| est réalisé, alors cela signifie que l'on a
déja tiré k boules noires au cours des (n — 1) premiers tirages. Dés lors, [X,, = k] sera réalisé si
I’on tire une boule blanche au n-éme tirage. Mais comme 1'urne contient N boules dont a + k
blanches apres le (n — 1)-éme tirage, on a :

P[anlzk—l]([Xn = k]) =

a+k
P sig(Xa = K = 55,
Des lors, on obtient que :
b+1—-k a+k
Mais par définition des p,, , il s’ensuit que :
b+1-k a+k
Pnk = ——7Pn-1k-1+ Pn—1,k-

N N

Par conséquent, on en déduit que :

’ Nopnp=(a+E)pp_1k+O0+1—E)pp_1 k1. ‘

Dans cette question, on se propose de calculer I'espérance de X,,.
(i) A laide de la formule (A), montrons que, pour tout entier n > 0, on a :

n—1

N.E(X,) = Z[ZH' k(N = 1)]pn—1k-
k=0
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Comme X,, ne peut prendre que des valeurs entieres comprises entre 0 et n, on voit que,
par définition de ’espérance :

N.E(X,) = i NEkP([X, = k]) = i kN Dy k.
k=0 k=0

D’apres la formule (A4), par linéarité de la somme et vu que p,—1, = 0, on trouve que :

n

N'E(Xn) = k ((CL + k)pn—l,k + (b + 1- k)pn—l,k—l)

>
Il
o

k(a+k)pn_1x+ Y k(b+1—k)pn_1x1

I
M=

k=0 k=0
n—1 n

= > kla+E)pn-1k+ Y k(b+1—k)po1x1
k=0 k=1

En effectuant le changement d’indice I = k — 1 dans la deuxieme somme de droite, on
obtient par linéarité de la somme que :

n—1 n—1

NEX,) = > kla+kpn1s+» (1+1)(b=Dpn1,
k=0 =0

n—1 n—1

- Z k(a+k)pn-1s + Z(k +1)(b— k)pn—1,k

k=0 k=0

n—1

= S [ka+E)pa-re + (k+ 1) (b~ k)pu_1]
k=0

n—1

— S [ka+ k) + k(b= k) + (b= k)] s
k=0

n—1

= > [kla+k+b—k)+ (0 —k)pn-1x
k=0

n—1

= SN+ (b~ B)pacin
k=0

n—1

= Y [b+EN —kpn1x

k=0

Par conséquent, on en déduit que :

n—1

N.E(X,) = S [b+ kN — Dlpa_.
k=0

(ii) Montrons que, pour tout entier n > 0, on a :

1 b
E(Xn) = (1 - N) E(Xn—l) + N
D’apres la question précédente, on sait que :

n—1

NE(X,) = S [b+ k(N = Dl
k=0

Par linéarité de la somme, on obtient que :

NE(Xn) = (N - 1) (Z_: kpn—l,k) + b <z_: pn—l,k> .
k=0 k=0
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(iii)

Par définition de I'espérance de X,,_1 et sachant que ZZ;& Pn—1,; = 1 d’apres la question
(2)(a), on trouve que :

N.E(X,)= (N —1).E(X,_1) +b.1,

d’ol1 'on déduit que, pour tout n € N* :

1

E(X,) = (1 - N) E(X, 1)+ %

Pour écrire une fonction récursive en Python qui, étant donnés des entiers n, N,b > 0,
calcule et affiche la valeur de E(X,,), on part du fait que E(Xp) = 0 (vu que Xy = 0) et
du résultat de la question précédente, et on procede comme suit :

def esperancexn(n,N,b):
if n==0:
return O
else:
return (1-(1/N))*esperancexn(n-1,N,b)+(b/N)

Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :
1 n
Pn):"E(X,)=bl1—(1——= 7.
B = [1- (1= %) |
Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car b {1 — (1 — %)0} = 0 et Xg = 0 par définition.

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) lest aussi. Par
hypothese de récurrence, on sait que :

o[- (- 4)]

D’apres la relation de la question (2)(c)(é), on trouve que :

BE(Xni1) = <1N

I
7 N
—
|
2=

N——— N———
>
| — |
=
|
VRS
—
|
2=
N———
3
+
2|

I
S
7 N\
—
|
==
N———
|
(=
7~ N\
—
|
2=
N———
3
+
—
+
S

d’ott il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P
est vraie a tout ordre n € N, et donc :

e, s i1~ (1- 1) .

(d) Dans cette question, on se propose de calculer ¢, 41.

(i) En utilisant la formule des probabilités totales, montrons que, pour tout n € N :

n

N.gni1=> (b—k)pni.
k=0

D’apres les questions précédentes, on sait que ([X,, = k])o<r<n forme un systeéme complet
d’événements. Des lors, d’apres la formule des probabilités totales appliquée a I’événement
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Ny41 et au systéme complet d’événements ([X,, = k])o<k<n, On trouve que :

n+1 = P(Npy1) ZP k) (N 1) P([ X, = k).

Supposons que ’événement [Xn = k] soit réalisé. Alors cela signifie que l'on a déja tiré k
boules noires au cours des n premiers tirages. Des lors, I’événement N, ;1 sera réalisé si
Pon tire une boule noire au cours du (n + 1)-éme tirage. Mais comme 'urne contient N
boules dont (b — k) noires, on trouve que :
b—k
P[Xn:k] (Nn"l‘l) = T

Des lors, il s’ensuit que :

qn+1 = Z = k])

Mais par définition des py, , 11 s’ensuit que :

b—k
dn+1 = N 7 Pn,k-
k=0

Par conséquent, on en déduit par linéarité de la somme que :

n

N-Qn+1 = Z(b - k)pn,k-
k=0

(ii) Exprimons g,+1 en fonction de E(X,,) pour tout n € N. D’apres la question précédente et
par linéarité de la somme, on voit que :

N.gni1 = Z(b = k)pne =0 (an k) - (Z kpn,k> :
k=0

k=0

Par définition de l'espérance de X,, et sachant que Y ,_,pni = 1 d’aprés la question
(2)(a), on trouve que :

Nognit = b1 — B(X,).

Des lors, on en déduit que, pour tout n € N :
b B(X)

An+1 = N N
(iii) D’apres les questions (2)(d)(ii) et (2)(d)(iv), il s’ensuit que, pour tout n € N :

b 1 1\"
ntl =———=b|1—(1—— ,
vy (%) |
d’olt 'on déduit apres simplification que :
b 1 1\"
Qn+1 - N N .

(iv) Pour écrire une fonction en Python qui, étant donnés un entier n > 0 et des entiers N, b > 0,
calcule et affiche la valeur de ¢, 1, on proceédera comme suit :

def valq(n,N,b):
q=Co/N)* ((1-(1/N))**n)

return q

e) Dans cette question, on se propose de calculer la variance de X,,. Pour ce faire, pour tout n € N,
D tt ti de calculer 1 i de X,,. P fai tout N
on pose u, = E(X, (X, —1)).
(i) A laide de la formule (A), montrons que, pour tout entier n > 2, on a :

n—1

Nawy =Y [k(k = 1)(a+b—2) +2(b— 1)klpn_1.-
k=1

Par définition de u,, et d’apres le théoréme de transfert, on voit que :

Un = B(X, (X Zk - 1P Zk — Dpnk-



D’apres la question (2)(b) et par linéarité de la somme et vu que pp_1,, =0, 0n a:

N, = > k(k—1)Npyx
k=0

= Z k(k—1)[(a+ k)pp—1k + (b+1—E)pp_1 k1]
k=0

= Z k(k—1)(a+ k)pn—1,c + Zk(k D+ 1—-k)pp-1,k-1
k=0

k=0
n—1 n

= Y k(k=1)(a+k)pn-1x+ Y k(k—1)b+1—k)pn1x1.
k=0 k=1

En effectuant le changement d’indice I = k — 1 dans la deuxieéme somme de droite, on
obtient par linéarité de la somme que :

Nau, = zn: k(k —1)(a+ k)pp_1x + zn: k(k—1)(b+1—k)pp_1x-1

~ .

= D k(k=1)(a+E)pu—1p+ Y+ Db -1+ 1)pa_1y
prr) 1=0

— S E(k—1)(a+ k)pn_1h + g(k + Db =k +1)pn—1,k
=0 =0

- :Z:k (k=1 (a+k)+ (k+1)(b— k)] pn1k

= :E_::k [(k=1)(a+k)+ (k=1)(0—k) +2(b = k) pn-1.k

= nik[(k— Dia+k+b—k)+2(0b—k)| po—1k
pn)

= :Z: k[(k=1)(a+b)+2(b— k) pn-1k

- nfk [(k—1)(a+b—2)+2(k—1)+2(b— k)] pr_1
=0

= Z_: E[(k—1)(a+b—2)42(b—1)] pr_1-
k=0

Par conséquent, on en déduit que :

n—1

Naiy =Y [k(k = 1)(a+b—2)+ 2k(b — 1)] pp_1.1-
k=0

(ii) D’apres la question précédente, on sait que :

n—1

Naiy =Y [k(k = 1)(a+b—2) + 2k(b — 1)] pp_1.1-
k=0

Par linéarité de la somme, on obtient que :

n—1

Ny =(a+b-2) <Z k(k — 1)pn—1,k> +2(b-1) (i kpn—l,k-) -
k=0 k=0
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Par définition de la suite (u,,) et de 'espérance, il s’ensuit que :

Nu, = (a+b—2)u,1+20b—-1)E(X,_1)

= (N—=2u,1+20b—-1b[1—(1-%)"].

Des lors, on en déduit que la suite (u,,) vérifie la relation de récurrence :

2 2b(b — 1) 1\"*
> =(1-= - (1- = .
Yn>1, u, (1 N) Up—1 + N ll (1 N) 1

(iii) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

P(n) : "up = b(b— 1) [1+ <1 - ;)n —2 (1 - ]1[)”]

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie. En effet, comme Xy = 0, on voit que ug =
E(Xo(Xo—1)) =0, et de plus :

R )

A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) lest aussi. Par
hypothese de récurrence, on sait que :

w0 i (1-2) 2 (1-2)]

D’apres la relation de la question précédente, on trouve que :

)
_ (1—if>b(b—1) [1+(1_;)n_2(l_;]>n]+
(b
= b(bl)(li,)+b(b1)<1i]>n+1
2b(b — 1) (1_]20 (1_11v>n+2b(iv_ 1) _2b(bN— 1) (1_;),1
= b(b—l)(l—;+;>+b(b—1)(1_]2v)n+l_
{Qb(b— 1) (1 - % + ]1[) (1 - jb)n}
- b(b—1)+b(b—1)(1—;>n+1—2b(b—1)(1_;/_) (1_J1V>"

2n+1 1 n+1
1+(1-= —2(1-=
(o) —0-5) )

d’ott il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P
est vraie a tout ordre n € N, et donc :

VneN, u, =bb-1) [1+<1]2V)n2<1]b)n].

(iv) Déterminons la valeur de V(X,,). D’apres la question précédente, on sait que :

up = B(X2 - X)) =0b(b—1) {1+<1—;)n—2<1—i]>n].

b(b—1) =bb—1)[1+1—-2=0.

= bb-1)




16

Par linéarité de ’espérance, on trouve que :
BE(X2)=EBE(X2 - X,+ X,) = B(X2 - X,) + E(X,,) = un + B(X,,).
D’apres les résultats des questions précédentes, il s’ensuit que :
2\" 1\" 1\"
EX2)=bb-1)|1+(1-=) —2(1-= bll—(1-=) |.
=00 s (1= 5) =2 (15 ) [ (-5 |

Mais comme V(X,,) = BE(X2) — E(X,)? d’apres la formule de Koenig-Huygens, on a :

V(X)) = bb-1) [1+ (1_;)"_2(1_@"%
)] o (4T

Précisons la limite de V(X,,) quand n tend vers +00. Comme |1 — %[,|1 — %] < 1, on
obtient que :

D’apres les regles de calcul sur les limites, on trouve que :
lim V(X,)=b(b—1)(1+0-0)+b(1—0)—0b*1-0)3

n—-+o00

d’ou il s’ensuit apres simplification que :

lim V(X,)=0.

n—-4oo

Pour écrire une fonction en Python qui, étant donnés un entier n > 0 et des entiers
N,b > 0, calcule et affiche le vecteur (ug,uy, ..., u,), on se sert des résultats des questions
précédentes et d'une boucle for comme suit :

def vecteur(n,N,b):
u=np.zeros(n+1)
for k in range(O,n+1):
ulk]=(b*(b-1))*(1+((1-(2/N) ) *xk) 2% ((1-(1/N) ) **k))
return u



