Lycée Clemenceau Jeudi 27 novembre 2025
ECG 2 Durée : 4 heures

Devoir Surveillé de Mathématiques n°3

Remarques : Il est toujours permis d’admettre les résultats de questions précédentes pour traiter les questions
suivantes. Chaque réponse doit étre démontrée et toutes les étapes des calculs doivent étre données. On
attachera un soin tout particulier a la clarté et a la propreté de la rédaction. Les téléphones portables et
les calculatrices, ainsi que tous matériels électroniques sont interdits. Tous les étudiants devront traiter les
exercices d’informatique sutvants et auront le choiz entre deux sujets, un de type EDHEC/ECRICOME et un
autre de type parisienne. Ils indiqueront lisiblement sur leur premiere copie le sujet qu’ils auront choisi, et
ne pourront traiter que les questions de ce sujet. Si un(e) étudiant(e) traite une question du sujet qu’il/elle
n’a pas indiqué en début de copie, cette question me sera pas corrigée.

Exercice 1. Ecrire une fonction en Python qui, étant donné un vecteur u = (uq,...,u,) de réels de taille
n > 0 quelconque, calcule I’écart absolu moyen de uy, ..., u,, c’est-a-dire le réel s(u) donné par :

s(u) = %Z lug — m(u)|, ou: m(u)= %Zuk
k=1

k=1

1
Exercice 2. Ecrire une fonction en Python qui, étant donné un réel r € ]0, 5 {, détermine le plus petit entier

n—1

1
n>0telque:un:$l’;}k‘42r.

Exercice 3. Ecrire une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 2, crée la matrice carrée A = (a; ;)
de taille n telle que :

0 — 0 si i=7
Y i+i—1 st i # g

1. Sujet type EDHEC-ECRICOME

Exercice 4. Soit (z,y) € (R%)?. Un commergant se fournit aupres d'un grossiste pour constituer son stock
au début de la saison 2025, lequel consiste en un certain nombre d’unités d’un produit de consommation.
Chaque unité vendue par ce commergant lui rapporte un bénéfice net de = euros alors que chaque unité
invendue a la fin de la saison engendre une perte nette de y euros. Ce commergant doit constituer son stock
au début de la saison et désire déterminer la taille n de ce stock afin de maximiser son espérance de gain.
On admet que le nombre d’unités qui seront commandées a ce commercant pendant la saison 2025 est une
variable aléatoire X & valeurs dans N. On note Y, la variable aléatoire égale au gain (positif ou négatif) de
ce commercant a la fin de la saison 2025. De plus, on désigne par U la variable aléatoire qui vaut 1 si X <n
et qui vaut 0 si X > n. Enfin, on admet que toutes ces variables aléatoires sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).
(1) En distinguant deux cas selon la valeur de U, montrer que : Y,, = (zX — (n — X)y)U 4+ nz(1 — U).
(2) (a) Vérifier que la variable aléatoire XU est & valeurs dans {0, 1,...,n}.
(b) Exprimer sous forme de somme 'espérance de XU a 'aide de la loi de X.
(c) Montrer enfin que : E(Y,) = (z +y) > p_o(k —n)P([X = k]) + nz.
x
rz4y

(3) (a) Exprimer E(Y,11) — E(Y;) en fonction de z,y, > ;_, P([X = k]).
(b) On admet le résultat suivant : ”toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand
élément”. Montrer qu’il existe un unique entier naturel ng tel que :

Par la suite, on suppose que P([X =0]) <

no+1

et > P(X=k)>
k=0

T
r+y

T
x—!—y'

S P(X = k) <
k=0

(¢) En déduire que ce commergant est sir de maximiser son espérance de gain en constituant un
stock de taille ny = ng + 1.
(4) Une étude statistique faite au cours des saisons précédentes permet d’affirmer que : X < P(I).
(a) Exprimer P([X = k + 1]) en fonction de P([X = k]).
1



(b) Utiliser ce résultat pour écrire une fonction en Python, de parametres d’entrée x,y, [, permettant
de calculer et d’afficher ’entier n;.

Exercice 5. Soit n un entier > 2. On dispose d’une urne contenant 2n boules numérotées de 1 a n, chaque
numéro apparaissant deux fois. On effectue au hasard une succession de tirages simultanés de deux boules de
cette urne selon le protocole suivant : si les deux boules tirées simultanément portent le méme numéro, on ne
les remet pas dans I'urne et on dit qu’une paire est constituée, et sinon on les remet dans I’urne. Pour tout
i €{1,...,n} et tout k € N*, on pose T; = k si k tirages exactement sont nécessaires pour constituer ¢ paires.
On admet qu'il existe un espace probabilisé (2, A, P) permettant de modéliser cette expérience et que, pour
tout ¢ € {1,...,n}, T; est une variable aléatoire définie sur cet espace.

(1) (a) Déterminer la loi de T;.
(b) Donner sans calcul la valeur de E(T}).

(2) On pose X1 =T; et pour tout i € {2,...,n} : X; =T; — T;_1.
(a) Que représente la variable X;?

(b) Déterminer pour tout ¢ € {1,...,n} la loi et I'espérance de X;.
(c) En déduire que T}, admet une espérance et que : E(T},) = n>.

(3) Soit S,, le nombre de paires constituées lors des n premiers tirages.
(a) Calculer la valeur de P([S,, = 0]).

(b) Déterminer lim,,_, ., P([S, = 0]).

)

n!2"

(¢) Montrer que P([S, =n]) = {55

Probléeme 1. On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piece donnant pile avec la
probabilité p €]0, 1], et face avec la probabilité ¢ = 1 — p. Dans ce probléme, on s’intéresse aux successions de
lancers amenant un méme c6té. On dit que la premiere série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers
ont amené le méme coté de la piece et le (n + 1)-éme autre c6té. De méme, la deuxiéme série commence au
lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer précédant un changement
de coté. De la méme facon, on définit les séries suivantes. On désigne par 2 ’ensemble des successions infinies
de pile ou face. Enfin, pour tout i € N, on désigne par P; I’événement ”le i-éme lancer amene un pile” et par
F; ’événement contraire.

(1) Partie I : étude des longueurs de séries.

Soit L; la longueur de la premiere série, et soit Ly la longueur de la deuxieme série.
(a) Exprimer 'événement [L; = n] & 'aide des P; et F;.
(b) En déduire que P([L1 = n]) = p"q+ ¢"p.
) Vérifier que I'on a: 327> P([L; = n]) = 1.
d) Exprimer 1'événement [L; = n] N [Ly = k| & 1'aide des P; et F;.
)
)
)

T o

Calculer la probabilité de I'événement [L; = n] N [Ly = k].
En déduire que, pour tout k € N*, on a : P([Ly = k|) = p?¢*~! + ¢*p*L.
On admet que 3% P([Lz = k]) = 1. Montrer que Lo admet une espérance égale & 2.

(2) Partie II : étude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

Dans cette partie, on considere que la piéce est équilibrée, c’est-a-dire p = % On désigne par N, le
nombre de séries lors des n premiers lancers. Ainsi, la premiere série est de longueur k < n si les k
premiers lancers ont amené le méme coté de la piece et le (k + 1)-eme l'autre coté, et de longueur n
si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la piece. De plus, la derniere série se termine
nécessairement au n-eme lancer. Par exemple, si les lancers successifs donnent FFPPPPFFPPP...,
ou F' désigne face et P pile, alors on a pour une telle succession w que :

Nl(w) = Ng(w) = 1, Ng(UJ) = ... = NG(W) = 27

N7((JJ) = Ns(w) = 3, Ng(w) =..= Nll(w) = 4,

les données précédentes ne permettant évidemment pas de calculer Ni5(w). Par la suite, on admettra
que N, est une variable aléatoire sur (€,.4, P). Enfin, pour tout n € N* on définit la fonction
génératrice G,, de N,, comme suit. Pour tout s € [0, 1], on pose :

Gn(s) = > P([N, = k])s".
k=1

(a) Déterminer les lois de N1, No, N3 et donner leurs espérances.
(b) Déterminer I’ensemble N, (€2) des valeurs prises par N,, pour tout n € N*.



c¢) Calculer les valeurs de P([N,, = 1]) et P([N,, = n]) en fonction de n € N*.
) Pour tout s € [0, 1], comparer I'espérance de la variable aléatoire s™» avec G,,(s).
) Que représente G, (1)? Justifier.
) Montrer que, pour tout n > 2 et tout k € {1,...,n}, on a:

(

(d
(e
(f

P(IN, =K NP,) = %P([Nn,l — AP )+ %P([Nn,l —k—1]NFyy)
PN, =K NF,) = %P([Nn,l — K AF 1)+ %P([Nn,l —k—1]NP )

(g) En déduire que, pour tout n > 2 et tout k € {1,...,n}, on a :

P(INy = K)) = 5 P(Naor = K) + 5 P(Naoy =k~ 1]).

(h) Montrer que, pour tout n > 2, on a : Gn(s) = (42) Gn_1(s).

(i) Calculer I'expression de G1(s), et en déduire que, pour tout n > 2, on a :

Gols) = (12“’)"_15.

(j) Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers.

(3) Partie III : probabilité d’avoir une infinité de fois deux piles consécutifs.

(a) Montrer que, pour tout x € R,ona: 1—xz <e ?.

(b) Dans cette question, on considére une suite (A;);en+ d’événements indépendants. On suppose
que la série ), P(A;) diverge. Soit k € N* un entier fixé. Pour tout n > k, on pose :

C, = U A=A U..UA,.
k<i<n

(i) Justifier que lim,, 1o > 1\ P(A;) = +o00.
(ii) Montrer que, pour tout n > k, on a :

P(Cy) :1—ﬁP(E).
i=k

(iii) A Daide de la question (3)(a), en déduire que, pour tout n > k :

P(Cn) > 1 —exp (‘iP(Ai)> :
i=k

(iv) En déduire que lim,_, 4 P(Cy) = 1.
(v) Comparer les événements C,, et C,, 11 pour 'inclusion.
(vi) Que peut-on en déduire pour P(U5C;)?
(vii) Justifier que U5 A; = US> C,, et en déduire que : P(U;FA;) = 1.
(¢) En considérant les événements A, : ”"on obtient pile au (2n)-éme et au (2n + 1)-eéme lancers”,
montrer que la probabilité d’avoir deux piles consécutifs, aprés n’importe quel lancer, vaut 1.



2. Sujet type HEC-ESSEC

Probléeme 2. Lorsque r est un réel > 0, on note :

Alr)y = {(an)neN € RN telle que : Vk € N, la série an|an|r” converge} )
B(r) = {(an)nen € R" telle que la suite (a,r™),en converge vers 0} .
“+oo
A toute suite a = (ap)nen de B(r), on associe, sous réserve d’existence, la fonction f, : © — Z anz”
n=0

Dans la premiére partie, on étudie quelques propriétés des ensembles A(r) et B(r).
Dans la seconde, on étudie les propriétés de régularité des fonctions f,.

Dans la troisieme partie, on obtient, dans le cas ou 7 > 1, sous certaines hypotheses, une formule de réciprocité

donnant la suite a en fonction de la suite ( én)(l)) .
neN

Enfin, dans la derniére partie, on utilise les résultats obtenus pour ’étude de variables aléatoires discretes.

Partie I : Premiéres propriétés et premiers exemples.

(1) Soit r un réel > 0 et soit (an)nen une suite de A(r). Montrer que, pour tout x € [—r,r] et pour
tout k € N; la série an\anHﬂ" converge. En déduire que, pour tout réel v’ tel que r < r’, on a :
A(r') C A(r).

(2) Vérifier également que : 0 < r <1’ = B(r') C B(r) et A(r) C B(r).

(3) Montrer que, pour tout réel r > 0, A(r) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites
réelles.

(4) Exemples :

1
(a) On souhaite montrer que, pour tout réel r > 0, la suite a = <'> appartient a A(r). Pour
'/ neN

cela, on pose pour tout k € N :

nk+2,rn

un(k) =

k
En considérant le quotient Ll(),

alors que : a = <1|) € A(r).
"/ neN
(b) Pour tout réel A > 0, on note S(A) la suite (A\")pen. Déterminer ’ensemble des réels r > 0 pour
lesquels la suite S(A) appartient & B(r). Déterminer ensuite ensemble des réels r» > 0 pour
lesquels la suite S(\) appartient & A(r).

(5) Soit p un réel > 0 et s0it (ay,)nen une suite de B(p). Montrer que, pour tout r €]0, p[, la suite (an)nen
appartient a A(r). Pour ce faire, on pourra penser a écrire :

n
r
nk|an|7“" = \an|p"nk (p) .

Partie IT : Régularité de la fonction f,.

n!

montrer que la suite (u,(k))nen converge vers 0. Conclure

Dans cette partie, R désigne un réel > 0 et a = (ay, )nen une suite de B(R).
+oo
(1) A T'aide de la question précédente, vérifier que f, : & — Z anz™ est définie sur | — R, R|.
n=0
(2) Continuité de f, :
(a) Soient r €]0, R[, z € [—r,7] et h un réel tel que : .+ h € [—r,r]. Montrer que, pour tout n € N :

|(z 4+ h)" — 2™ < nr" YAl

1
(b) Justifier alors soigneusement que : |f,(z + h) — ) < - (Z nlay|r" ) |h.
T
n=0
(c) Montrer alors que f, est continue sur [—r,r], puis sur | — R, R|[.



(3) Caractere Ct de f, :

On considere ici un réel r €]0, R[ et un réel x € [—r,r]. Pour tout n € N, on pose S, ( E apa®
+oo

et, sous réserve d’existence : g, : x —> E na,z" L.
n=1

(a) Soit p € [r, R[. Justifier que la suite (nay)nen appartient & B(p). En déduire que g, est définie
et continue sur | — R, RJ.

(b) Vérifier que, pour tout n € N*, on a : Sp,(z) = ag —|—/ Sy (t)dt
0

/0<9a(f)—52(t))dt‘< > Klaglr*.

k=n-+1

(c) Montrer que, pour tout n € N*, on a :

x

(d) En déduire que : fo(x) = ag +/ ga(t)dt.
0
(e) Montrer alors que f, est de classe C! sur | — R, R[ et que : f. = g,.

(4) Caractere C* de f, :

(a) Soit r €]0, R[. Montrer que la suite (a,)nen appartient & A(r) si et seulement si, pour tout

L. n _
k € N, la série Z <k> |an|r™ ™" converge.
n>k
(b) Montrer que f, est de classe C* sur | — R, R[ et que, pour tout « €] — R, R[ et pour tout k € N,

ona:
+oo
B () = k! (ngk (Z) anac"_k> .

(¢) Pour tout n € N, exprimer a,, en fonction de fé") (0).

(5) Exemples :

1 'I’L
(a) On pose o = <'> et fo :xr— Z . Donner une expression de f,(z) pour tout x € R.
"/ nen n= O

Pour tout k € N, calculer f{* )( 1).
+oo
(b) Soit A un réel > 0, soit § la suite (A\"),en et soit fz: 2z +—> Z A"z™. Donner une expression de

11 - 11
fa(z) pour tout z € }_)\’ X [ En déduire que, pour tout £ € N et pour tout x € }—)\7 X [, la
série Z (Az)"~* converge et : Jio " (Az)" k= _

k (1 — Ap)k+1”

n==k

Partie III : Une formule de réciprocité.

Dans cette partie, R désigne un réel > 1 et a = (ap)nen est une suite de B(R) telle que : Vn € N,

(n)
a (1 . R — ,
an > 0. Pour tout n € N, on note b,, = ‘( ) et on fait 'hypothese (H) qu’il existe un réel p > 1 tel que la
n!
suite (b, p")nen converge vers 0.
(1) Expression de ag :
N
(a) Montrer que : YN € N, f,(0) = Z( 1)Pb, + ( N+1/ N'f(N'H)( )dt
p=0
14N
(b) Démontrer que : Nlirﬂm/o mféNH)(t)dt =0.
“+o0
(¢) En déduire que la série Z 1)Pb, converge et que : ag = Z(fl)pbp.
p>0 p=0

(2) Généralisation : On considere ici un entier naturel s fixé.



N (p+8)( 1) 14N

(a) Montrer que : YN € N, f{*)(0) = Z(—l)paT + (—1)N+1/0 ﬁféN"’SH)(t)dt.
= ! !

S v (Vs D

(b) Vérifier que : VN € N, mp (NF 1) pNTarT

(N+s+1)< )dt‘

(c) Déterminer lim /N' N+S+1)()d

N—+o00

+oo
(d) Montrer alors que la série Z(*l)p (p * S> bp+s converge et que : a; = Z(—l)"’S <n) by,
S S
p=>0
(3) Cas particulier : On suppose dans cette question que a = (a, )nen est une suite de réels positifs pour
laquelle il existe un entier naturel d tel que : Vn e Nyn >d+1 = a, =0.
(a) Que peut-on dire de la fonction f,?

n=s

(b) Montrer que la condition (H) est vérifiée.

d
(c) En déduire que, pour tout s € [0,d], on a : a, = Z(—l)”_s (n) b
s
n=s

Partie IV : Applications aux variables aléatoires discretes.

Dans cette partie, les variables aléatoires seront discrétes, définies sur un espace probabilisé ({2, .4, P), a
valeurs dans N. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra utiliser, sans les rappeler, les notations
suivantes :
—+oo
VneN, a,=P(X=n) et Gx:ax+— Zanx", autrement dit : Gx = f,.
n=0
(1) Premiers résultats :
(a) Justifier que la suite a appartient & B(1).
(b) En déduire qu’il existe un réel R > 1 tel que Gx soit définie et de classe C*>° sur | — R, R].

(2) Premier exemple :
(a) On suppose tout d’abord que X suit la loi de Poisson de parameétre 1. Déterminer la fonction

Gx, vérifier qu’elle est bien de classe C* sur R et calculer G(;)(l) pour tout s € N.
(b) On suppose maintenant que X est une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), telle que X(Q) = N et vérifiant la conditions suivantes : Gx = f, est définie sur R,

de classe C* sur R et fés)(l) =1 pour tout s € N. Justifier que 'hypothese (H) de la partie III
est réalisée et déterminer a,, pour tout n € N. Quelle est la loi de X7

euxieéme exemple : On considere ici un réel p €]0,1] et on note ¢ =1 —p
3) Deuxie le: O idere ici Sel 0,1] et t 1
(a) On suppose que X + 1 suit la loi géométrique de parametre p. Déterminer la suite a = (an)nen

11
puis la fonction Gx. Vérifier que Gx est de classe C*° sur ]— - { puis calculer G( (1) pour
q’ q

tout s € N. )
(b) On suppose maintenant que : p > 7 Vérifier que : 4.
On considére une variable aléatoire discrete X définie sur un espace probabilisé (€, A, P), telle

1
que X(2) = N. On suppose de plus que Gx = f, est définie sur }—, - [, de classe C* sur

q q
11 2 (a0’
} - = [ et que = > pour tout s € N. Justifier que 'hypothese (H) de la partie I1I
7 q p

s!
est réalisée et déterminer a,, pour tout n € N. Quelle est la loi de X + 17

(4) Cas ol X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs :
On suppose dans cette question que X () est inclus dans [0,d], ot d € N*. On note Poly le sous-
espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R et de degré < d. Pour tout s € [0,d], on
note e, la fonction x — x° et on rappelle que (es)se[o,q) est une base de Poly. Enfin, on définit les
fonctions de Poly :

Hy:x+—1 et Vse[l,d], Hs:x+—

z(x—1 x—s+1)
(2= 1)l = s+ S.Hf—

s!

Enfin, on considere 'application A définie pour tout P € Poly par : A(P) : ¢ — P(x + 1) — P(x).
(a) Montrer que la famille (H)c[o,q) est une base de Polg.



(b) Vérifier que A est un endomorphisme de Poly.

)
(c) Montrer que A(Hp) = 0, puis que : Vs € [1,d], A(H;s) = Hs_1 et Hg(0) = 0.
d
(d) Montrer que : VP € Poly, Vx € R, P(z) = Z [(A®(P))(0)] Hy(z).
)

s=0
(e) En déduire que, pour tout k € [0,d] et pour tout n € N :

d
nf =" [(A%(ex)(0)] Ho(n).
s=0
(f) Montrer alors que, pour tout k € [0, d], 'espérance de X* est donnée par :
- 2
E(Xk) = [(AS(Ek))(O)] bs, ou : bs = T
s=0 '

3
(g) Exemple : on suppose ici que d = 2, E(X) = 1 et E(X?) = 5 Déterminer by, by, bs, puis

ap, a1, as. Reconnaitre la loi de X.



