Lycée Clemenceau Jeudi 27 novembre 2025
ECG 2 Durée : 4 heures

Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°3

Corrigé de l’exercice 1. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un vecteur u = (uq, ..., up) de
réels de taille n > 0 quelconque, calcule I’écart absolu moyen de uy, ..., u,, c’est-a-dire le réel s(u) donné par :

s(u) =

S|
NE
£

Z lug —m(u)|, ou: m(u)=
k=1

3|

k=1

Pour ce faire, on commencera par déterminer la taille du vecteur u a I’aide de la commande np.shape, puis
on calculera la moyenne de ses éléments a l’aide de la commande np.sum et enfin, on terminera par le calcul
de I’écart absolu moyen de u. Plus précisément, on va procéder comme suit :

import numpy as np

def ecart(u):
n=np.shape (u) [0]
m=np.sum(u) /n
v=np.zeros (n)
for i in range(n):

v[i]=np.abs(uli]-m)

s=np.sum(v)/n
return s

Corrigé de l’exercice 2. Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un réel r €]0,1/5[, détermine
le plus petit entier n > 0 tel que :

Pour ce faire, on va commencer par calculer les différentes valeurs de u,, lorsque n croit, en vérifiant a chaque
fois si u, > r ou non. Comme n°u,, s’obtient par additions successives de termes de la forme k*, et qu’on
ne sait pas a priori combien de fois il va falloir réitérer le procédé, on utilisera une boucle while. Pour des
raisons de simplicité, au lieu de comparer u, et r, on va plutdt comparer S, = n’u,, et n°r. Ceci reviendra
au méme, sauf qu’ici S, est une somme, et qu’elle est donc plus facile a calculer a I'aide d’une boucle. Plus
précisément, on procedera comme suit :

import numpy as np

def pluspetitentier(r):
s=0
n=1
while s<(r*(n**5)):
s=s+(n*x*4)
n=n+1
return n

Corrigé de ’exercice 3. Ecrire une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 2, crée la matrice
carrée A = (a; ;) de taille n telle que :

W 0  si i=j
WE i -1 st i

Pour ce faire, on procédera a l'aide de deux boucles for (en tenant compte du décalage sur les indices) et
d’un test if comme suit :



import numpy as np

def matrice(n):
a=np.zeros([n,n])
for i in range(n):
for j in range(n):
if il=j:
ali,jl=i+j+1
return a

1. Sujet type EDHEC-ECRICOME

Corrigé de ’exercice 4. Soit (z,y) € (Rj_)Q. Un commergant se fournit aupres d’un grossiste pour consti-
tuer son stock au début de la saison 2023, lequel consiste en un certain nombre d’unités d’un produit de
consommation. Chaque unité vendue par ce commercant lui rapporte un bénéfice net de = euros alors que
chaque unité invendue a la fin de la saison engendre une perte nette de y euros. Ce commergant doit constituer
son stock au début de la saison et désire déterminer la taille n de ce stock afin de maximiser son espérance de
gain. On admet que le nombre d’unités qui seront commandées a ce commercant pendant la saison 2023 est
une variable aléatoire X a valeurs dans N. On note Y;, la variable aléatoire égale au gain (positif ou négatif)
de ce commercant & la fin de la saison 2023. De plus, on désigne par U la variable aléatoire qui vaut 1 si
X < n et qui vaut 0 si X > n. Enfin, on admet que toutes ces variables aléatoires sont définies sur un méme
espace probabilisé (€2, A, P).

(1) Montrons que : Y, = (zX — (n — X)y)U + nz(1 — U). Pour ce faire, on distingue deux cas suivant la
valeur de U. Tout d’abord, si I’événement [U = 0] est réalisé, alors cela signifie que X > n. Dés lors,
le commercant recoit des commandes pour X unités. Comme il dispose de n unités en stock et que
X > n, il vendra n unités pendant la saison 2021, ce qui lui rapportera en tout nz euros, et donc :

Y, = nx
— (@X ~ (n— X)) x 0+ na(1 - 0)
= (X —(n—X)y)U+nzx(1-0).
A présent, si 'événement [U = 1] est réalisé, alors cela signifie que X < n. Dés lors, le commercant
recoit des commandes pour X unités. Comme il dispose de n unités en stock et que X < n, il vendra

X unités et se retrouvera avec n — X unités invendues pendant la saison 2021, ce qui lui rapportera
d’un cdte X euros et lui fera perdre de 'autre y(n — X) euros, et donc :

Y, = zX—yh-X)
= @X-n-X)y) x1+nz(l-1)
= (@X-n-X)y)U+nz(l-0).

Dans tous les cas, on obtient la méme expression pour Y,,. Par conséquent, on en déduit que :

|V, = (@X = (n— X)y)U +na(1 - ). |

(2) (a) Vérifions que la variable aléatoire XU est & valeurs dans {0, 1,...,n}. Comme X est & valeurs dans N
et que U est a valeurs dans {0, 1}, on voit déja que XU est a valeurs dans N. De plus, si ’événement
[U = 0] est réalisé, alors XU = 0. En outre, si '’événement [U = 1] est réalisé, alors cela signifie que
X < n, et donc XU = X < n. Dans tous les cas, on constate que XU ne prend que des valeurs
entieres positives et < n, et donc :

‘ la variable aléatoire XU est a valeurs dans {0, 1, ...,n}. ‘

(b) Exprimons sous forme de somme lespérance de XU a l'aide de la loi de X. A noter que, comme
XU(Q) c {0,1,...,n} d’apres la question précédente, la variable aléatoire XU admet une espérance.



De plus, on obtient d’apres le théoréeme de transfert que :

n

> kP(IXU = k)

E(XU)

3

= Y kP([XU =k)).

k=1

A noter que, si k € {1,...,n}, alors I'événement [XU = k] est réalisé si et seulement si U = 1 et

X =k, ce qui entraine que [XU = k| =[X =kN[U =1 =[X =

]. En effet, si 'événement

[X = K] est réalisé avec k < n, alors ceci entraine que 'événement [U = 1] 'est aussi par définition
de U, et donc [X = k] N [U = 1] = [X = k]. Dés lors, on trouve que :

Par conséquent, on en déduit que :

E(XU) = Zn:kp([x =k)).
k=1

E(XU) = Xn: EP([X = K]).
k=0

Montrons enfin que : E(Y,,) = (z+y) > p_o(k—n)P([X = k]) +nz. A noter que, comme U ne prend
que les valeurs 0 et 1, U est une variable de Bernoulli de parametre p = P([U = 1]) = P([X < n]).
En particulier, U admet une espérance égale & P([X < n]). Dés lors, on obtient d’apres les questions

(1) et (2)(b), par linéarité de l'espérance et par linéarité de la somme que :
EY, = E({(zX—-(n-X)y)U+nzx(1-0))

= E (XU —nyU +yXU + nx — nzU)

= zE(XU)—-nyE(U)+yE(XU)+nxz —nzE(U)

= (z+y)E(XU)—n(x+y)EU) +nx

= (z+y) Y kP(X = k) —n(z +y)P(X <n]) +nz
k=0

= (z+y) ) _kP(X =k)—n(x+y) > P(X =k)+nz
k=0 k=0

= (z+y) | Y _kP(X =k)-> nP(X =k)|+na
Lk=0 k=0

= (z+y) |Y_(k—n)P(X =k])| + na.
Lk=0

Par conséquent, on en déduit que :

E(Y,) = (z+y)

Par la suite, on suppose que P([X = 0]) <




(3) (a) Exprimons E(Y,41) — E(Y,,) en fonction de z,y, > ,_, P([X = k]). D’apreés la question précédente
et comme k—n—1=0si k=n+1, on trouve que :

n+1
(@+y) Y (k—n—1)P(X = k) + (n+ 1)z
k=0
—(@+y)Y _(k—n)P(X =k]) —nx
k=0

—(z+y)Y PIX=k)+az

Par conséquent, on en déduit que :

E(Yn-‘rl)

~B(Y,) = (a+

:c-i—y ZP

k=0

(b) On admet que "toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément". Montrons qu’il
existe un unique entier naturel ng tel que :

S P(X =
k=0

Pour ce faire, on pose u,, =

Comme ug = P([X =0]) =

no+1

xT xT
k]) < t P(X =k]) > .
<Try o L P =Rz

_o P([X = k]) pour tout n € N et :

E{nEN|un<x}
Tty

L P(X =k]) <

%y par hypothese, ’ensemble E est non vide vu

qu’il contient 0. De plus, comme ([X = k])ien est un systéme complet d’événements, on a :

+00
Y oP(X =
k=0

L ZP = =1

Comme z,y > 0, on constate que ﬁy < 1. Dés lors, comme la suite (uy, )nen tend vers 1, il existe un

entier mg tel que, pour tout n > mg, on ait u, >

— + . En particulier, tous les éléments de E sont

majorés par mg — 1. En résumé, E est un ensemble non vide et majoré de N, et donc il admet un
élément maximal d’apres la propriété rappelée en début de question, que I'on notera ng par la suite.

Comme ng appartient & E, on a clairement u,, <
on voit que ng + 1 n’appartient pas a E, et donc up,4+1 >

= + . De phlb comme ng est le maximum de F,

- + . En particulier, U'entier ng satisfait



les conditions données plus haut. Reste a montrer qu’il est le seul. Pour ce faire, on raisonne par
Pabsurde et on suppose qu'’il en existe un autre, que ’on note nj,. Pour tout n € N, on voit que :

n+1

Unp1—un = Y P(X = n+1]) > 0.
k=0

K) =Y P(X =k])=P(X =
k

=0

En particulier, la suite (u,)nen est croissante. Si nf, > ng, on trouve par croissance de (un)nen que

Upf = Ungt1 = :chyv ce qui est absurde car u,; < ;Ty par hypothése. Si maintenant n{, < ng, alors

on obtient également par croissance de (uy,)nen que Upy < Upg g1 < Ung < o7

z+y’
absurde car Upy 11 > ﬁ par hypothése. Par conséquent, il ne peut pas exister d’entier ny # ng et
satisfaisant les conditions données plus haut, et donc :

ce qui est également

0

k=0

Ang €N, Y P(X =k]) <

T
r+y

no+1

et Y P(X =H]) >

k=0

T
x-i—y'

Montrons que ce commergant est stir de maximiser son espérance de gain en constituant un stock
de taille n1 = ng + 1. D’apres la question précédente, on sait que :

Vn<ng, Y P(X=k)<Y P(X=k])< x_’;y
k=0 k=0
n no+1 z
Vn>ng, Y P(X=Fk)>> P(X=k)> "
k=0 k=0

Deés lors, on obtient avec la question (3)(a) que :

Vi <mo, B(Ypsr) = B(Y,) = (x+y) |- i - S P(X =Hk)| >0
L k=0 i

V> g, B(Yai) = B(Ya) = (o) | = D P(X =H)| <0
L k=0 i

En d’autres termes, la suite (E(Y},))nen est croissante jusqu’a 'indice n; = ng+ 1, puis décroissante
a partir de cet indice. En particulier, la suite (F(Y},))nen prend sa valeur maximale en ny = ng + 1,
ce qui signifie exactement que E(Y,,+1) est 'espérance maximale que 1’on puisse obtenir, et donc :

le commercant est stir de maximiser son espérance de gain
en constituant un stock de taille ny = ng + 1.

(4) Une étude statistique faite au cours des saisons précédentes permet d’affirmer que : X — P(I).

(a)

Exprimons P([X = k + 1]) en fonction de P([X = k]). Comme X — P(l), on sait que :

etk
VEeN, P([X=k])= i
Des lors, on trouve que, pour tout k € N :
—llk-i-l —llkl l
P(X=k+1]) == c = P([X = k)

G+ KE+1)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout k € N :

P(X =k+1)) =

Ecrivons une fonction en Python, de parameétres d’entrée x, y, [, permettant de calculer et d’afficher
I’entier n1. Pour ce faire, on doit calculer successivement les sommes Y P([X = k]) et déterminer
le plus grand entier ng tel que ;% P([X = k]) < 715 Puisque 'on ne sait pas combien de calculs
il va falloir faire, le mieux est de calculer & ’aide d’une boucle while les valeurs successives de
P([X =n]) et de >_7_, P([X = k]) (et ce en utilisant la question précédente), puis de s’arréter au
moment ou cette somme dépasse le réel x%ry Plus précisément, on procedera comme suit :



import numpy as np

def gain(x,y,1):

r=x/(x+y)

n=0

p=np.exp(-1)

s=p

while s<r:
p=(p*1)/(n+1)
s=s+p
n=n+1

return n

Corrigé de ’exercice 5. Soit n un entier > 2. On dispose d’une urne contenant 2n boules numérotées
de 1 a n, chaque numéro apparaissant deux fois. On effectue au hasard une succession de tirages simultanés
de deux boules de cette urne selon le protocole suivant : si les deux boules tirées simultanément portent le
méme numéro, on ne les remet pas dans I'urne et on dit qu'une paire est constituée, et sinon on les remet
dans Purne. Pour tout i € {1,...,n} et tout &k € N*, on pose T; = k si k tirages exactement sont nécessaires
pour constituer ¢ paires. On admet qu’il existe un espace probabilisé (2, .4, P) permettant de modéliser cette
expérience et que, pour tout i € {1,...,n}, T; est une variable aléatoire définie sur cet espace.

(1) (a) Déterminouns la loi de T;. Par définition, on sait que 77 = k s’il a fallu exactement k tirages pour
constituer une paire, c’est-a-dire si, au cours des (k— 1) premiers tirages, on n’a pas obtenu de paire,
et qu’on en a obtenu une au cours du k-éme tirage. On voit alors que 77 est un temps d’attente d’un
premier succes. Plus précisément, on répete indéfiniment et dans les mémes conditions 1’expérience
aléatoire suivante "on tire deux boules de I'urne", avec deux issues A "on obtient une paire" et B
"on n’obtient pas de paire". Comme 77 est le premier instant ou l'issue A est réalisée, T} suit la loi
géométrique de parametre p = P(A). Pour calculer P(A), on se place dans le cas d’un seul tirage
ou les 2 boules sont tirées successivement et sans remise (ce qui revient a un tirage simultané de 2
boules). Pour tout ¢ € [1,n], on considére I’événement E; "on a d’abord tiré la boule numérotée i
lors de ce tirage" et F; "on a ensuite tiré la boule numérotée i lors de ce tirage". Par construction,
on voit que A est réalisé si et seulement si I'un des événements F; N F; est réalisé, et donc :

n
A= J(EinF).
i=1

Par incompatibilité, on trouve que :

i=1
"2 1
= — X
c~ 2n 2n-—1
=1
2n 1 1
= — X = .
2n 2n—1 2n —1
Par conséquent, on en déduit que :
X =g !
n—1/°

(b) Donnons sans calcul la valeur de E(T}). D’apres le cours, on sait que F(X) = % si X < G (p), ce
qui entraine d’apres la question précédente que :

|BE(X)=2n-1]

(2) On pose X1 =T) et pour tout ¢ € {2,...,n} : X; =T; — T;_;.



(a) Déterminons ce que représente la variable X;. Par définition, on sait que T;—; = k il a fallu
exactement k tirages pour constituer (i — 1) paires, et que T; = k' s’il a fallu exactement k' tirages
pour constituer ¢ paires. En d’autres termes, la (i — 1)-éme paire a été obtenue lors du k-éme tirage,
et la i-éme paire lors du k’-éme tirage. Mais comme X; = T; — T;_1 = k/ — k dans ce cas, on en
déduit que :

‘Xi représente le temps d’attente entre la (i — 1)-éme et la i-éme paires ‘

(b) Déterminons pour tout ¢ € {1,...,n} la loi et 'espérance de X;. Pour ce faire, supposons que 1'on
ait déja tiré (i — 1) paires de 'urne. D’apres la question précédente, on sait que X; = [ ¢’il a fallu
exactement [ tirages pour constituer la i-éme paire. On voit alors que X; est un temps d’attente
du premier succes. Plus précisément, sachant que 'on a déja tiré (i — 1) paires de 'urne, on répéte
indéfiniment et dans les mémes conditions ’expérience suivante "on tire deux boules de 'urne", avec
deux issues A, : "on obtient une paire" et B; : "on n’obtient pas de paire". Comme X; est le premier
instant ou l'issue A} est réalisée, X; suit la loi géométrique de parametre p = P(A). Pour calculer
P(A}), il suffit de reproduire la méme démonstration qu’a la question (1)(a), en sachant qu’ici 'urne
contient exactement (n — i+ 1) paires de boules avec le méme numéro (et non plus n paires), ce qui
nous donne que :

1 1
2n—i+1)—1 2n—2i+1

Par conséquent, on en déduit que :

P(A) =

1
2n —2i+1

Xl‘—>g( ) et E(Xl)=2n—2z+1

(c) Montrons que T}, admet une espérance et et que E(T},) = n?. Comme X; = T} et que X; = T;—T;_1,
il s’ensuit par télescopage que, pour tout n € N* :

n n n
T, =T +Z(E —Ti1) = X1 +ZX1' = ZXi-

i=2 i=2 i=1
Mais comme X7, ..., X,, suivent toutes des lois géométriques, elles admettent toutes une espérance.
Des lors, la variable aléatoire T, admet aussi une espérance (comme combinaison linéaire des X;).
De plus, par linéarité de I’espérance, on obtient que :

BTn) = zn:E(Xi) - Zn:(% —2i+1)=2n" -2 (n(n;l)) +n,

d’ott il s’ensuit apres simplification que E(T},) = n?. Par conséquent :

’Tn admet une espérance et de plus : E(T},) = n?. ‘

(3) Soit S, le nombre de paires constituées lors des n premiers tirages.

(a) Calculons la valeur de P([S,, = 0]). Pour ce faire, on désigne par B; '’événement "aucune paire n’a
été obtenue lors du i-éme tirage". Par définition, I’événement [S,, = 0] est réalisé si et seulement si
aucune paire n’a été constituée lors des n premiers tirages, c’est-a-dire si les événements By, ..., B,
sont simultanément réalisés, et donc :

[S, =0]=B1NByN..NB,.
D’apres la formule des probabilités composées, on obtient que :
P([Sn = 0]) = P(Bl)PBl (BQ)"'PBlﬂ...ﬂBn_l(Bn)'

Supposons que I'événement By N ... N B;_; soit réalisé, ou 2 < i < n. Alors cela signifie que 1'on
n’a pas obtenu de paire lors des (i — 1) premiers tirages. Donc 'événement B; est réalisé si I'on
n’obtient pas de paire lors du i-éme tirage, c’est-a-dire si ’événement A de la question (1)(a) n’est
pas réalisé, et donc :

1
P . (B))=1—-PA)=1- .
B1ﬂ»--ﬁBl—1( ) ( ) m—1
Comme de plus P(B;) =1 — ﬁ par les mémes arguments, on en déduit que :

P([S, = 0]) = (1 - 2n1_ l)n.




(b)

Déterminons hI}_l P([S,, = 0]). Par un calcul simple, on trouve que :
n—-—+0oo

== (1- 5 ) = o (1 )]

tend vers 0 quand n tend vers +o0, et que de plus In(1 + x) ~, & on obtient par
xr—r

_1
2n—1

substitution que :

Comme

1 1
In{1- ~ = .
2n—1) z—+00 2n—1

D’apres les regles de calcul sur les équivalents, on trouve que :

1 n n 1
Tlhl 1-— ~ — ~ - ~ — .
2n—1) z—4+00 2n—1 a—+00 2N z—+c0 2

Des lors, ceci entraine que :

lim nln{1-— 1 :—1.
n—+o0 2n —1 2

Mais par continuité de I’exponentielle, il s’ensuit que :

. 1 i 1
nEI-PooGXP {nln (1_2111)} =e —%.

Par conséquent, on en déduit que :

. 1

Montrons 1’égalité :

nl2m

(2n)!"

Pour ce faire, on désigne par A; ’événement "on a obtenu une paire lors du i-éme tirage". Par
définition, 1’événement [S,, = n] est réalisé si et seulement si on a obtenu n paires lors des n
premiers tirages, c’est-a-dire si les événements A1, ..., A,, sont simultanément réalisés, et donc :

[Sn=n]=A1NAN...NA,.

P(S, =) =

D’apres la formule des probabilités composées, on obtient que :
P([Sn = n]) = P(Al)PAl (AQ)"'PA1Q~~QA”71(An)'

Tout d’abord, on peut remarquer que P(A;) correspond a la probabilité de l'issue A définie a la
question (1)(a), et donc :

1
S 2n—1
A présent, supposons que ’événement A; N ... N A;_1 soit réalisé, ou 2 < i < n. Alors cela signifie
que l'on a obtenu (¢ — 1) paires lors des (i — 1) premiers tirages. Donc I’événement A; est réalisé si
’on obtient une nouvelle paire lors du i-eéme tirage. Si A} est 'événement défini a la question (2)(a),
alors on voit que :

P(A1) = P(A)

1
) = N — —
PAlﬂ...ﬂAi71 (A'L) P(AZ) 27?/ o 22 + 1 .
Des lors, on trouve que :
[ 1 & 1
P S,, = = — .
(1 =n]) 2n—1H(2n—2i+1) L on —2i+ 1)

i=2 i=1
Par des calculs simples, on obtient que :
1

2n—1)x..x(2n—2i+1) x..x1

P([Sn=n]) =

2n)x (2(n—1)) X ... x (2n —2i 4+ 2) X ... x 2
2n)(2n—1) x .. x (2n—2i+2)(2n —2i+ 1) x ... x 2 x 1

(2x2Xx..x2)x[npx(n—1)x..x1]
(2n)! '




Par conséquent, on en déduit que :

Corrigé du probléme 1. On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piece donnant
pile avec la probabilité p €]0, 1], et face avec la probabilité ¢ = 1 — p. Dans ce probléme, on s’intéresse aux
successions de lancers amenant un méme co6té. On dit que la premiere série est de longueur n > 1 si les n
premiers lancers ont amené le méme coté de la piece et le (n+1)-éme Pautre coté. De méme, la deuxiéme série
commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer précédant
un changement de coté. De la méme fagon, on définit les séries suivantes. On désigne par ) I’ensemble des
successions infinies de pile ou face. Enfin, pour tout ¢ € N, on désigne par P; I'’événement "le i-éme lancer
amene un pile" et par F; I’événement contraire.

(1) Partie I : étude des longueurs de séries.

Soit Lq la longueur de la premiere série, et soit Ly la longueur de la deuxiéme série.

(a) Exprimons 1'événement [L; = n] & V'aide des P; et F;. Par définition, I’événement [L; = n] est
réalisé si et seulement si les n premiers lancers ont amené le méme coté de la piece et le (n+ 1)-éme
Pautre coté, c’est-a-dire si soit les n premiers lancers aménent un pile et le (n + 1)-éme un face, soit
les n premiers lancers ameénent un face et le (n + 1)-éme un pile. En d’autres termes, 1’événement
[L1 = n] est réalisé si et seulement si soit ’événement P; N...N P, N F,, 11 est réalisé, soit 'événement
FyN...NF,N P,y est réalisé, et donc :

\ [Li=n]=(PiN..NPyNFpi1)U(F1N..nFyN Poyy). \

(b) Déterminons la loi de L;. Comme les événements Py N...N P, N F,.q et Fy N ...N F, N P,y sont
incompatibles, le résultat de la question précédente entraine que :

P([Ly=n]) = P(AN.NP,NF1))UFEN..NE,NPuy1))

= P(PAN.NP,NFu)+PEIN...NEF,NPyyq).
D’apres la formule des probabilités composées, on trouve que :
P(Pl n..N Pn n Fn+1) = P(Pl)Ppl (P2)~-~PP10...F1P”(Fn+1) =pXpX..Xq :pnq

P(FiN..NF,NPyy1) = P(F1)Pp, (F2)...Prn..aF, (Pat1) =¢ X ¢ X ... X p=¢q"p

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

| P(ILy = n]) = p"a+q"p.|

(c) Vérifions que 'on a : 3% P([L; = n]) = 1. D’aprés la question précédente et par linéarité de la
somme, on voit que :

400 +o0 “+o0 —+o00

Y P(Li=n)=> ("a+q"p) =4 (Zp"> +p (Z q”) :
n=1 n=1 n=1 n=1

On reconnait alors & droite les sommes des séries géométriques de raisons respectives p et q. D’apres

le cours, on trouve que :

§P<[L1:n]>:q(§pn)+p(§qn) EREn]

Comme p + g = 1, il s’ensuit que :

quLl —nD—q(p) +p(q> S

q p

Par conséquent, on vient de montrer que :

+o0
> P(lLy=n]) =1
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(d)

Exprimons 'événement [Ly = n] N [Le = k] & l'aide des P; et F;. Par définition, 1’événement
[L1 = n] N [Ly = k] est réalisé si et seulement si les n premiers lancers ont amené le méme c6té
de la piéce, puis les k lancers suivants 'autre coté et enfin le (n + k + 1)-éme le coté de départ,
c’est-a-dire si soit on obtient n piles, puis k faces et enfin un pile, soit on obtient n faces, puis k
piles et enfin un face. En d’autres termes, I’événement [L; = n] est réalisé si et seulement si soit
Iévénement Py N...N P, N Fryp1 N .. N Fpgpe N Pygpgr est réalisé, soit 'événement Fi N ...N F, N
PoiiNo NPy, N Fyypy est réalisé, et donce :

[Ll :n]ﬁ[ngk] = (Plﬂ...mpnﬂFn+1ﬂ...mF¢L+kﬂP7L+k+1)U

(FLN .M Ey NP1 NN Py N i)

Calculons la probabilité de I'événement [L; = n] N [Ly = k|. Comme les événements Py N...N P, N
Fopino . NE ik NPrykrr et FiN.NE, NPy N NPy N Fyik+1 sont incompatibles, le résultat
de la question précédente entraine que :

P([Ll :n]ﬂ[ngk]) = P(Plﬂ...ﬁPnﬂFn+1ﬂ...ﬂFn+kﬂPn+k+1)+

P(F]_ ﬂ ﬂ Fn ﬂ Pn+1 ﬁ ﬂ Pn+k ﬂ Fn+k+1).
D’apres la formule des probabilités composées, on trouve que :

P(PLO..NPoka) = P(P)Pp (P2)...Ppin.ap,, (Potis1)

= PXPX..XgX..XqgXDp
= p'dtp = Pt

De méme, on vérifie aisément que P(Fy N ...N P, xr1) = pFq"t!. Par conséquent :

P([Ly = n] N [Ly = k]) = p"T1g" + ¢"T1p".

Déterminons la loi de L. Comme L ne prend que des valeurs entiéres > 0, la famille ([L; = n])nen+
forme un systeme complet d’événements. Des lors, d’apres la question précédente, on trouve que :

“+o0
P([Ly = K]) ZP (L1 =n]N[Ly=k]) = > (p"'q" +¢""'p").

n=1

Par linéarité de la somme, on voit que :

400 o0
P([Ly=k]) = > (""" +q""'p") (Zp ) +qp* (Z q") :

n=1

On reconnait alors a droite les sommes des séries géométriques de raisons respectives p et q. D’apres
le cours, on trouve que :

P([Ly = k) (Zp ) + qp” <§p”> = pq" (lpp) + gp* <1qq> .

Comme p + ¢ = 1, il s’ensuit que :
P(Ly = kD) = pa® (P k(9 _ 2 k-1, 2 k-1
([L2 = k]) = pq )\, =reT ar

Par conséquent, on vient de montrer que, pour tout k € N* :

P([Ly = k]) = p*¢" " +¢*p" "

Montrons que Lo admet une espérance égale a 2. Par définition, Lo admet une espérance si et seule-
ment si la série > kP([L2 = k]) converge absolument. Mais comme cette série est a termes positifs,
ceci revient & vérifier que la série Y kP([Ls = k|) converge. Or, d’apres la question précédente, on
sait que, pour tout k£ € N* :

kP([Ly = k]) = p*(kq" ') + ¢ (kp* ).

On reconnait alors a droite une combinaison linéaire des termes généraux des séries géométriques
dérivées (d’ordre 1), de raisons respectives p et g. Comme 0 < p,q < 1, la série > kP([Ly = k])
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converge, et donc Lo admet une espérance. De plus, par linéarité de la somme et sachant que
p+ q =1, on trouve que :

“+o0

E(Ly) = > (0’kd" '+ ¢kp*)
k=1

+oo +oo
k=1 k=1

1 1
2 2
P X(l—q)QJrq .

1 1
2 2
= pP°’X 5+q¢" xX—= = 2.
p? g’

Par conséquent, on en déduit que :

la variable aléatoire Lo admet une espérance et de plus : E(Lg) = 2. ‘

(2) Partie II : étude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

Dans cette partie, on considére que la piéce est équilibrée, c’est-a-dire p = % On désigne par N, le
nombre de séries lors des n premiers lancers. Ainsi, la premiere série est de longueur k < n si les k
premiers lancers ont amené le méme coté de la piece et le (k + 1)-eéme autre coté, et de longueur
n si les n premiers lancers ont amené le méme c6té de la piece. De plus, la derniére série se termine
nécessairement au n-éme lancer. Par exemple, si les lancers successifs donnent FFPPPPFFPPP...,
ou F' désigne face et P pile, alors on a pour une telle succession w que :

Nl(w) = Ng(w) = 1, Ng(w) = ... = N@(w) = 2,
N7(CU) = Ns(w) = 3, Ng(w) = .= Nll(w) = 4,

les données précédentes ne permettant évidemment pas de calculer N12(2). Par la suite, on admettra que
N, est une variable aléatoire sur (£2, .4, P). Enfin, pour tout n € N*, on définit la fonction génératrice
G, de N,, comme suit. Pour tout s € [0, 1], on pose :

Gn(s) =Y _ P(IN, = k])s".
k=1

n

(a) Déterminons les lois de N1, No, N3 et donnons leurs espérances. Comme N7 est le nombre de séries
obtenues lors du premier lancer, on voit que Ny =1 et F(N;) =1, et donc :

[N =1 et B(N,)=1|

De plus, N5 est le nombre de séries obtenues lors des deux premiers lancers. Dés lors, on voit que
) )
N5 prend la valeur 1 si les deux premiers lancers amenent le méme coté de la piece, et 2 sinon. En
)
particulier, Ny est égal a 1 si et seulement si les deux premiers lancers sont "PF" ou "FP”. Mais

comme chacun de ces couples de lancers est de probabilité &, il s’ensuit que :

R
P(Ny=1)= 3 +3=3 e P(No=2)=1-P(N>=1)=1-

Des lors, on obtient par un calcul simple que :

No(@) = {1,2), P(INy =1]) = P(INy = 2]) = § et B(Ny)= 5.

Enfin, on sait que N3 est le nombre de séries obtenues lors des 3 premiers lancers. Deés lors, on
voit que N3 prend la valeur 1 si les 3 premiers lancers aménent le tirage "PPP" ou "FFF", que
N3 prend la valeur 2 si I'on obtient I'un des tirages "PFF", "F'PP", "PPF" ou "FFP", et que N3
prend la valeur 3 sinon. Comme les lancers sont indépendants entre eux et que P et F ont la méme
probabilité d’apparaitre a chaque lancer, on voit par incompatibilité que :

1

P(IN3 =1]) = P(PPPUFFF) = P(PPP)+ P(FFF) = é + 1

ool —
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Pour les mémes raisons, on trouve que :

P([Ns=2]) = P(PFFUFPPUPPFUFFP)

— P(PFF)+ P(FPP)+ P(PPF)+ P(FFP)

i1
S8 888 2
Comme ([N3 = 1],[N3 = 2], [N3 = 3]) est un systéme complet d’événements, on a :
1 1 1
P([Ns=3])=1-P(Ns=1)) = P([Ns =2]) =1~ 7 — 5 = .

Par un calcul simple, on obtient alors que :

s (1) (1) ¢ (5 ) o2

Par conséquent, on en déduit que :

Ny(@) = {1,2,3), P(Ns=1)= 7, P(Ns=2) =, P(Ns=3) =7, B(Ns)=2.

Déterminons ’ensemble N,,(Q2) des valeurs prises par N,,, pour tout n € N*. Par définition, N,, est un
nombre de séries lors de n lancers. Il ne peut donc prendre que des valeurs entieres positives. Comme
toute succession de n lancers contient au moins une série et au plus n, on a N,(Q) C {1,...,n}.
De plus, N,, prendra la valeur 1 si tous les lancers donnent le méme résultat. En outre, pour tout
k € {2,..,n}, N, prendra la valeur k si les k premiers lancers donnent des résultats alternés du
style "PFPFPF...", et si les (n — k) lancers suivants sont tous égaux au k-éme. Dés lors, N,, peut
prendre toutes les valeurs entieres comprises entre 1 et n, et donc :

[ N.(Q) = {1,...,n}.|

Calculons d’abord la valeur de P([V,, = 1]) en fonction de n € N*. Par définition, on sait que
[N,, = 1] est réalisé si et seulement si les n premiers lancers ameénent le méme coté de la piece,
c’est-a-dire si I'une des successions de lancers "PPP...P" ou "FFF...F" est réalisée. Mais comme les
lancers sont indépendants entre eux et que P et I’ ont la méme probabilité d’apparaitre a chaque

lancer, on trouve par incompatibilité que :
1 1
P([N, =1]) = P(PPP..PUFFF..F)= P(PPP..P)+ P(FFF..F) = on o

Des lors, il s’ensuit que, pour tout n € N* :

PN, =1]) = 5y

A présent, calculons la valeur de P([NV,, = n]) en fonction de n € N*. Par définition, on sait que
[N,, = n] est réalisé si et seulement si les n premiers lancers donnent des résultats alternés, c’est-a-
dire si I'une des successions de lancers "PFPF..." ou "FPFP..." est réalisée. Mais comme les lancers
sont indépendants entre eux et que P et F' ont la méme probabilité d’apparaitre a chaque lancer,
on trouve par incompatibilité que :

1 1
P([N, =n]) = P(PFPF..UFPFP...)= P(PFPF..)+ P(FPFP...) = om + on
Des lors, il s’ensuit que, pour tout n € N* :
1
P([N, =n]) = gn 1

Nn avec G, (s). D’apres le théoréme

Soit s € [0, 1]. Comparons 'espérance de la variable aléatoire s
de transfert et sachant que N,,(Q2) = {1,...,n}, on trouve que :
n
E(s"") =) s"P([Ny = k]),

k=1

d’out 'on déduit que, pour tout s € [0, 1] :
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Déterminons ce que représente GJ,(1). Par définition de G,,, on voit que, pour tout s € R* :
G (s) =Y _ks*"'P([N, = kJ).
k=1
En particulier, pour s = 1, on trouve que :
G(1) =D k(A H)P(INa = K]) = Y kP([Ny = k]) = E(Ny,).
k=1 k=1

Par conséquent, on en déduit que :

G, (1) = B(N,,). |

Montrons que, pour tout n > 2 et tout k € {1,...,n}, on a :

P(N, =K NP,) = %P([Nn,l — kAP )+ %P([Nn,l k1N Fyy)
P(Nu=HNF) = 2P(Nay =K N Fuor) + 5 P(Naa = k=110 Poy)

Pour ce faire, on se contentera de démontrer la premiere égalité, la démonstration de la deuxieéme
étant analogue. Comme (P,_1,F,—1) et ([Np—1 = i])1<i<n—1 sont des systémes complets d’événe-
ments, on voit que la famille ([Ny,—1 = 9] N Py)1<i<n—1 U ([Np—1 = ] N Fp)1<i<n—1 €st aussi un
systéeme complet d’événements. Des lors, d’aprés la formule des probabilités totales appliquée a ce
systéme complet d’événements, on obtient que :

n—1

P([Ne=KINP) = > P, =inpa_ ([No =k N Py)P([Ny_1 =i N Py1)+
=1
n—1
> P, i=inr, ([No = K] N P)P([Nyy =] N Fpy).
i=1

Si [N, = k] est réalisé, alors on a obtenu k séries au cours des n premiers lancers, c¢’est-a-dire k ou
(k — 1) séries au cours des (n — 1) premiers lancers. Dés lors, pour tout i # k,k — 1, on a :

P[Nn_lzi]ﬁPn_l([Nn = k} N Pn) = P[Nn_lzi]ﬁFn_l([Nn = k] N Pn) =0.

Supposons d’abord que [N,,_1 = k] N P,_1 soit réalisé. Alors cela signifie que ’a obtenu k séries au
cours des (n — 1) premiers lancers, et que le (n — 1)-éme lancer a donné un pile. Dés lors, pour que
Pévénement [N,, = k] N P, soit réalisé, il faut et il suffit que 'on obtienne un pile au n-éme lancer.
Mais comme les résultats des lancers sont équiprobables, on a :

1

=5

Supposons ensuite que [N,_1 = k] N F,,_; soit réalisé. Alors cela signifie que I’a obtenu k séries au
cours des (n—1) premiers lancers, et que le (n—1)-éme lancer a donné un face. Dés lors, ’événement

[N,, = E]N P, ne peut étre réalisé, car on augmente nécessairement le nombre de séries si I’on obtient
un pile au n-eme lancer, et donc :

P[anlzk]ﬂanl([N’ﬂ - k] N Pn) == 0

P[Nn_lzk]nP,,,_l([Nn = k] n Pn)

Supposons maintenant que [N,_; = k — 1] N P,,_1 soit réalisé. Alors cela signifie que 1’a obtenu
(k — 1) séries au cours des (n — 1) premiers lancers, et que le (n — 1)-éme lancer a donné un pile.
Deés lors, ’événement [N,, = k] N P, ne peut étre réalisé, car le nombre de séries ne changera pas si
I’on obtient un pile au n-eme lancer, et donc :

PN, =k—1)np,_, ([Nn = k]| N P,) = 0.

Supposons enfin que [N,_1 = k — 1] N F,,_; soit réalisé. Alors cela signifie que I’a obtenu (k — 1)
séries au cours des (n — 1) premiers lancers, et que le (n — 1)-éme lancer a donné un face. Dés lors,
pour que I’événement [N,, = k] N P,, soit réalisé, il faut et il suffit que 'on obtienne un pile au n-éme
lancer. Mais comme les résultats des lancers sont équiprobables, on a :

1

PN, =k—1)nF,_([Nn =k]NP,) = 3
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En réintroduisant les résultats obtenus dans la formule des probabilités totales, on obtient que :

P(I[N, =klNP,) =

%P([N,H — K Poy) + OP([Ny_1 = K] N Fy_1)

1
HOP((Npoy = k = 1N Pocy) + 5 P((Nomy = k= 1N Fyy),

ce qui nous donne la premiére formule a démontrer. Par un raisonnement analogue, on obtient aussi
la deuxiéme. Par conséquent, pour tout n > 2 et tout k € {1,....,n}, on a :

P(IN,, = kK| N P,)

P(IN, = k| N F,)

1 1
5PNt = K]0 Pat) + 5 PNy = k= 1] N )

1 1
5PNt = KN Ft) + 5 P(INaoy = k= 1] N Py)

Comme (P,_1,F,_1) et (Pp, F,,) sont des systémes complets d’événements, on obtient & laide de
la question précédente que :

P(IN, = k] N P,) + P([N,, = k] N F,,)

PGA%::kD =

1
e
5 F

1
21

1
[Noo1 = k10 Pact) + 5 P(Nooy = k=10 Fri)+

1
[Np—1=klNE,_1) + 5P([Nn,l =k—-1NP,_1)

S AP(Nu = H0 Paca) 4+ P(Nooy = KN Fu1)) +

% (PNt = k=11 Fp_y) + PNy = k=111 Pa_1)}

1
.
5 E

[Naor = )+ 5 PNt = k= 1)),

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 2 et tout k € {1,...,n} :

H) = 3 P([Nas = k) + 5 PNt = £~ 1))

Montrons que, pour tout n > 2, on a : G,(s) = (1+5) Gr—1(s). En multipliant le résultat de la

2

question précédente par s* et en sommant de 1 & n, on obtient que :

k=1

K)=Y s {;P([an =k]) + %P([NH =k-— 1])} :

k=1

Par linéarité de la somme, on trouve que :

> s*P(IN, = k) = % (Z s*P([N,_1 = k})) + % (Z s*P([Np_1 =k — 1])) .
k=1 k=1 k=1

En effectuant le changement d’indices [ = k — 1 dans la somme de droite, on trouve que :

n

S st P(IN, = k)

k=1

= % (Zskp([Nn_l = k])) + % (Z_: sSP([Nny = ll)) -

k=1 =0

Comme N,,_; ne peut pas prendre les valeurs 0 et n, il s’ensuit que P([N,—1 = 0]) = 0 et que
P([N,—1 =n]) =0, et donc par linéarité de la somme, on a :

zn: s*P(IN, =
k=1

k])

= % (i SkP([Nn—l = k‘])) + % (z_: sl""lP([Nn—l = l]))
k=1 =1

(i S PNy = k])) -2 ( PNt = zn)

k=1

N —
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Mais par définition de G,, et de G,,_1, il s’ensuit que :

1
“Go1(s) + gan_l(s»

Gn(s) = 5

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 2 :

G (5) = <1J2rs

) Gn_1(s).

Calculons l'expression de G1(s). Par définition, on sait que :

Gi(s) =Y s"P(IN1 =k]) = s'P([\,
k=1

1
1) =sx1,

d’ou il s’ensuit que, pour tout s € R :

Gl(s)

= S.

D’apres la question précédente, on voit que, pour tout s € R fixé, la suite (G, (s)) est géométrique

de raison 1£*

. D’apres le cours, on en déduit que, pour tout n > 2 :

Gr(s)

(1+S>n—1
S
2

Déterminons le nombre moyen M,, de séries dans les n premiers lancers. Par définition, ce nombre

moyen M, est égal & I’espérance de N, laquelle est égale & G (1) d’aprés la question (2)(e). Or,
d’apres la question précédente, on trouve que, pour tout s € R* :

G(s) = (n—1)

n—2 n—1
1 /1+s 1+s

En remplagant s par 1, on obtient alors que :

GL(1) =

n—2 n—1
1 /141 1+1 n—1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 2 :

1
anE(z\fn)Z”;r .

A noter que cette formule est encore vraie sin =1/

(3) Partie III : probabilité d’avoir une infinité de fois deux piles consécutifs.

(a) Montrons que, pour tout z € R, on a :
x +—> e % — 1+ ax sur Ry. Alors cette fonction est dérivable sur R, comme différence de

I

1 —x < e ™. Pour ce faire, on considére la fonction

fonctions dérivables. De plus, pour tout z € R4, on a :

fl(x)=—e"+1.

Des lors, la fonction f’ est négative sur R_ et positive sur R,. En particulier, la fonction f est
décroissante sur R_ et croissante sur Ry, et donc elle atteint son minimum en 2 = 0. Mais comme
f(0) =e %140 =0, il sensuit que f est positive sur R, et donc e=® — 142 > 0 pour tout = € R.

Par conséquent :

‘VmER, 11—z <e™™.

(b) Dans cette question, on considére une suite (A;);en~ d’événements indépendants. On suppose que
la série ), P(A;) diverge. Soit k& € N* un entier fixé. Pour tout n > k, on pose :

(i) Justifions que

Co= |J Ai=A,U..UA,.
k<i<n

lir_irrl E P(A;) = 400. Comme la série ), P(A;) diverge, cela signifie que sa
n—-—+0o0
i=k

suite des sommes partielles diverge. Comme la nature d’une série ne change pas si ’on lui retire
un nombre fini de termes, cela entraine que la série ) .., P(A;) diverge aussi. Mais comme cette



derniére est a termes positifs, cela signifie que sa suite des sommes partielles tend vers +o0, et
donc :

n

lim P(4;) = +o0.
n——+oo —r

(ii) Montrons que, pour tout n > k, on a : P(Cy,) = 1 — [, P (A;). Par définition de C,, et par
passage au contraire, on trouve que :

Comme les A; sont indépendants, les A; le sont aussi par passage au contraire, et donc :

P@)=r( N &)= I P@A).

k<i<n k<i<n

Mais comme P(C,,) =1 — P(C,), on en déduit que, pour tout n > k :

P(Cn):1—ﬁP(E).

(iii) Comme P(4;) = 1 — P(4;) < e~ P4 Qapres la question (3)(a), et que tous les P(A;) sont
positifs, la question (3)(b)(é¢) entraine que :

n

HP (4) < HGXP(*P(Ai)) = exp (ZP(A1)> :
i=k 1=k

i=k

D’apres la question précédente, on en déduit que, pour tout n > k :

P(Cy) 21 —exp (Zn:P(Ai)> :
i=k

(iv) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n > k :

1 — exp (iP(A») < P(Cy) <1,
i=k

vu que P est une probabilité. Mais comme lim, o > ., P(A;) = 400, il s’ensuit que les
termes de droite et de gauche de cet encadrement tendent tous deux vers 1 quand n tend vers
+o00. D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que :

lim P(C,)=1.

n—-+o0o

(v) Comparons les événements C,, et C,11 pour Uinclusion. Comme C,, = Ax U ... U A, et que
Chny1 = A U...U A, 41, on voit que Cp,y1 = Cp, U Ay11. En particulier, on a pour tout n > k :

(vi) Comme la suite (C,,) est croissante (pour I'inclusion) d’apres la question précédente, la propriété
de limite monotone entraine que :

—+oo
g (L—Jk Ci) B "ll)r-&r-loop(cn)'

Par conséquent, on en déduit que :

P (ch) .
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(vil) Justifions que U;O,j A; = U::ick C,,. Pour ce faire, on peut remarquer que, pour tout i > k et

tout n > 4, on a : A; C C),. En particulier, on voit que A; C U::;c C, pour tout ¢ > k. En
passant a la réunion, on obtient que :

+oo +oo
UA4icl
i=k n==k

Réciproquement, on voit que C,, = Ay U...U A, C U;OE A; pour tout n > k. En passant a la

réunion, on obtient que :
+oo +oo
JcweUa
n=~k i=k

Par conséquent, il s’ensuit que :

“+oo +oo
U4i=J
1=k n==k

Mais comme P ( ;';Olj Ci) =1, on en déduit que :

P (@) 1

(¢) En considérant les événements A, : "on obtient pile au (2n)-éme et au (2n + 1)-éme lancers",
montrons que la probabilité de ’événement E "avoir deux piles consécutifs, aprés n’importe quel
lancer" vaut 1. Pour ce faire, considérons 1’événement Fj "on obtient deux piles consécutifs a partir
du k-éme lancer". Par définition, F}, est réalisé si I'un des événements A,, avec n > k l'est, et donc

jl:,l A,, = E} pour tout k > 1. De plus, les événements A4; sont indépendants entre eux (puisqu’ils
correspondent & des résultats de tirages différents). En outre, comme A, = P5, N P,y et que les
résultats des lancers sont indépendants, on voit que P(A,) = % X % = i. En particulier, la série

> P(A,,) diverge. D’apres les résultats des questions précédentes, il s’ensuit que, pour tout k£ > 1 :

P(E) =P (UAJ =1
i=k

Comme E est réalisé si et seulement si tous les Fy le sont, on voit que :
+oo
E =) Ex.
k=1
A noter que, si 'événement Ej,q est réalisé, alors on a obtenu deux piles consécutifs & partir du
(k + 1)-éme lancer, ce qui entraine qu’on en a obtenu deux & partir du k-éme lancer, et donc E}, est

réalisé. En particulier, on voit que Fy1 C Ej pour tout k > 1, et donc la suite d’événements (Ey)
est décroissante. D’apres la propriété de limite monotone, il s’ensuit que :

P(E) = kgrfoo P(Ey) = lim 1.

k—+oco

Par conséquent, on en déduit que :

P(E) = 1.
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2. Sujet type HEC-ESSEC

Corrigé du probléme 2. Lorsque r est un réel > 0, on note :

A(r) = {(an)neN € RY telle que : Vk € N, la série an\an\r" Converge} ,
B(r) = {(an)nen € R" telle que la suite (a,r"),en converge vers 0} .

+oo

A toute suite a = (an)nen de B(r), on associe, sous réserve d’existence, la fonction f, : © — E anx™.

n=0

Dans la premiére partie, on étudie quelques propriétés des ensembles A(r) et B(r).

Dans la seconde, on étudie les propriétés de régularité des fonctions f,.

Dans la troisiéme partie, on obtient, dans le cas ou r > 1, sous certaines hypotheses, une formule de ré-

ciprocité donnant la suite a en fonction de la suite ( fa(n)(l)>

nEN.

Enfin, dans la derniere partie, on utilise les résultats obtenus pour ’étude de variables aléatoires discretes.

Partie I : Premiéres propriétés et premiers exemples.

(1)

Soit r un réel > 0 et soit (an)nen une suite de A(r). Montrons tout d’abord que, pour tout « € [—r,r] et
pour tout k € N, la série > n*|a,||z|" converge. Pour tout = € [—r,7] et pour tout k& € N, on constate
que 0 < nFla,|.|z"| < nFla,|r". Comme (a,)nen est une suite de A(r), on sait par définition que la
série > n*|a,|r™ converge, et donc la série Y n*|a,||z|" converge d’apres le critére de comparaison des
séries & termes positifs. Par conséquent, on en déduit que, pour tout = € [—r,r| et pour tout k € N :

la série Z n*|a,||z|" converge.

A présent, montrons que, pour tout réel v’ tel que r <1/, on a : A(r') C A(r). Si (an)nen appartient a
A(r"), alors la série > n¥|a,|(r")" converge pour tout k € N, ce qui entraine d’aprés ce qui précede que
la série > n*|a,|r" converge pour tout k € N vu que 7 € [—1,7’], et donc (ay,)nen appartient a A(r).
Par conséquent, on en déduit que, pour tout réel v’ tel que r <7/, on a :

A(r')y C A(r).

Vérifions tout d’abord que : 0 < r < ' = B(r’') C B(r). Pour ce faire, supposons que la suite (a,)nen
appartient & B(r’). Alors la suite (a,(r")™)nen converge vers 0. Or, on trouve par des calculs simples
que, pour tout n € N :

n
Z1T < an ().

0 < Janr™| = lan(r')"| x |

D’apres le théoréme d’encadrement, la suite (|a,r"|)nen converge vers 0, ce qui entraine que (a,7")pen
converge aussi vers 0, et donc (a,)nen appartient & B(r). Par conséquent, on en déduit que, pour tout
réel ' tel que 0 <7 <7’ on a:

B(r") c B(r).

Vérifions a présent que : A(r) C B(r). Pour ce faire, supposons que la suite (a,)nen appartient & A(r).
Alors la série Y n*a,r"™ converge pour tout k € N. En particulier, on voit en choisissant k = 0 que la
série > a,r™ converge, et donc son terme général a,r™ tend vers 0 quand n tend vers 4+o00. Dés lors, il
s’ensuit que la suite (a,)nen appartient & B(r), et donc :

A(r) C B(r).

Montrons que, pour tout réel r > 0, A(r) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites
réelles. Tout d’abord, on peut remarquer que A(r) est une partie de I’espace vectoriel RN des suites
réelles par définition. De plus, A(r) est non vide car il contient la suite nulle (6,,)nen. En effet, pour
tous n,k € N, on voit que n*|6,|r" = 0, ce qui entraine que la série > n¥|0,|r" converge pour tout
k € N (vu qu’il s’agit de la série de terme général nul), et donc (,,),en appartient & A(r). Reste a
vérifier que A(r) est stable par combinaisons linéaires. Pour ce faire, considérons deux suites (a,)nen
et (bn)nen de A(r) et deux réels A, p. Alors les séries > nF|a,|r™ et Y nF|b,|r™ convergent pour tout
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k € N, ce qui entraine par linéarité que la série S n*(|\|.|an| + |u]-|bn])7™ converge pour tout k € N.
Or, on voit d’apres I'inégalité triangulaire que, pour tous n, k € N :

0 < 0¥ Aan + pba|r™ < nF (Al an] + [p]-bn])r™.

D’aprés le critére de comparaison des séries & termes positifs, il s’ensuit que la série > n*|\a,, + pb, |r™
converge pour tout k € N, et donc la suite (Aa, + b, )nen appartient a A(r). Par conséquent, on en
déduit que, pour tout r > 0 :

’ A(r) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites réelles. ‘

(4) Exemples :

(a)

1
On souhaite montrer que, pour tout réel r > 0, la suite o = <'> appartient & A(r). Pour cela,
n: neN

on pose pour tout k € N :
TLk+27‘n

un (k) = n!
Montrons tout d’abord que la suite (u, (k)),en converge vers 0. Pour ce faire, fixons un entier k& € N.
Par des calculs simples, on trouve que, pour tout n € N :

TL+1 k+2rn+1 X
wna () _ S _ (nt 1\ e (1)
N n (n+1) n

un(k:) nk:an

n+1

Comme (14 %)’”2 et RLH tendent tous deux vers 0 quand n tend vers +o0o, on voit par produit que

la suite (%) tend vers 0. En particulier, comme cette suite est positive, il existe un entier
n neN

ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait :

Des lors, on constate que la suite (u,(k))nen est décroissante. Comme elle est de plus minorée par
0 (vu qu’elle est positive), il s’ensuit d’aprés le théoréme d’encadrement que la suite (uy,(k))nen

converge. Si l'on désigne par [ sa limite, on voit par passage a la limite dans les inégalités que [ > 0.

Si [ était non nul, alors la suite (UT(IS)) N convergerait vers % =1, ce qui est impossible car elle
ne

converge vers 0 d’apres ce qui précede, et donc [ = 0. Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (uy,(k))nen converge vers 0.

Montrons a présent que : o = () € A(r). Pour ce faire, fixons un entier & € N. D’aprés ce qui

précede, on sait que :

neN

nk+2rn

En particulier, ceci entraine qu’au voisinage de 400 :

nkrn 1
= ol —=]).
n!  n—too n?

Comme la série de Riemann # converge d’apres le cours et qu’elle est a termes positifs, il s’ensuit

N N 7’ . K 7 7. 7. CpT . .
d’apres le critére de négligeabilité pour les séries que la série > 27— converge. Comme ceci est vrai

k
n
pour tout k£ € N, on en déduit que :

a= (;)NEN € A(r).

Pour tout réel A > 0, on note S(A) la suite (A"),cn. Déterminons tout d’abord l’ensemble E) des
réels r > 0 pour lesquels la suite 5(\) appartient & B(r). Par définition, la suite (\"),en appartient
a B(r) si et seulement si la suite géométrique ((Ar)™),en tend vers 0, c’est-a-dire si |Ar| < 1. Comme
A > 0, il s’ensuit que la suite (A"™),cn appartient & B(r) si et seulement si r €]0, %[, et donc :

1
E)\::|O,)\|:

Déterminons a présent ’ensemble Fy des réels r > 0 pour lesquels la suite S(\) appartient & A(r).
Par définition, la suite (\"),en appartient & A(r) si et seulement si la série > n¥(\r)" converge
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pour tout k£ € N. Comme A > 0, on constate par croissances comparées que, pour tout k € N et
pour tout r €]0, ;1 :

nk+2()\r)" — 0,
n—-+oo

car 0 < Ar < 1. En particulier, ceci entraine que, pour tout k¥ € N et pour tout r €0, %[ :

1
k n _ -
n®(Ar) e © (n2> .
Comme la série de Riemann ) | % converge d’apres le cours et qu’elle est a termes positifs, il s’ensuit
d’apres le critére de négligeabilité que la série Y- n¥(Ar)™ converge pour tout r €]0, +[. Comme ceci
est vrai pour tout k € N, on en déduit que la suite (A\"),cn appartient & A(r) pour tout r €]0, 1|,
et donc on a l'inclusion :
1
0,—| C Fi.
} A [ ’
Si maintenant r > 1, alors on a n*(Ar)™ > n* > 1 pour tout n € N* et pour tout k € N. Par
minoration, on voit que la suite (n¥(Ar)"),en ne tend pas vers 0, et donc la série Y n*(Ar)" diverge

grossierement pour tout k € N. En particulier, la suite (A"),en n’appartient pas a A(r) pour tout
7 € [3,+00], et donc :

1
F)\C-O,X-

Par conséquent, on en déduit par double inclusion que :

Fy = |0,

> =

(5) Soit p un réel > 0 et soit (ay,)nen une suite de B(p). Montrons que, pour tout r €]0, pl, la suite (ap)nen
appartient & A(r). Pour ce faire, fixons un réel r €]0, p[, et commencons par écrire que, pour tout n € N*
et pour tout k € N :

n
e

Comme (an)nen appartient a B(p), la suite (anp™)nen converge vers 0, et donc la suite (Jan|p™)nen
converge aussi vers 0. De plus, comme r appartient a ]0, p[, on voit que 0 < % < 1, ce qui entraine par

croissances comparées que :
n
r
nk+2 — 0.
P n—-4oo
Par produit, ceci nous donne que, pour tout k € N :

n
nf 2| a, 1™ = |an|p"n 2 <r> — 0.
p n—4oo

En particulier, ceci entraine que, pour tout £ € N :

1
nFla,|r” = 0<2).
n—-+oo n
1

Comme la série de Riemann ) .5 converge d’apres le cours et qu’elle est a termes positifs, il s’ensuit
d’aprés le critére de négligeabilité que S nF|a,|r™ converge. Comme ceci est vrai pour tout k € N, la

suite (an)nen appartient & A(r). Mais comme ceci est vrai pour tout r €]0, p[, on en déduit que :

‘la suite (an)nen appartient & A(r) pour tout r €]0, p[. ‘

Partie IT : Régularité de la fonction f,.

Dans cette partie, R désigne un réel > 0 et a = (ay,)nen une suite de B(R).

(1) Vérifier que f, : z — 3.2 a,2" est définie sur | — R, R[. Pour ce faire, fixons un réel = €] — R, R[. Si
x = 0, alors la série Y a,z" converge en tant que série de terme général nul, et donc f, est bien définie
en z. Si maintenant & # 0, on pose r = |z|. Comme (a,)nen appartient & B(R) et que 0 < r < R,
la suite (a,)nen appartient & A(r) d’aprés la question (5) de la partie I, et donc la série Y n¥|a,|r"
converge pour tout k& € N. En particulier, on obtient pour k = 0 que la série > |an|r™ = > |a,z™]
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converge. Des lors, on voit que la série Y a,z™ converge absolument, ce qui entraine qu’elle converge,
et donc f, est bien définie en x. Comme ceci est vrai pour tout = €] — R, R[, on en déduit que :

—+oo
la fonction f, : & — Z anx™ est bien définie sur | — R, R|.
n=0

(2) Continuité de f, :
(a) Soient r €]0, R[, x € [—r,r] et h un réel tel que : x + h € [—r,r]. Montrons que, pour tout n € N :
|(x +h)™ — 2™ < nr" ).

A noter que l'inégalité ci-dessus est clairement vraie si h = 0. Dés lors, supposons que h # 0 et
considérons I'application g : R — R, ¢ — t". Comme g est de classe C' sur R, 1’égalité des
accroissements finis entraine qu’il existe un réel ¢ strictement compris entre x et x + h tel que :

(x+h)"—2"  glx+h)—g(z)

= =g'(c) =nc" "t

h h
En passant a la valeur absolue, on trouve que :
T+ h)" — 2"
Et+h"—a" 21 < nle|" L.

Comme —r <z <r,que —r <z + h < r et que c est strictement compris entre x et 4+ h, on voit
que —r < ¢ < 7, et donc n|c|?~! < nr"~1. Des lors, on obtient que :

(x+ h)™ —a™
h

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

(@ +h)" — 2" <" Lal. |

(b) Justifions que : | fo(z +h) — fo(z)| < 1 (Z:i% n|an|r") |h]. Remarquons tout d’abord que f,(x) et
fa(z+h) sont bien définies d’apres la question (1) de la partie II, car x, x + h appartiennent & [—r, 7]
et [-r,7] C] — R, R[ par construction. En particulier, les séries Y a,x™ et > a,(x+ h)™ convergent.
De plus, comme (a,)nen appartient & B(R) et que 0 < r < R, la suite (ay,)nen appartient a A(r)
d’aprés la question (5) de la partie I. Dés lors, la série S n*|a,|r™ converge pour tout k¥ € N. En
particulier, on voit en prenant k = 1 que > n|a,|r"™ converge. Dés lors, on obtient avec la question
précédente, par linéarité de la somme et d’apres I'inégalité triangulaire que, pour tout p € N :

Zanac—i—h Zan Zan[(w—l—h)"—m"}

n=0 n=0

IN

p
D lan| @@+ h)" — 2"
n=0

IN

p
> lan|nr" Al
n=0

1 p
< = NN
< (z)u

Comme toutes les sommes partielles des séries ci-dessus convergent, il s’ensuit par passage a la limite
quand p tend vers +oo dans I'inégalité ci-dessus que :

+o00
Zan (x+h)" Zanx < ! <Z n|an|r”> [h|.

n=0
Par conséquent, on en déduit par définition de f, que :

fula 4 1)~ ful@)] < + (Z n> .
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()

Montrons tout d’abord que f, est continue sur [—r,r]. D’apres la question précédente, on sait que,
pour tout x € [—r,r] et pour tout réel h tel que x + h € [—r,r], on a ’encadrement suivant :

+o00
0= Ifalo+ ) — fulo)] < (Z nl) U
n=0

Comme le terme de droite dans cet encadrement tend vers 0 quand A tend vers 0, on obtient d’apres
le théoreme des gendarmes que le terme du milieu dans I’encadrement ci-dessus tend vers 0 quand
h tend vers 0, et donc :

lim fu(z + ) = fof2).

En particulier, la fonction f, est continue en . Mais comme ceci est vrai pour tout x € [—r,r], on
en déduit que :

la fonction f, est continue sur [—r,7]. ‘

Montrons & présent que f, est continue sur | — R, R[. Pour ce faire, considérons un réel « €] — R, R],
et posons r = R%m. Par construction, on voit que 0 < r < R et de plus, on a x € [—r,r]. D’apres
ce qui précede, la fonction f, est continue en x. Mais comme ceci est vrai pour tout = €] — R, R,

on en déduit que :

‘la fonction f, est continue sur | — R, R]. ‘

(3) Caractere C! de f, :

n
On consideére ici un réel r €]0, R[ et un réel x € [—r,r]. Pour tout n € N, on pose S, (x) = Z apx” et,
k=0

sous réserve d’existence : g, : & —> E napx™ .

(a)

+oo
1

n=1

Soit p € [r, R[. Justifions tout d’abord que la suite (na,),cn appartient & B(p). Comme la suite
(an)nen appartient & B(R) par hypothése et que 0 < p < R, on voit d’apres la question (5) de la
partie I que (a,)nen appartient & A(p). En particulier, la série " n*|a,|p" converge pour tout k € N.
Des lors, la série Y n**1|a,|p" converge pour tout k € N, et donc la suite (na,)nen appartient a
A(p). Mais comme A(p) C B(p) d’apres la question (2) de la partie I, on en déduit que :

‘la suite (na,)nen appartient a B(p). ‘

A présent, montrons que g, est définie et continue sur | — R, R[. D’aprés les questions (1) et (2)(c)
appliquées a la fonction g, et vu que la suite (na, )nen appartient & B(p), il s’ensuit que la fonction g,
est définie et continue sur | — p, p[, et ce pour tout p € [r, R[. Considérons alors un réel x €] — R, R|,
et posons p = max{%, R%m} Par construction, on voit que 0 < r < p < R et de plus, on a
x € [—r,r]. Comme r < p, on constate que [—r,r] C|] — p, p[, et donc x €] — p, p[. D’apreés ce qui
précede, la fonction g, est définie et continue en x. Mais comme ceci est vrai pour tout = €] — R, R|,
on en déduit que :

’la fonction g, est définie et continue sur | — R, R]. ‘

Vérifions que, pour tout n € N* on a: S,(z) = ap+ fox S/ (t)dt. Comme la fonction est polynomiale
sur R, elle est de classe C! sur R. Dés lors, on obtient par intégration que :

/ "5 (1)t = S, (x) — Sa(0).

Mais comme S,,(0) = >}, ax0% = ay, on voit que :

/I S! (£)dt = Sn(z) — a.
0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

Sn(z) = ap + / Sy (t)dt.
0
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(¢) Montrons que, pour tout n € N*, on a : |f0m(ga(t) - S;l(t))dt’ < ZZ_S:LH Ek|ay|r*. Remarquons que,
d’aprés la question (3)(a), la fonction g, est définie et continue sur | — R, R[. De plus, la suite
(nan)nen appartient & B(p) pour tout p €]r, R[. Dés lors, pour tout p €]r, R[, on voit que 0 < r < p,
et donc la suite (na,)nen appartient & A(r) d’apres la question (5) de la partie I. En particulier, la
série >" nf*1la,|r" converge pour tout k € N. En prenant k = 0, on obtient que la série " n|a,|r"
converge. D’apres I'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout p > n et pour tout réel ¢ tel que
0< |t <z

p
> kaptt Tt — 5, (t)
k=1

p n
Z kaktk_l — Z kaktk_l
k=1 k=1

P
= Z kaktk_l

k=n+41

P

7 klagl 1

k=n+1

IN

Comme 0 < |t| < |z] < r, il s’ensuit que, pour tout p > n et pour tout réel ¢ tel que 0 < |¢]| < |z :

p
< Z k |ag| rk=t,

k=n-+1

P
> kaptt Tt — 5, (t)
k=1

Comme les séries Y kapt*~1 et S k|ag|r* convergent, on obtient par passage a la limite quand p

tend vers +o0o dans l'inégalité ci-dessus que, pour tout réel ¢ tel que 0 < [t| < |z] :

+oo
< Z k|ag| 7L,
k=n+1

190 (t) = S (8)] =

+oo
> kaptt ™t — 5, (t)
k=1

D’aprés I'inégalité triangulaire et la croissance de lintégrale, on trouve que, pour tout = € [0,7] :

/ z(ga@)—s;(t))dt' < [ ot - S0l
0 0

x

+oo
Z klag|r*~1adt
0 k=n+1

IN

IN

+oo
Z Elag|r* 1

k=n-+1

“+o0
Z k|ak|7’k,

k=n-+1

IN

et ce car 0 < x < r. En procédant de méme pour tout = € [—r, 0], on obtient que :

JRUCE sg(t))dt‘ <~ [ou - sl a
0 0

x

+oo
z E|ag|rFtdt

<
0 k=n-+1
+oo
< = Y klagpte
k=n+1
+oo
< Z k|ak|rk7

k=n-+1
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et ce car 0 < —x < r. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

x +o0
/0<9a(t)—52(t))dt‘< > Klaglr*.

k=n+1

(d) Montrons que : fq(z) = ag + [ ga(t)dt. D’apres les questions (3)(b) et (3)(c) de la partie II et par

linéarité de l'intégrale, on trouve que :
[ autaran-su@| = |[Cautar- [ sl
0 0 0
= |J5 (9a(t) = 57,(8))dt]

+oo
< Z Elag|r*.

k=n-+1
En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout n € N* :

—+oo
< Z Elag|r*.
k=n+1

0<

/O " galt)dt + ao — Sa()

Comme le terme de droite dans l’encadrement ci-dessus est le reste d’une série convergente, il
tend vers 0 quand n tend vers +oo. D’apres le théoreme des gendarmes, le terme du milieu dans
I’encadrement ci-dessus tend aussi vers 0 quand n tend vers +oo, et donc :

Mais comme (S,,(z))nen est la suite des sommes partielles de la série Y axz*, laquelle converge et
a pour somme f,(z), on en déduit que :

fa(z) = ag + /: ga(t)dt.

(e) Montrons que f, est de classe C* sur | — R, R[ et que : f/ = g,. D’aprés la question précédente, on
sait que, pour tout r €]0, R[ et pour tout x € [—r,7], on a :

falz) =ap + /Off ga(t)dt.

Comme dans les questions précédentes, on vérifie alors que f,(z) = ag + f; ga(t)dt pour tout
x €] — R, R]. Mais comme la fonction g, est continue sur | — R, R[ d’apres la question (3)(a) et que
la fonction x — foz 9o (t)dt est I'unique primitive de la fonction g, sur | — R, R[ qui s’annule en 0,
on en déduit que :

‘la fonction f, est de classe C' sur | — R, R et de plus : f, = g,.

(4) Caractere C™ de f, :

(a) Soit r €]0, R[. Montrons que la suite (a,),ecn appartient & A(r) si et seulement si, pour tout k € N,
la série Y, <, (7)]an|r™™* converge. Par des calculs simples, on trouve que, pour tout n > k :

n\ n! _n(n—1)..(n—k+1)
k) kl(n—k) k!

Comme un polyndéme est équivalent a son terme de plus haut degré au voisinage de +oo, on voit
que n(n —1)...(n — k + 1) ~ n* quand n tend vers +oo, et donc :

k) n—s+oo k!

En particulier, ceci nous donne par produit que :
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Comme n*|a,|r™ > 0 pour tout n € N, les séries > (})]an|r" ™" et > znF|a,|r™ sont donc
de méme nature d’apres le critere d’équivalence des séries a termes positifs. Comme les séries
> wmwnFlan|r™ et Y- n¥lay|r™ sont de méme nature par lindarité, il s’ensuit que les séries Y- (7)|an ™
et >"nF|a,|r"™ sont de méme nature pour tout k € N. Dés lors, ceci entraine que :

(an)nen € A(r) < VkeN, an|an|r" converge

< VkeN, Z (Z) lan|r™ converge

Par conséquent, on en déduit que :

(an)neny € A(r) <<= Vk €N, Z <Z) |an|r™ converge.

Montrons par récurrence sur k > 0 que, pour tout réel R > 0 et pour toute suite a = (an)nen de
B(R), la fonction f, est de classe C¥ sur | — R, R| et que, pour tout = €] — R, R[, on a :

£ () = kI Czj:: (Z) anx"k> .

Tout d’abord, la propriété P a démontrer est clairement vraie pour k = 0, et elle est aussi vraie
pour k = 1 d’aprés la question (3)(e) de la partie II. Supposons & présent que P(k) soit vraie et
montrons que P(k + 1) Pest aussi. Soit a = (a,)nen une suite de B(R). D’apres la question (3)(e)
de la partie II, la fonction f, est de classe C* sur | — R, R| et de plus, on a pour tout = €] — R, R :

“+ o0 “+ o0
= Z napz" "t = Z(n + Dayp12™.
n=0 n=0

Fixons alors un réel r €]0, R[. Comme (a,)nen appartient & B(R), cette suite appartient a A(r)
d’apres la question (5) de la partie I, et donc la série Y nF|a,|r™ converge pour tout k& € N. Par
décalage d’indice, la série Y (n + 1)¥|a,41|r" ! converge aussi pour tout k € N, ce qui entraine
que > (n + 1)*1|a, . 1|r" converge pour tout k¥ € N par linéarité, et donc la suite ((n + 1)@, )nen
appartient & A(r). D’aprés la question (2) de la partie I, la suite ((n + 1)an)neN appartient aussi a
B(r). Deés lors, d’aprés ’hypothése de récurrence, la fonction g, : 2 — 2o(n+1)ay 2™ est de
classe C¥ sur | — r,7[ et de plus, on a pour tout z €] — r,r[ (en posant [ = n + 1):

P (@) = K (io (Z)(n+1)an+1xn—k>

n=~k

X /-1
— k'(Z ( ) )lalxl—l—k>
I=k+1

+oo
— lil I-1—k
= ( Z k" 1—1— ) lalx >

I=k+1

“+oo
= (k+1) ( Z (ki1>a1xl(k+1)> .

I=k+1

Comme f! = g, d’apres la question (3)(e) de la partie II, il s’ensuit que la fonction f, est de classe
C*Ll sur | — r,r[ et que I'on a pour tout = €] — 7,7 :

+oo
) =0 = 1 3 (7 Janan )

n=k+1
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Mais comme ceci est vrai pour tout r €]0, R[, on en déduit comme aux questions précédentes que
la fonction f, est de classe C¥*! sur | — R, R[ et que l'on a pour tout z €] — R, R| :

+oo
FED () = (K +1)! ( Z (k i 1) anxn—(kﬂ)) 7

n=k+1

d’ott 'on déduit que P(k + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre k € N*. En particulier, il s’ensuit que, pour toute suite a = (ay)neny de B(R) :

+oo
faest C®sur]— R, R[et:VkeN, Vze]— R R[, fF(x)=k (Z (Z) anx"_k> .

n=~k

Pour tout n € N, exprimons a,, en fonction de f(S") (0). D’apres la question précédente, on voit que,

pour tout k € N :
“+oo i n
(") (0) = n! E 0 | = p! =l
£a7(0) n( (k>a10 > n.(n>an.1 nlay,.

i=n

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

2 (0)

(5) Exemples :

(a)

ap =
n!
On pose a = (%)neN et fo 12 +— :i% 2+. Donnons tout d’abord une expression de fo(x) pour

tout = € R. D’aprés le cours, on reconnait la somme de la série exponentielle, et donc on a pour
tout x € R :

falz) = €".

A présent, calculons f,gk)(l) Pour tout & € N. D’apres les propriétés de ’exponentielle, on sait que

fl = fa, ce qui entraine par une récurrence facile que fék) = fo Pour tout k£ € N, et donc on voit

que, pour tout k € N :

) =e=e

Soit A un réel > 0, soit 3 la suite (A\")pen et soit fz : & —> Z:i% A"z™. Donnons tout d’abord

une expression de fg(x) pour tout z € }—%, % [ D’apres le cours, on reconnait la somme de la série
11

géométrique de raison Az, et donc on a pour tout z € ]_X’ X[ :

- 1
1=z’

fa(x)

Montrons & présent que, pour tout k¥ € N et pour tout =z € ]—%,%[, la série Y, <, (Z)()\m)”_k
+oo 117

T () Qa)nk = W Pour ce faire, fixons un réel = € |—1, 1 [ et posons :

converge et : PRI

|lz| + %
2.

Par construction, on voit que z appartient a | — r,r[ et que 0 < r < % D’aprés les questions (4)
et (2) de la partie I, la suite 8 appartient & A(r), et donc & B(r). D’apres la question (4)(a) de la
partie II, la série ) (Z) (Ar)™ converge pour tout k € N, ce qui entraine par linéarité que la série
> (Z) (Ar)"~F converge aussi pour tout k¥ € N. En utilisant le critére de comparaison pour les séries
a termes positifs, on vérifie comme & la question (1) de la partie I que la série > (Z) (Ax)™ converge
absolument pour tout k& € N, et donc elle converge pour tout k € N. De plus, comme 3 appartient a
B(r), on trouve avec la question (4)(b) de la partie IT que la fonction fg est de classe C* sur | —r, 7|
et que, pour tout k£ € N (vu que x €] — r,r[ par construction) :

1P(@) = K (f (Z) Anxnk> _ <1 _1A$><k>'

n==k
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(k) k
. . s 1 . AN .
Par une récurrence facile, on vérifie alors que (m) = {oagyeT bour tout k € N, ce qui nous

donne que, pour tout k € N :

—+oo
<n> )\nxn—k _ )‘k
Z _ k+1°
= \k (1—Ax)
A pres division par A\¥, on trouve que, pour tout k € N :

> (1) = i

n=k

>|=
—

Mais comme ceci est vrai pour tout x € ]—%, % [, on en déduit que, pour tout (k,x) € N x ] —%,

+oo
1
la série Z <Z) (Az)"~* converge et : Z (Z) (Az)"F = (ESOEE

n=~k

Partie III : Une formule de réciprocité.

Dans cette partie, R désigne un réel > 1 et a = (ay)nen est une suite de B(R) telle que : Vn € N,

M)
n!

an > 0. Pour tout n € N, on note b,, = et on fait 'hypothese (H) qu’il existe un réel p > 1 tel que la

suite (b, p™)nen converge vers 0.

(1) Expression de ag :

a) Montrons que : VN € N, f,(0) = N: —1)Pb,+(—1)N+1 [} t—N, éNH) t)dt. Comme f, est de classe
p=0 P 0 NI
CN*1sur ] — R, R d’aprés la question (4)(b) de la partie II et que R > 1, on obtient par application

de la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre N a la fonction f, entre 1 et 0 que :

(k) 0 pN+1
fa0) =" f“kl(l) (0—1)k +/1 Jo () N!(t) (0 —t)Ndt,

ce qui se réécrit d’apres la relation de Chasles sous la forme suivante :

N 1 fN+1

(k)
fa(o) _ kZ:O(_l)k fa k'(l) + (_1)N+1 /(; a N'(t) N dt.

Par définition des by, on en déduit que, pour tout N € N :

N

1 tN
F0) = 1)+ ()Y [

p=0

(b) Démontrons que : limpy oo fol %f(SNH)(t)dt = 0. Comme a = (an)nen est une suite de B(R), on

sait d’apres la question (4)(b) de la partie I que la série > .y (Nil)ant"_N_l
tout ¢t € [0,1] (car R > 1) et que, de plus on a :

S AR VIS N AR ()
2 (N+1>a”t ! 1:(N+1)!'

n=N+1

converge pour

De plus, comme a,, > 0 pour tout n € N, ceci nous donne que, pour tout t € [0,1] :

N+1 too too N+1
0< fa (t)' _ Z < n )antn—N—l < Z ( n )anln—N—l _ fa (1)'
(N +1)! it N+1 N N+1 (N +1)!

En particulier, on obtient par positivité et croissance de l'intégrale que :

N v PN v fa )
0< — t)dt < — Ddt = 22— =byy1. (%
< [ i [ = S = b ()
Par hypotheése, on sait qu'’il existe un réel p > 1 tel que la suite (b,p")nen converge vers 0. Comme
b, = bnp"p% pour tout n € N et que la suite (%)%N tend vers 0 (comme suite géométrique de
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raison < 1 en valeur absolue), la suite (b,,)nen tend vers aussi vers 0. Dés lors, d’apres le théoréme
des gendarmes appliqué a 'encadrement (), on en déduit que :

14N (N41)
im /0 nifa O (0dt=0.

(c) Montrons que la série > -,(—1)Pb, converge et que : ag = ;ﬁg(—l)pbp. D’aprés les questions
(1)(a) et (1)(b) de la partie III, on sait que :
N
_ _ p _ N+1 N+1
fa(0) pz:;)( 1)7by / Nl t)dt N:)OO 0

En particulier, la série ) -, (—1)Pb, converge et sa somme vaut f,(0). Mais comme f,(0) = ag, on
en déduit que :

+oo
la série Z 1)Pb, converge et : ag = Z(fl)pbp.
p>0 p=0

(2) Généralisation : On considére ici un entier naturel s fixé.

(a) Montrons que : VN € N, £59 (0) = Z;V:O(—l)pw + (—1)N+t 01 ﬁvN,f(NJrSH (t)dt. Comme f,

est de classe CV 75! sur | — R, R[ d’aprés la question (4)(b) de la partie II, la fonction £$) est de
classe CV 5+ sur | — R, R[. De plus, comme R > 1, on obtient par application de la formule de
Taylor avec reste intégral a 'ordre N a la fonction fés) entre 1 et 0 que :

N

(k+s) s
roo) =3 L W / L0 0y,

!
— K

D’apres la relation de Chasles, on en déduit que, pour tout N € N :

N +5) 1
ﬁynm:ZE:c—npﬂf“)+(—mN+{A %;ﬁN+“*Nﬂdt

!
p=0 P

(N+s+1)! (N+1)! pNFs+T:
(an)nen est une suite de B(R), on sait d’apres la question (4)(b) de la partie II que la série
tn=N=s=1 converge pour tout t € [0,1] (car R > 1) et que, de plus on a :

s s+1) s
(b) Vérifions que : VN € N, ‘f (N )dt‘ < pr‘*“"HM L +. Comme a =

Zn2N+s+1 (N+Z+1) Gn

+oo
3 ( n ) —N—s—1 _ SN L)
n=N+s+1 N+s+1 (N+5+1)

De plus, comme a,, > 0 pour tout n € N, ceci nous donne que, pour tout ¢ € [0,1] :

s +00 +oo s
0< f(iv+(+1(t) — E ( n )a tn—N—s—l < E ( n )(1 1n—N—s—1 _ f{i\f-ﬁ- +1(1)
(N +1)! ATt N+s+1 N1 N+s+1 (N +s+1)!
En particulier, on obtient par positivité et croissance de l'intégrale que :
1N 1N N+s+1
t t f (1)
0< [ = fWN+stD(1)dt </ —— fWNHsFD ()@t = Lo 22
_/0 T A< [ G @y = S

Deés lors, ceci entraine que, pour tout N € N :

s N+s
/ f(N+s+1)( )dt fN+ +1(1) _ f(s. + +1)(1)pN+s+1 (N+S+1)' 1 .
N (N+1)!  (Nts+1D) (N4 1) pNtetr

Par conséquent, on en déduit que, pour tout N € N :

ST g (N ot !
(N+s+1)! (N 4+ 1) pN+s+1”

f(N+s+1)( )dt‘

1 tN faN+S+1)( )

(c) Déterminons limpy—, oo f dt. D’apres la question précédente, on a pour tout N € N :

N+s+1
0< / FNFsTD (1) gt | < upmm (N+s+D! 1
N' (N+s+1)! (N +1)! pN+st+l’
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Par définition des by, ceci nous donne que, pour tout N € N :

14N
t N+s+1 Npsp1 (V s+ D! 1
/0 ﬁfé ) (t)dt| < bytss1p (N1 VT (%)

Comme tout polyndéme est équivalent & son terme de plus haut degré en 4o0, il vient :

(N+s+1)! s
T S WAt DN ) (N 42) o~ N

0<

Des lors, ceci entraine par produit que :
(N+s+1)! 1 Ns
(N 4+ 1) pN+stl Noyyoo pN s+l

s

Comme p > 1, on obtient par croissances comparées que % tend vers 0 quand N tend vers
(N+s+1)!

400, et donc WW;“ tend aussi vers 0 quand N tend vers +oo. En particulier, comme la
suite (b, p")nen tend vers 0, on trouve par produit que :
Nasgr N +s+1)1 1 N
(N+ 1)1 pN+stl Notoo
D’apres le théoréme des gendarms appliqué a ’encadrement (%), il s’ensuit que :

14N (N4et)
/0 wila <f>dt’N?ﬁoo 0

0.

bN4s+1P

Par conséquent, on en déduit que :

ltN N 1
lim /0 ﬁfg D () dt = 0.

N—+o00
(d) Montrons que la série > - ,(—1)” (P1°)byys converge et que : a; = e (-1)n (")by,. Dapres les
questions (2)(a) et (2)(c) de la partie III et par définition des by, on voit que :
N (p+s) N | LN
&) = S (—npdi D gy S e letsPESN T v
f0) = 3 (F)P = = f0(0) = 3 () T W 0.

p=0 p=0

converge et sa somme vaut fés)(O). Si lon effectue le

En particulier, la série szo(—l)pw

n—s_bpn!
(n—s)!

changement d’indice n = p + s, alors on voit que la série >~ - (—1) converge aussi et

que sa somme vaut également fc(bs)(O). De plus, par linéarité de la somme, il s’ensuit que la série

(5)
Donss (1) bont - — Do (=) (M)by converge et que sa somme vaut fasi!(()). Mais comme

(n—s)!s!
()
L0 as d’apres la question (4)(c) de la partie IT, on en déduit que :

s!
pts S "
1 éri _1 p b s t: s = _1 nee bn'
a série Z( ) < s ) p+s converge et @ a Z( ) (s)

p=0 n=s

(3) Cas particulier : On suppose dans cette question que a = (ay)nen est une suite de réels positifs pour
laquelle il existe un entier naturel d tel que : Vn e Nyn >d+1 = a, =0.

(a) Comme a,, = 0 pour tout n > d + 1, on voit que, pour tout = €] — R, R| :

d
falz) = Z apzh.
k=0

Par conséquent, on en déduit que :

’ la fonction f, est la restriction & | — R, R[ d’une fonction polynomiale de degré < d. ‘

(b) Montrons que la condition (H) est vérifiée. Comme f, est la restriction & | — R, R[ d’une fonction

polynomiale de degré < d, on constate que fén) est la fonction nulle sur | — R, R[ pour tout n > d+1.

(n)
En particulier, on trouve que b, = faT(l) = 0 pour tout n > d + 1. Comme la suite (b,,),cn est

nulle & partir du rang d + 1, la suite (2"b,,),en est aussi nulle & partir du rang d + 1, et donc elle
tend vers 0. Par conséquent, on en déduit que :

la condition (H) est vérifiée avec, par exemple : p = 2. ‘
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()

Montrons que, pour tout s € [0,d], on a : as = ZZ:S(—I)"_S (Z) b,,. D’apres la question (2)(d) de la
partie III, on sait que la série > - o(—1)? (P7*)bp4s converge et que : a, = e (—1)n (")by,. De

plus, d’apres la question précédente, on sait aussi que b, = 0 pour tout n > d+ 1, ce qui entraine
que la somme de la série ci-dessus s’arréte au rang d. Par conséquent, on a pour tout s € [0,d] :

a5 = i(—1)"—8<z>bn.

n=s

Partie IV : Applications aux variables aléatoires discrétes.

Dans cette partie, les variables aléatoires seront discrétes, définies sur un espace probabilisé (€2, A4, P), a
valeurs dans N. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra utiliser, sans les rappeler, les notations sui-

vantes :

+oo
VneN, a,=P(X=n) et Gx:a+— Zanx”, autrement dit : Gx = f,.

n=0

(1) Premiers résultats :

(a)

(b)

Justifions que la suite a appartient & B(1). Comme la famille ([X = n]),en est un systéme complet
d’evénements, la série > a, = Y. P(X = n) converge et sa somme vaut 1. En particulier, son
terme général a,, tend vers 0 quand n tend vers +oo, et donc la suite (a,1"),en tend vers 0. Par
conséquent, on en déduit par définition de B(1) que :

’1& suite a appartient & B(1). ‘

Montrons qu’il existe un réel R > 1 tel que Gx soit définie et de classe C* sur | — R, R[. Comme
la suite a appartient & B(1), la fonction f, = Gx est définie et de classe C*° sur | — 1, 1] d’apres la
question (5)(b) de la partie II. En particulier, on en déduit en choisissant R = 1 que :

‘il existe un réel R > 1 tel que Gx soit définie et C* sur | — R, R]. ‘

(2) Premier exemple :

(a)

On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre 1. Déterminons tout d’abord la fonction
Gx. Comme X suit la loi de Poisson de parametre 1, on constate d’apres les propriétés des séries
exponentielles et par linéarité de la somme que, pour tout ¢t € R :

+oo e—l(l)n 1t in
GX(t):Ztni' :e_lzﬁze_let.
n=0 : n=0

n
Par conséquent, on en déduit que, pour tout t € R :

Gx(t) =€ 1.

A présent, vérifions qu’elle est bien de classe C*° sur R et calculons Ggﬁ)(l) pour tout s € N. Par
composition de fonctions C* sur R, on voit que Gx est C* sur R et de plus, on obtient par des
dérivations successives que Gg?)(t) = ¢!~ ! pour tout t € R et pour tout s € N. Par conséquent, on

en déduit que :

Gx est de classe C*™ sur Ret : Vs € N, Ggﬁ)(l) =e’ =1.

On suppose maintenant que X est une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P), telle que X(Q2) = N et vérifiant la conditions suivantes : Gx = f, est définie sur R, de
classe C*> sur R et fés)(l) = 1 pour tout s € N. Justifions tout d’abord que ’hypothese (H) de la
partie III est réalisée. Comme la série exponentielle > % converge d’apres le cours, la suite (Q—T)neN

n () n
_ fMA) 1
= o= = -5 pour

tend vers 0 (vu que c’est le terme général d’une série convergente). Comme b,
tout n € N, on voit qu’il existe un réel p > 1 (que l'on a pris égal & 2 ici) tel que la suite (%)neN

tende vers 0. Par conséquent, on en déduit que :

I’hypothése (H) est bien vérifiée. ‘
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A présent, déterminons a,, pour tout n € N. D’apres la formule de la question (2)(d) de la partie
II1, on sait que, pour tout s € N :

<« n—s n = P p + S
as=» (-1) S )= > (=) o )b
n=s p=0
_ M)

la derniére égalité s’obtenant par un simple décalage d’indice. Comme b,, = ~*7= = % pour tout
n € N, il s’ensuit par linéarité de la somme et d’apres les propriétés des séries exponentielles que :

4o +s 1 = 1 1R (—1)p et
as = (1" <p s )(p+8)! - 2(71)10@ sl 2 | p!) e

p=0 p=0 p=0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout s € N :

o1
as = —-
s!

En particulier, comme a5 = P(X = s) = e;l pour tout s € N, il s’ensuit que :

‘ X suit la loi de Poisson de parametre 1.

(3) Deuxiéme exemple : On consideére ici un réel p €]0,1[ et on note ¢ =1 — p.

(a) On suppose que X + 1 suit la loi géométrique de parameétre p. Déterminons tout d’abord la suite
a = (ap)nen puis la fonction Gx. Comme X + 1 suit la loi géométrique de parametre p, on voit que,
pour tout n € N :

an=P(X=n)=P(X+1=n+1)=¢"""1p,

avec la convention ¢ = 1 — p. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

D’apres les propriétés des séries géométriques et par linéarité de la somme, on obtient que, pour

_11).
toutte} q,q[.

400 +o0 Too
Gx(t)= " = Y plat) =pY_(at)" = 2o
n=0

n=0 n=0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢t € } —%, %[ :

A présent, vérifions que Gx est de classe C* sur }—%, % [, puis calculons Gg?)(l) pour tout s € N.

Par définition, la fonction Gx est de classe C* sur }—%, %[ comme quotient de deux fonctions
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas sur } —%, % [ De plus, par une récurrence facile,
on peut montrer que, pour tout s € N et pour tout t € } —%, % [, ona:
pq°s!
Gx)® ()= —— .
(600 = 5

En particulier, ceci nous donne pour t = 1 que, pour tout s € N :

sl sl q\°’
G+ ) (1) = bq’s _pgs (4 I
(Gx)™ (1) (1— g+l pott P §

Par conséquent, on en déduit que :

11 )
G x est de classe C™ sur }—, [ et: VseN, (Gx)®(1)= (q) sl
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n suppose maintenant que : p > 5. veriions que = < L. Comme 5 <p <letqueqg=1—p,on
b) O intenant 5. Vérifi 1<1.C : 1et 1
voit que 0 < g < %, ce qui entraine que q < % < p, et donc :

4.

p

On considére une variable aléatoire discréte X définie sur un espace probabilisé (2, A, P), telle que

X (Q) = N. On suppose de plus que Gx = f, est définie sur }—%, % [, de classe C*° sur }—%, %[ et

() s
que f“i(l) = (%) pour tout s € N. Justifions tout d’abord que I'hypothése (H) de la partie IIT est

]
_\/5

p=4]/-.
q

Comme % < 1, on voit que g > 1, et donc p = \/g > 1. De plus, pour tout n € N, on constate que :

= BG-GB

Comme 0 < % < 1, il s’ensuit que la suite (b, p™)nen converge vers 0 (en tant que suite géométrique

réalisée. Pour ce faire, on pose :

de raison < 1 en valeur absolue). Dés lors, comme p > 1, on en déduit que :

‘la condition (H) est vérifiée. ‘

A présent, déterminons a,, pour tout n € N. D’apres la formule de la question (2)(d) de la partie
II1, on sait que, pour tout s € N :

a5 = io(—l)"*s <Z> by

n=s

(n) n
Comme b,, = f"T(U = % pour tout n € N, il s’ensuit par linéarité de la somme et d’apres la

question (5)(b) de la partie II (avec A = 1) que :

=S ()@ @ EC () e

n=s n=s

Comme p + g = 1, ceci entraine que, pour tout s € N :

P D RN S [ A R GAR D R
p) (+Dt \p/) b+t \p

Par conséquent, on en déduit que, pour tout s € N :

En particulier, comme as = P(X = s) = ¢°p pour tout s € N, il s’ensuit que P(X +1 = s) =
P(X =5—1) = ¢* !p pour tout s € N*. Par conséquent, on en déduit que :

‘X + 1 suit la loi géométrique de parametre p. ‘

(4) Cas ot X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs :

On suppose dans cette question que X () est inclus dans [0, d]], ou d € N*. On note Poly le sous-espace
vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R et de degré < d. Pour tout s € [0,d], on note e; la
fonction x —— x* et on rappelle que (e;)se[o,q) est une base de Poly. Enfin, on définit les fonctions de
Poly :

zz—1)..(z—s+1) 1

Hy:x+—1 et Vse[l,d], Hy:x+— ' =5 (x — k).
s! s!

Enfin, on considére l'application A définie pour tout P € Poly par : A(P) : x — P(x + 1) — P(z).

(a) Montrons que la famille (H)c[o,q) est une base de Poly. Par définition, il s’agit d’'une famille de
fonctions polynomiales de degrés échelonnés de Pol; (vu que deg(H,) = s pour tout s € [0,d]). En
particulier, la famille (H;)efo,qy est une famille libre de Pol;. Mais comme cette famille compte
d+ 1 éléments et que dim Poly = d + 1, on en déduit que :

‘ (Hs)se[o,q) est une base de Poly.
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Vérifions que A est un endomorphisme de Poly. Comme A(P)(z) = P(x 4+ 1) — P(z) pour tout
z € R et pour tout P € Poly, on voit que A(P) est un polynéme pour tout P € Poly, et de plus :

deg(A(P)) < max{deg(z — P(z +1)),deg(P)} < max{deg(P),deg(P)} < deg(P) < d.

En particulier, application A envoie 1’espace vectoriel Poly dans lui-méme. Reste a vérifier que A
est linéaire. Soient P, Q des éléments de Poly et soient A, u € R. Alors, pour tout € R :

AMNP+pQ)(x) = (AP +pQ)(x +1) — (AP + pQ)(z)
= AP(z+ 1)+ pQ(z + 1) — AP(z) — pQ(x)
= AP(z+1) - P(2)] + p[Qz + 1) — Q)]

= AA(P)(z) + pAQ)(x),
d’otut il s’ensuit que A(AP + u@) = AA(P) + pA(Q), et donc A est linéaire. Par conséquent :

‘ A est un endomorphisme de Poly. ‘

Montrons que A(Hy) = 0, puis que : Vs € [1,d], A(Hs) = Hs—1 et Hy(0) = 0. Par des calculs
simples, on voit que, pour tout z € R :

Comme ceci est vrai pour tout z € R, il s’ensuit que :

| A(Ho) = Opa,.

De méme, pour tout s € [1,d] et pour tout z € R, on trouve que :
A(Hy)(z) = Hs(x+1)— Hy(x)

e+ 1)(z+1-1)(z+1=-s+1) z(z—1)..(x—s+1)

s! s!

(z+Dz(z—1..(z—s4+2) zxz—1)..(z—s+2)(x—s+1)

s! s!

2(z—1).(z—s+2)[(z+1)— (. —s+1)]
s!

x(x—1).(r—s+2)[1+s—1]
s!

z(x—1)..(z—s+2)s

s!
_ z(zx—1).(z—(s—1)+1)
(s—1)!

= Hs,l(x).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout s € [1,d] :

‘ A(Hs) =H, 1. ‘

Enfin, on voit par un calcul direct que, pour tout s € [[1,d] :

0(0—1)...(0— s +1)

s!

Hy(0) = =0.

Par conséquent, on en déduit aussi que, pour tout s € [1,d] :

H,(0) = 0.



(d) Montrons que : VP € Poly, Vo € R, P(x) = Zf:o [(A*(P))(0)] Hs(z). Comme A(H;) = Hs4
pour tout s € [[1,d] d’aprés la question précédente, il est facile de vérifier par récurrence que
AF(Hy) = Hs_j, pour tout s € [k, d]. Comme de plus A(Hy) = 0, ceci entraine que :

H,_;, si k<s
k _ s—k >~
A(HS)_{ 0 si k>s

En particulier, comme H(0) = 0 pour tout ¢ € [1,d] et que Hy = 1, on trouve que :

a0 ={ g 55

Dés lors, il s’ensuit que, pour tout t € [0,d] :

d
(AH))O)]H, = Y [(A°(H))O)] H, + [(A'(H))(0)] H,
s=0 0<s<d, s#t
= > O0xH.+1xH, = H.
0<s<d, s#t

En particulier, I’'égalité a démontrer est vraie pour tous les polynémes H;. A présent, considérons
un polynéme P de Poly. Comme la famille (H;)e[o,q) est une base de Poly d’apres la question

(4)(a) de la partie IV, il existe des réels Ag, ..., Ag tels que P = Zf:o A¢H;. Par linéarité de A et par
interversion des sommes, on trouve que :

P = Z)\th

Par conséquent, on en déduit que :

VP € Poly, Vz €R, P(z) =Y [(A*(P)(0))]H.(x).
s=0

(e) Montrons que, pour tout k € [0,d] et pour tout n € N :

d
n* = [(A%(ex)(0)] Hy(n).

s=0
En appliquant le résultat de la question précédente a la fonction polynomiale eg, on trouve que,
pour tout k € [0,d] et pour tout z € R :

d

er(w) = a* =) [(A%(er)(0)]Hs(x).

s=0

En particulier, on obtient en évaluant cette formule pour z = n que, pour tout k € [[0,d] et pour
tout n € N :

d

n* = [(A%(er))(0)] Ha(n).

s=0




(f) Montrons alors que, pour tout k € [0, d]], 'espérance de X* est donnée par :

Comme X () C [0,d], on obtient d’aprés le théoréme de transfert que, pour tout k € [0,d] :

E(X%)

d
Xk = anan =
n=0

=Y [(A%(ex))(0)] b, ol: by =

d

s=0

d d
Xk = anP(X =n)= anan.
n=0 n=0

D’aprés la question précédente, ceci nous donne que, pour tout k € [0,d] :

d d
> [(A%(er)(0)]

n=0 s=0

)

s!

Hg(n)ay,

Par interversion des sommes, ceci entraine que, pour tout k € [0,d] :

B(X*) =

d d
D0 [(A%(er)(0)] Hy(n)an

s=

d
> (A% (er))(0)]

0n=0

s=0

M=

®

I
<

[(A*(ex))(0)] (

d
(Z Hs(n)an>

n=0

d nn—1)...n—s+1
3 ( )S(! +1)

Comme Hg(n) = 0 pour tout n < s, il s’ensuit que, pour tout k € [0,d] :

BE(X*) =

D’apres les relations (k) et (xx

bs =

M=

@
I
o

M&

S

Il
=]

d

s!
n=0

[(A*(ex))(0)] (Z n(n—1)..(n—s+1)

)

o] (3 <i:>an>-

D’apres la question (4)(b) de la partie I, on sait que, pour tout z € R, on a :

£ (z) = 8! <§ (Z) ana:"_s> .

Comme X est a valeurs dans [0, d], on voit que a,, = 0 pour tout n > d + 1, ce qui entraine que :

MUNES

as! :Z

n=s

(Z) 41" = i <Z> n.  (4%)

n=s

d
[Asek (Z nil niSJrl) n)

), on en déduit que, pour tout k € [0,d] :

d

Z A‘S 6k

s=

0

01 (32 ()er) = @

S

(g) Exemple : on suppose ici que d = 2, B(X) =1 et B(X?) =

Par des calculs simples, on trouve que :

A%(ey)
A%(eq)
Aler)
A(e2)
A%(ey)
A%(eg)

X

X2

X+1-X

(X +1)2 — X2

1-1
2AX+1)+1-2X —1

2X +1

35

%. Déterminons tout d’abord bg, by, bs.
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Des lors, on trouve avec la question précédente que, pour k=0 :
2
E(1) = [(A*(e))(0)] bs =1 x by + 0 x by +0 x by = by.
s=0
De méme, ceci nous donne que, pour k =1 :
2

E(X)=> [(A%(e1))(0)]bs = 0 x by + 1 x by +0 x by = by.
s=0
Par ailleurs, on trouve que, pour k = 2 :

2
BE(X?) = [(A%(e2))(0)]bs =0 X by + 1 x by +2 x by = by + 2by.
=0

Comme E(1) =1, E(X) =1et E(X?) =2, on voit que by = 1, by =1 et by + 2by = 3, et donc :

»

bo=1, by =1, by=

N

—

Calculons maintenant ag, a1, as. D’apres la question (3)(c) de la partie III, on a pour tout s € [0, 2] :

2

as = (~1) (Z) by

n=s

Par application directe de cette formule, on trouve que :
1 1 1
-, a1 ==, ag=—.
R

Comme a; = P(X =) pour tout i € [0,2], on en déduit que :

1
X‘—>B<2,2>.

ag =




