TRAVAUX DIRIGES : COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES -
VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS

Exercice 1. Soient X,Y deux variables de Bernoulli de parameétres p et p’. Montrer que X et Y sont
indépendantes si et seulement si leur covariance est nulle (indication : vérifier que X et Y sont indépendantes si
et seulement si [X = 1] et [Y = 1] sont indépendants).

Exercice 2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une méme loi de Bernoulli de
parametre p €]0,1[. On pose U = X +Y et V = X — Y. Déterminer la loi du couple (U, V) et calculer la
covariance de U et V. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes?

Exercice 3. Soit a € R, et soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles & valeurs dans N* et N respec-
tivement, dont la loi conjointe est donnée par :

V(i,j) eN*xN, P(X=dn[Y=j])=%.

(1) Calculer la valeur de a pour que cela définisse bien une loi conjointe.
(2) Déterminer les lois de X et de Y, puis vérifier que X et Y sont indépendantes.
(3) Calculer I’espérance et la variance de S = X + Y.

Exercice 4. Soit A € R, et soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles a valeurs dans N2, dont la loi
conjointe est donnée par :
(i + j)AH
e(ilg!)
(1) Déterminer la valeur de A pour que cela définisse bien une loi conjointe.
(2) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
(3) Calculer I'espérance de la variable aléatoire 2X+Y

V(i,j) eN?, P(X =dn[Y =j]) =

Exercice 5. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, avec n > 2. On tire successivement et sans remise
deux boules de cette urne. On désigne par X le numéro de la premiere boule tirée, et par Y celui de la deuxiéme.

(1) Déterminer la loi du couple (X,Y"), ainsi que ses lois marginales.
(2) Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

(3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire p,, de (X,Y).

(4) Calculer la limite de la suite (p,,)n>1. Que remarque-t-on?

Exercice 6. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X — B (n, %) et Y — B (m, %)
Rappeler la loi de S = X + Y, puis calculer P([X # Y]) et P([X =Y]).

Exercice 7. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes, telles que X — B(p) et Y < P(A).
Donner l'espérance de Z = XY, puis déterminer la loi de Z ainsi que sa variance.

Exercice 8. Soient X,Y, Z trois variables aléatoires indépendantes et qui suivent la loi uniforme sur {1,...,n}.

(1) Calculer Iespérance et la variance de X + Y.

(2) Montrer que, pour tout k € {2,...,n+1},ona: P([(X+Y =k|) = kn_zl.
(3) Calculer de méme P([X 4+ Y = k]) pour tout k € {n +2,...,2n}.

(4) En déduire que : P([X +Y = Z]) = 2-1.
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Exercice 9. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes et suivant la méme loi géométrique de
parametre p €]0,1[. On pose U = X; + Xo, V = X1 — Xo et W = min{ X, Xo}.

(1) Déterminer les lois marginales du couple (U, V), ainsi que la loi de W.

(2) Calculer la covariance de (U, V). Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes?

Exercice 10. Soit n € N*. On considere n personnes qui se répartissent au hasard dans 3 hotels Hy, Ho, Hs.
Pour tout i € {1,2,3}, on désigne par X; le nombre de personnes ayant choisi 1’hotel H;.
(1) Déterminer les lois de X7, Xo, X3 et X7 + Xo.
(2) Donner la variance de X7 + X5, et en déduire la covariance de X7 et X,.
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Exercice 11. Soit n € N*, soit p €]0,1[ et posons ¢ = 1 — p. On consideére n joueurs qui visent une cible.
Chaque joueur effectue 2 tirs. A chaque tir, chaque joueur a la probabilité p d’atteindre la cible. Les tirs sont
indépendants les uns des autres. On désigne par X le nombre de joueurs ayant atteint la cible au premier tir, par
Z le nombre de joueurs ayant atteint la cible au moins une fois a l'issue des deux tirs, et 'on pose Y = Z — X.

(1) Déterminer la loi, 'espérance et la variance de X. Méme question pour Z.
(2) Que représente Y? Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
(3) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Justifier.
(4) A T'aide des variances de X,Y, Z, montrer que : cov(X,Y) = —np?q.

Exercice 12. Soit A € R} et soit p €]0,1[. Dans un bureau de poste, on suppose que le nombre N de personnes
qui se présentent suit une loi de Poisson de parametre A. On suppose que tout personne vient avec une probabilité
p pour poster un envoi, et avec une probabilité ¢ = 1 — p pour effectuer une autre opération. Enfin, on suppose
que chaque personne n’effectue qu’une opération, et qu’elles font ces opérations indépendamment les unes des
autres. On désigne par X le nombre de personnes qui viennent poster une lettre, et par Y le nombre de celles
qui viennent pour une autre opération.

(1) Déterminer la loi de X sachant [N = j] pour tout j € N.

2) Déterminer la loi conjointe du couple (X, N).

3) En déduire la loi, 'espérance et la variance de X.

4) Montrer que X et Y sont indépendantes.

5) En utilisant la relation N = X + Y, calculer la covariance de (X, N).
6) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de (X, N).

7) La variable aléatoire N peut-elle étre une fonction affine de Y'?

NN SN N S

Exercice 13. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre
p €]0,1[. Pour tous entiers k,n > 1, on pose Yy = X3 Xpy1, S = X1+ ...+ Xp et V, =Y1 + ...+ Y.

(1) Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Y;, pour tout n > 1.

(2) Donner l'espérance et la variance de S, puis calculer I'espérance de V,,.
(3) Calculer cov(Y;,Yi41), puis cov(Y;,Y;) pour tous i, j tels que ¢ < j — 1.
(4) En déduire 'expression de la variance de V,, en fonction de n.

Exercice 14. (ESCP 2011) Soit N, X7, ..., X, ... une suite de variables aléatoires indépendantes, telles que N
est & valeurs dans N*. On suppose que les X; suivent toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X a valeurs
dans N et admettant un moment d’ordre 2. On pose ¥ = vazl X, c’est-a~dire : Yw € Q, Y(w) = Zi]\i(lw) Xi(w).

(1) Déterminer l'espérance de Y en fonction de E(X) et E(N).

(2) A laide de la formule de I'espérance totale, déterminer F(Y2) en fonction de E(X),V(X), E(N), E(N?).
(3) En déduire la variance de Y en fonction de E(X),V(X), E(N),V(N).

(4) Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n. On dispose d’une piece de monnaie qui donne pile avec
probabilité p €]0, 1[. Un joueur tire un jeton de I'urne et lance ensuite la piece de monnaie autant de fois
que le numéro indiqué sur le jeton. Calculer ’espérance et la variance du nombre de piles obtenus.
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Exercice 15. (ESCP 2014) Soit a € R, et soient X, Y deux variables aléatoires réelles discretes indépendantes,
suivant la méme loi définie par X (Q2) = Y(2) = N et pour tout k£ € N par :

ak

P([sz‘])zp([yzk]):W-

(1) Vérifier que ceci définit bien une loi de probabilité.
(2) Déterminer la loi de Z = X + Y, puis trouver les espérances de S = H% et R =
(3) On considére maintenant la variable aléatoire T = inf(X,Y).

(a) Déterminer P([X < n]) pour tout n € N.

(b) Prouver que la loi de T est définie par : T(Q2) =Net Ym € N, P([T=m]) = (1131)12 (ﬁ)zm

X
1+Z

Exercice 16. (HEC 2014) Soit p €]0, 1] et soient X3, X5 deux variables aléatoires indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé (2, A, P), telles que X1 < B(n1,p) et Xo < B(na,p).

(1) Pour tout n € (X1 + X2)(2), déterminer la loi conditionnelle de X sachant [X; + X5 = n].
(2) Calculer lespérance de X; sachant [X; + X3 = n].
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1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 17. On dispose de n urnes Uy, ...,U,. On suppose que, pour tout k € [1,n], 'urne Uy contient k
boules numérotées de 1 a k. On choisit une urne au hasard, puis on tire une boule de cette urne. On désigne
par X le numéro de 'urne choisie, et par Y le numéro de la boule choisie.

(1) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
(2) Donner la loi, 'espérance et la variance de X.
(3) Exprimer la loi de Y & I’aide d’une somme.
(4) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Justifier.
(5) Calculer E(Y) et V(Y) en fonction de n.
Exercice 18. On réalise une série de lancers d’une piece truquée qui donne pile avec la probabilité p. Soit X la
longueur de la premiere séquence de piles, et soit Y la longueur de la premiere séquence de faces.
(1) Calculer la loi conjointe de (X,Y"), ainsi que ses lois marginales.
(2) Les variables aléatoires sont-elles indépendantes? Justifier.
(3) Calculer la probabilité P([X =Y]).

Exercice 19. Soit n € N* et soit A € R. Pour tout (4,7) € {1,...,n}?, on pose : p; ; = \ij.
(1) Déterminer X pour que les p; ; définissent la loi conjointe d’un couple de variables aléatoires.
(2) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires admettant cette loi conjointe.
(a) Déterminer les lois marginales de (X,Y), puis calculer E(X) et E(Y).
(b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Que vaut la covariance de (X,Y")?
(3) Reprendre les questions (1) et (2) en utilisant cette fois-ci la famille (p; ;)i j>o0 définie par :

. 2 o +9)
V(i,7) e N, p;;= Ai!j!?“‘j'

Exercice 20. Soit n un entier > 3. On considére un sac contenant (n — 2) boules noires et 2 boules blanches.
On vide I'urne en tirant les boules une a une sans remise. On désigne par X le rang de la premiére boule blanche
tirée, et par Y celui de la deuxieme.

(1) Montrer que la loi du couple (X,Y) est donnée pour tout (i,75) € [1,n]? par :

2 . . .
. . AT <J
P(X =ilAlY =) = 4 na-D) 58 7
x=inty=i)={ 77 5 17
(2) En déduire les lois de X et de Y.
(3) Calculer les espérances de X,Y, X2 XY, Y2
(4) En déduire le coefficient de corrélation linéaire de (X,Y).

Exercice 21. (Fonction génératrice) Soit n € N, et soit X une variable aléatoire & valeurs dans {0, ...,n}.
On désigne par Gx la fonction génératrice de X, c’est-a-dire I’application définie pour tout ¢ € R par :

Gx(t) = iP([X = k]t~
k=0

(1) Calculer Gx(t) pour tout t € R si X suit la loi B(n,p).

(2) Comparer Gx(t) et E(t*). Que représente G’y (1)? Justifier.

(3) Calculer la variance de X & l'aide de G'x(¢) et G% (¢).

(4) Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans {0,...,n1} et {0,...,n2}, ou
ny,n2 € N. A Taide de la question (2), montrer que, si Y = X7 + X, alors Gy = Gx, X Gx,.

Exercice 22. Un cirque s’installe dans une ville de n habitants. Chaque soir, toute personne n’ayant pas encore
vu le spectacle a une probabilité p de s’y rendre, et ce indépendamment des autres. Pour tout entier naturel
k > 0, on désigne par Xj le nombre de spectateurs de la k-éme représentation.

(1) Donner la loi de X;.

(2) Déterminer la loi du couple (X7, X3).
(3) En déduire la loi de X5.

(4) En déduire la loi de X; + Xo.

()
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5) Plus généralement, quelle est la loi de Xy + ... + X7
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Exercice 23. Soit a € N* et soit n un entier > 2. A un péage d’autoroute comportant n guichets, na voitures
se présentent. Chaque conducteur choisit un guichet au hasard, de maniere équiprobable. Les choix des auto-
mobilistes sont supposés indépendants les uns des autres. On note X; le nombre de voitures qui sont passées par
le guichet numéro 1.

(1) Déterminer la loi, 'espérance et la variance de Xj;.
(2) Calculer V(X; + ... + X,,), et en déduire la covariance de X; et X si i # j.
(3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X et X5. Que se passe-t-il si n = 27 Expliquer.

Exercice 24. Soient n, m des entier tels que m > n > 2. On considére une urne contenant m boules numérotées
de 1 a m, et on en tire n boules simultanément. On désigne par I, le plus petit des numéros obtenus, et par S,
le plus grand des numéros obtenus.

(1) Montrer que, pour tous entiers p, g tels que p < ¢, on a : EZ:]) (’;) = (gﬁ)
(2) (a) Calculer P(I, > k) pour tout k € [1,m —n + 1], et en déduire que :
(m—k-‘rl) (m—k)
Vke[l,m—n+1], P(I,=k) = n 0

() (%)
(b) En déduire lespérance de I,,.
(3) (a) Calculer P(S,, < k) pour tout k € [n,m], et en déduire que :
k k—1
Vk € [n,m], P(S,=k)= Q - ((;))

()

(b) En déduire 'espérance de S,,.

Exercice 25. (ESCP 2009) Soit p €]0,1[. Une personne envoie des courriers électroniques via deux serveurs
A et B. L’expérience montre que le serveur A est choisi avec la probabilité p, et le serveur B le reste du temps,
les choix étant successifs et supposés indépendants. Chaque envoi est représenté par une série de lettres. Par
exemple, la série ABBBAB... signifie que le premier message a transité par A, puis les trois suivants par B,
puis le suivant par A, etc. On dit alors que la premiere série est de longueur 1, la deuxiéme de longueur 3, la
troisieme de longueur 1, etc. On désigne par L la longueur de la premiere série, par Lo celle de la deuxieme
série et par L3 celle de la troisieme série.

1) Déterminer la loi de L.

) Montrer que L; admet une espérance et une variance, puis calculer E(Lq).
) Donner la loi du couple (Ly, Ly).

) En déduire la loi de Ls.

) Calculer 'espérance de Lo.

) Déterminer la loi de Ls.

) Justifier I'existence de la covariance de (L1, La).

) Calculer cette covariance et préciser son signe.

Exercice 26. (HEC 2009) Soient X; et X» deux variables aléatoires indépendantes et suivant la méme loi
géométrique de parametre p €]0,1[. Onpose q=1—p, U= X1+ Xo et V =X; — Xs.
(1) Déterminer la loi de U.
(2) Déterminer la loi de X; sachant [U = n| pour tout entier n > 2.
(3) Calculer E(X1|[U = n]) pour tout entier n > 2, et en déduire E(X7).
(4) Déterminer la loi de V.
(5) Calculer la covariance de (U, V).
(6) Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes?

Exercice 27. (ESCP 2016) Soient A, p deux réels tels que A > 0 et 0 < p < 1. on pose ¢ = 1 —p. On consideére
un couple de variables aléatoires (X,Y’) & valeurs dans N2, dont la loi est donnée pour tout (n, k) € N? par :
—A\n k n—k
e "A\"pq .
PX =n] N[V = k]) = 7k!(n—k)! si 0<k<n
0 sinon

1
2

Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2.

Déterminer les lois de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = n].

Déterminer la loi de la variable aléatoire Z = X — Y.

Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes?

3
4
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sin(t)

+oo
Exercice 28. (ESCP 2017) On admet que U'intégrale / dt converge et vaut g
0

20 1 — cos™(t)
(1) Montrer que, pour tout n € N, u,, = / ———————~dt converge et que u; = —

12
0
20 1 — cos(st)
0 t?
(b) En déduire la valeur de uy (indication : montrer que cos?(u) = (1 + cos(2u))).
(3) A partir de maintenant, on considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires indépendantes, définies
sur un méme espace probabilisé (€, A, P), a valeurs dans {—1,1} et telles que, pour tout k € N* :
1
5

(2) (a) Montrer que, pour tout s € R, I'intégrale dt converge et vaut g|s|

P([Xy = —1]) = P([Xx = 1]) =

Pour tout n € N*, on pose S,, = X1 + ... + X,,.

(a) Déterminer l'espérance et la variance de S,.

(b) Calculer E(sin(X;t)) et E(cos(X1t)) pour tout ¢t € R.

(¢) Montrer par récurrence sur n que : Vn € N*, vVt € R, E(cos(Spt)) = (cos(t))".

(d) A laide du théoreme de transfert et de la question (2)(a), montrer que : Vn € N*, E(|S,|) = 2u,.

Exercice 29. (QSP HEC 2017) Soit (X,)n,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un
méme espace probabilisé (Q, A, P), et soit (p,)nen+ une suite de réels de ]0, 1] tels que X, suit la loi géométrique
de parametre p, pour tout n € N*. Pour tout n € N*, on pose ¢, = 1 — p,, et Z,, = min{ Xy, ..., X;, }.

(1) Calculer P([Z, > k]) pour tout k € N*. Quelle est la loi de Z,.

(2) On suppose que p,, = ﬁ pour tout n € N*. Calculer lim,_, - P([Z, = k]) pour tout k € N*.

Exercice 30. (ESCP 2018) Soit (U;)i>o une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N,
indépendante des U;, et soient X et Y les variables aléatoires définies par :

N(w)
VweQ, X(w ZU et Y=N-X.
(1) Vérifier que, pour tout (k,1) e N*>, ona: P((X =k|N[Y =1]) = (kkJrl)p (1—p)!'P(N =k +1).

(2) On suppose dans cette question que N suit la loi de Poisson de parametre A > 0. Montrer que les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

(3) On suppose dans cette question que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
(a) Vérifier que, pour tout (k,l) € N?, on a :

(k+D)P(X =k+1)P(Y =1)(1—p) = (I + 1)P(X = K)P(Y = + 1)p.

(b) En déduire la loi suivie par X, puis par Y.
(c) Justifier que N suit une loi de Poisson. Préciser son parametre.

Exercice 31. (ESCP 2021) On considére une urne contenant trois boules, & savoir une blanche, une noire et
une rouge. On effectue des tirages au hasard d’une boule avec remise dans cette urne. On note X le numéro du
tirage ou, pour la premiere fois, on a obtenu une boule blanche et Y le numéro du tirage ou, pour la premiere
fois, on a obtenu une boule noire. On pose également U = | X — Y| et W = min{X,Y}.

(1) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(2) Déterminer la loi de W, son espérance et sa variance.
(3) Montrer que, pour tout k € N*, la loi de U sachant [W = k] est la loi géométrique de parametre 1/3.
(4) Qu’en déduit-on sur la loi de U? sur le couple (U, W)?
5 ue représente la variable aléatoire U + W7 En déduire une relation linéaire entre U, W, X, Y.
P )
(6) En déduire la covariance de X,Y. Expliquer de fagon probabiliste le signe de la valeur obtenue.

Exercice 32. (QSP HEC 2023) Soient X3, X5 des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Soit ¥
une variable aléatoire indépendante de X7, Xa, telle que Y(Q) = {—1,1} et P(Y =1) = p €]0,1[. On pose :

AP, SH. O
M= (YX2 X1> '
(1) On suppose dans cette question que X7 + 1 suit la loi géométrique de parametre 1/3. Déterminer la
probabilité que la matrice M soit inversible.

(2) On suppose dans cette question que X; suit la loi de Poisson de parametre A. Déterminer la probabilité
que la matrice M soit diagonalisable.



