Lycée Clemenceau 2025-26
ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°4 :
Polynémes - Diagonalisation

Corrigé de l’exercice 1. (Dichotomie) Soient a,b deux réels tels que a < b, et soit f : [a,b] — R une
fonction continue telle que f(a)f(b) < 0. On consideére les suites (a,,) et (b,) définies par a9 = a, by = b et

_ antbn

pour tout n € N selon le protocole suivant. Si l'on pose ¢, = , alors on définit a,+1 et b,41 par :

(1)

2

_ [ (an,cn) st flan)f(en) <0
(an+17bn+1) - { (Cn,bn) si f(an)f(cn) >0

Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :
b _ a//
2n
La propriété P(0) est clairement vraie car ag = a, by = bet bp—ag =b—a = b2_0a. A présent, supposons

la propriété vraie a un certain ordre n et montrons-la a l'ordre n + 1. Par construction, on voit que, si

flan)f(en) <0, alors :

P(n):" b, —a, =

ay, + by, by, — an

bn-‘rl — Ap41 = Cp — Qp = 2 — Qp = 9

De méme, si f(an)f(cn) > 0, on trouve que :
a b b, —a
bn-‘rl_an-i-l:bn_cn:bn_ nt L= -
2 2
bpn—an

Dans tous les cas, on voit que by41 —ap41 = 257", Comme b, —a,, = }’2_7“ par hypothese de récurrence,
il s’ensuit que :

b, — an, 1 b—a b—a
bn+1_an+1:T:§X on  gn+l’

et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre
n € N. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :
b—a

bn_ n — .
a on

Montrons que les suites (a,) et (b,) convergent vers une méme limite notée [. Pour ce faire, on va
vérifier qu’elles sont adjacentes. D’apres la question précédente, on a b, — a,, = Z’Q_Ta pour tout n € N.
En particulier, comme b > a, ceci entraine que b,, > a, pour tout n € N. Comme ¢, = ““TH’" pour
tout n € N, il s’ensuit que a,, < ¢, < b, pour tout n € N. Partant de la, on voit que a,4+1 —a, =0
si fan)f(en) < 0et apnyy —an = c¢p —an > 0s8i f(an)f(cn) > 0. Dans tous les cas, on obtient que
Gp+1—an > 0 pour tout n € N| et donc (a,,) est croissante. De méme, on voit que b1 —b, = ¢, —b,, <0
si f(an)f(cn) <0 et byr1 — by =0si f(an)f(cn) > 0. Dans tous les cas, on obtient que b, 1 — b, <0
pour tout n € N, et donc (b,,) est décroissante. Enfin, comme b,, — a,, = bz_n“ pour tout n € N, la suite
(by, —ay) tend vers 0, et donc (ay,) et (by,) sont adjacentes. D’apres le théoréme sur les suites adjacentes,
on en déduit que :

‘ (an) et (b,) convergent et ont méme limite. ‘

Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :
P(n) " flan)f(ba) < 0.

La propriété P(0) est clairement vraie car ag = a, bg = b et f(a)f(b) < 0. A présent, supposons la
propriété vraie a un certain ordre n et montrons-la a I’ordre n + 1. Par construction, on voit que, si
flan)f(en) <0, alors ap41 = an et b1 = ¢y, et donc :

Jlany1) f(bng1) = flan)f(cn) <0.

De méme, si f(ay,)f(c,) > 0, on trouve que a1 = ¢, €t b1 = by, ce qui entraine que :

f(an+1)f(bn+1) = f(cn)f(bn)

Vérifions que f(cp)f(bn) < 0. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde et on suppose que f(cy,)f(b,) > 0.
Par hypothese, on sait que f(a,)f(cn) > 0, ce qui entraine par produit que f(a,)f(c,)%f(bn) > 0. En
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particulier, le réel f(c,) est non nul et f(c,)? > 0, ce qui nous donne apres division que f(a,)f(b,) > 0.
Mais ceci est impossible par hypothese de récurrence, et donc on a bien :

flan+1)f(bni1) = flen)f(bn) <O0.

Dans tous les cas, il s’ensuit que f(an+1)f(bnt1) < 0, et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe
de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n € N. Par conséquent, on a pour tout n € N :

‘f(an)f(bn) < Ow

(4) Montrons tout d’abord que f(I) = 0. Comme f est continue sur [a, b], que (a,,) et (b,) convergent toutes
deux vers [ € [a,b] et que f(ay)f(b,) < 0 pour tout n € N d’apres la question précédente, on obtient
par passage a la limite dans cette inégalité que :

f(l)2 = nggloo f(an)f(bn) < Oa

et donc f(I) =0 (vu que f(I) est réel). Par conséquent, on en déduit que :

F(1) = 0.

A présent, montrons que a,, <[ < b, pour tout n € N. Comme (a,,) est croissante et tend vers [ d’aprées
la question (2), on voit que a,, <! pour tout n € N. De méme, comme (b,,) est croissante et tend vers [
d’apres la question (2), on constate que I < b,, pour tout n € N. En mettant bout & bout ces inégalités,
on en déduit que, pour tout n € N :

() (a)

Montrons que, pour tout réel r > 2, I’équation z° — rz + 1 = 0 admet au moins une solution dans
I'intervalle [0, 1]. Pour ce faire, fixons un réel r > 2 et posons f,. : x — 2° — rz + 1. Comme f, est
polynomiale sur R, elle est continue sur [0, 1]. De plus, on voit que f,-(0)f-(1) = 1x(2—r) = 2—r < 0,
et donc f, change de signe sur [0, 1]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’y annule
au moins une fois, ce qui signifie que, pour tout r > 2 :

5

‘l’équation x> —rz + 1 = 0 admet au moins une solution dans [0, 1]. ‘

A Taide des questions précédentes, complétons la fonction en Python ci-dessous pour qu’étant donnés
un réel r > 2 et une précision € > 0, celle-ci calcule une solution approchée a ¢ pres de I’équation
x5 —rxz + 1 =0 sur U'intervalle [0,1] :

def dicho(r,e):
a=0
b=1
while b-a>e:

return ........

Pour ce faire, on va utiliser le procédé de dichotomie tel qu’il est décrit plus avant dans I’exercice.
Plus précisément, on va calculer les termes généraux des suites (a,,) et (b, ), et on s’arrétera quand
I’écart entre b, et a, sera < e. Comme a,, <[ < b, pour tout n > 1, I’écart entre a,, et [ sera < ¢, et
donc le réel a,, obtenu fournira une valeur approchée de [ a € pres (par défaut). En d’autres termes,
on completera la fonction précédente comme suit :

def dicho(r,e):
a=0
b=1
while b-a>e:
c=(a+b)/2
if (ax*5-r*a+1)* (cx*5-r*c+1)<0:
b=c
else:
a=c
return a



Corrigé de I’exercice 2. Soit P € R;[x] tel que x — (z — 1)* divise P +4 et z — (x +

3

1)* divise P — 4.

(1) Montrons que z — (x —1)3 et & — (2 + 1) divisent P’. Tout d’abord, Comme x — (z — 1)* divise

P + 4, il existe un polynéme @ € R[z] tel que, pour tout € R :
P(z) +4=(z - 1)*Q().
Par dérivation, ceci nous donne que, pour tout x € R :
P'(z) = 4(z - 1)’Q(2) + (z — 1)'Q'(2) = (z — 1)*{4Q(z) +

Deés lors, le polynéme P’ est divisible par 2 +— (z —1)3
il existe un polynome R € R[x] tel que, pour tout z € R :

P(z) —4=(z+ 1)*R(2).
Par dérivation, ceci nous donne que, pour tout x € R :
P'(z) =4(z +1)°R(z) + (x + D*R' () = (z +

Des lors, le polynome P’ est divisible par x — (2 + 1)3

1*{4R(z) +

(z = 1DQ'(x)}-

. En outre, comme x — (z + 1)* divise P — 4,

(z — DR (x)}.

. Par conséquent :

‘P’ est divisible par z +— (z — 1)* et par z — (z 4+ 1)°. ‘

Déterminons la factorisation du polynome P’. D’apreés la question précédente, le polynome P’ est

divisible par # — (x — 1) et par z — (z +1)3
il existe un polynome S € R]z] tel que, pour tout =z € R :

P'(z) = (x — 1)*(x +1)3S(x).

. Donc P’ est divisible par z — (z — 1)3(x + 1)3, et

Comme P est de degré < 7, on voit que P’ est de degré < 6. Comme de plus x — (z —1)3(z +1)3 est
de degré 6, il s’ensuit que S est de degré < 0. Donc S est constant, et il existe un réel 6 tel que :

‘P’ cx— Oz — 1)3(304—1)3.‘

Déterminons ’expression générale du polynéome P. D’apres la question précédente et la formule du

binéme, on trouve que, pour tout x € R :

P(z) = 0(x*-1)

= 0[3:6—3:r4+3x2—1].

Des lors, il s’ensuit par intégration qu’il existe un réel ¢ tel que, pour tout = € R :

7 5
Pla) = <p+9[x7—3§+x —x]

Calculons les valeurs de P(1) et P(—
est divisible par x — (z + 1)*,

particulier, on a (P +4)(1) = P(1)+ 16 =0et (P —4)(—-1) =

| P(1) = —4 et P(-1) =4

D’apres la question (3), on trouve aussi que :

1)7 1)5
P(1) = <,0+9{() 37 +131} =
7 5)
—1)7  3(-1)°
SERO [ TN I
7 5
D’apres la question (4), il s’ensuit que (¢, ) est solution du systéme :
166
- 2 - _4
4 35
166
v + — = 4

35

_ 160
LT
L 160
YT 35

o (3) oo+ (F)enter+ (3) et + () oty

1). Comme (P +4) est divisible par z — (z — 1)* et que (P — 4)
il s’ensuit que 1 est racine de P + 4 et que —1 est racine de P — 4. En
P(=1)—16 =0, et donc :



35
Apres résolution, on obtient que p =0 et 6 = R d’ott I'on déduit que, pour tout x € R :

35 (27 3ab 5 21 35 35
P(x):4<$7—§+m3—m) :1x7—zx5+zx3—qx.

Corrigé de ’exercice 3. (Polyndémes de Tchebychev) Soit (T},)nen la suite de polyndmes de R[x] définie
pour tout z € R par To(x) = 1, T1(z) = x et pour tout n € N par Ty, 12(x) = 22T, 41 (z) — T,,(x). Par la suite,
on pose :

n—1
7r 7r 7 7
vk €{0,...n—1}, « :cos(—+k7) et w= Cos(—Jrkf).
{0, b 2n n ,:CU(; 2n n
(1) Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 2, trace la courbe représentative du
polynéme T, sur Uintervalle [—1, 1]. Pour ce faire, on procédera comme suit :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def tracecourbetn(n):
x=np.arange(-1,1,0.01)
n=np.shape (x) [0]
a=np.ones(n)

b=x
for k in range(n-1):
a=2*x*b-a
a=b
b=c
plt.plot(a,b)
plt.show()

(2) Pour tout n € N* on désigne par a,, le coefficient dominant de T;,. Montrons par une récurrence double
la propriété P définie pour tout n € N* par :

P(n): "deg(T,) =n et a, =2""'".

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie, car deg(T}) = deg(z — x) = 1 et a1 = 1 = 2!~ vu que
T1 = X. De plus, on vérifie sans peine que P(2) est vraie, car deg(T) = 2 et ag = 2 = 2?71, En effet,
d’apres la relation de récurrence "T),41(z) = 22Ty, (x) — T,,—1(x)", on trouve que, pour tout z € R :

Ty(z) = 22Ty (x) — Ty(z) = 22 — 1.

A présent, supposons la propriété P vraie aux ordres n — 1 et n, avec n > 2, et montrons que P(n + 1)
est aussi vraie. Par hypothése de récurrence, il existe des réels ag, ..., an_1, Bo, .-+, Bn_2 tels que, pour
tout x e R :

To(z)=2""12" +a, 12" '+ .. +ag et T q(x)=2""22""1 4+ B, 22" %+ ... + fo.
D’apres la relation de récurrence "T),+1(z) = 22T, (x) — Tr,—1(x)", on obtient que, pour tout € R :

Tori1(z) = 22T, (x) — Th—1(x)
= 222" 2"+, 12" 4+ ot ag) — (2022 4 B 22 2 4+ Bo)

= ongntly B,

d’ott il s’ensuit que deg(Th, 1) = n + 1 et a1 = 2" = 2"T171 et donc P(n + 1) est vraie. D’aprés le
principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n € N*, et donc :

’VnGN*, deg(T,) =n et an:2"_1.‘

(3) Montrons par une récurrence double la propriété P définie pour tout n € N par :

P(n): "Vt € R, T,(cost) = cosnt”.



Tout d’abord, on voit que P est vraie aux ordres 0 et 1, car Ty(cos(t)) = 1 = cos(0.t) et Ty(cos(t)) =
cos(t) = cos(1.t). A présent, supposons la propriété P vraie aux ordres n — 1 et n, avec n > 1, et
montrons que P(n+ 1) est aussi vraie. D’apres 'hypothese de récurrence, on sait que, pour tout ¢t € R :

T, (cos(t)) = cos(nt) et T,_1(cos(t)) = cos((n — 1)t).

D’apres la relation de récurrence "T,, 1 (x) = 22T, (x) —T,,—1(x)" et les formules d’addition des fonctions
trigonométriques, on trouve que :

Tt (cos(t))

2 cos(t)Tn(cos(t)) — Tr—1(cos(t))

= 2cos(t) cos(nt) — cos((n — 1)t)

= 2cos(t) cos(nt) — cos(nt — 1)

—  2cos(t) cos(nt) — {cos(nt) cos(t) + sin(nt) sin(t)}
= 2cos(t) cos(nt) — cos(nt) cos(t) — sin(nt) sin(t)
= cos(t) cos(nt) — sin(nt) sin(t)

= cos(nt +t),

d’ot il s’ensuit que T),41(cos(t)) = cos((n + 1)t) pour tout ¢t € R, et donc P(n + 1) est vraie. D’apres
le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n € N, et donc :

‘Vn eN, VteR, T,(cos(t)) = cos(nt). ‘

Calculons les valeurs de T,,(1), T, (—1), T3, (0) en fonction de n € N. D’apres la question (3), on sait que
T, (cos(t)) = cos(nt) pour tout ¢ € R. Si 'on choisit ¢t = 0, alors on trouve que :

T, (1) = T,,(cos(0)) = cos(n(0)) = cos(0) = 1.
De méme, si 'on choisit ¢ = 7, alors on obtient que :
T,.(—1) = T, (cos(m)) = cos(nmw) = (—1)".

Enfin, si 'on choisit ¢ = 7, alors on trouve que :

T,(0)=1T, (cos (g)) = cos (%) .

En résumé, on vient de montrer que, pour tout n € N :

T,(1) =1, Tu(~1)=(-1)", Tu(0)= cos (%)

Montrons que, pour tout k € {0,1,...,n — 1}, le réel a, est racine de T,,. Comme ay = cos (% + k%)
pour tout k € {0,...,n — 1}, le résultat de la question (3) entraine que :
T (ax) =T, (cos (1 + kﬁ)) = cos (n (l + kz>> = cos (z + kﬂ') =0.
2n n 2n n 2
Des lors, on en déduit que, pour tout k € {0,....,n — 1} :

’le réel oy, est racine de T,. ‘

Commencons par vérifier que les oy sont distincts deux a deux. Pour ce faire, on pose wy = 5~ + k7
pour tout k € {0,...,n —1}. Comme 0 <k <n — 1, on voit que 0 < kT < w, et donc :

_ 1
0<l§wk§1+(n l)w:(n )T
2n 2n n n

<

En particulier, tous les réels wy, sont compris dans Uintervalle |0, 7], et de plus wp < w1 < ... < Wp_1.
Comme la fonction cos est dérivable sur ]0, 7], que cos’ = —sin et que sin est > 0 sur |0, 7, la fonction
cos est strictement décroissante sur |0, 7r[. Dés lors, ceci nous donne que :

cos(wg) > cos(wy) > ... > cos(wp—1).

En particulier, il s’ensuit par définition des wy que ag > a1 > ... > ay,_1, et donc :

‘les réels oy, sont deux & deux distincts. ‘




A présent, donnons la factorisation de T,, dans R[z]. D’apres la question (5), les réels ag, ..., a1 sont
tous des racines de T},. Comme de plus ils sont deux a deux distincts et que T}, est de degré n, il existe
un réel 6,, # 0 tel que, pour tout z € R :

T.(z) = 0h(x — ag)(x — ag)...(z — ap—1).

Dés lors, le terme dominant de T}, est égal & 8,,, et donc 8,, = 2"~ pour tout n € N* d’apres la question
(2). Par conséquent, la factorisation de T,, dans R[z] est donnée par :

n—1
T, :x— 2"t H(J: — ag).
k=0

Déterminons la valeur du réel w. D’apres la question précédente, le réel T,,(0) est donné par :
n—1 n—1
7,000 =2""JJ(0—ax) = (=1)"2" ' ] an = (-1)"2" .
k=0 k=0
Comme de plus T, (0) = cos () d’apres la question (4), il s’ensuit que :

T,,(0) = cos (%) = (—1)"2" L,

d’ott 'on déduit apres calculs que :

o= U cos (2T,

Calculons la forme réduite de T5. D’apres la relation de récurrence "Ty,11(x) = 22T, (x) — T,,—1(x)", on
trouve que, pour tout z € R :

To(z) = 22Ty (z) — To(x) = 22(z) — 1 =222 — 1
Ts(x) = 22Ty (x) — Ty(z) = 22(22% — 1) — 2 = 423 — 3z

Ty(z) = 22T3(x) — To(x) = 22(42® — 32) — (202 — 1) =8z* — 822 + 1

Ts(z) = 22Ty (x) — T3(x) = 22(82* — 822 + 1) — (42® — 3x) = 162° — 2023 + 5z

Des lors, on en déduit que :

| Ty 2 — 162° — 200° + 52 |

Déterminons la valeur de cos (1%) D’apres la question (5), on sait que aq, ..., a5 sont exactement les
racines de Ty, avec :

_ (1) _ 3 _ (I) N ks _ 9
a1 = CoS 1) Qg = COS 10/ Q3 = COS 5) Qg = COS 0/ a1 = CoS 0

Il nous reste donc a déterminer explicitement I’ensemble S des racines de Ts. Pour ce faire, on commence
par remarquer que :

Ts(o) = 1605 — 2003 + 507 = oy (16a] — 2003 +5) = 0.
Des lors, on voit que Ts(a) = 0 si et seulement si soit a; = 0, soit 16af —20a2 + 5 = 0. Pour résoudre
la derniére équation, on pose A = a2. Alors A vérifie I'équation 1642 — 204 + 5 = 0. Par un calcul
simple, on trouve que le discriminant de cette équation est égal a :
A = (=20)% — 4 x 16 x 5 = 400 — 320 = 80 = (4/5),
et que ses racines sont données par :
20-4V5 5-+/5 - 204+4V5  5+45
= = e = - .
32 8 ? 32 8

Comme ces deux racines sont strictement positives et que A = a3, il s’ensuit que I'ensemble S des
racines de T5 est donné par :

S— 0_\/5—\/5\/5—\/5_\/5+\/5\/5+\/5
’ O s "V 8

Ay




7

Comme 0 < {5 < 3—’5 < 7 et que la fonction cos est décroissante sur [O, g], il s’ensuit que 0 < as < aj.
De plus, comme 7 < % < %’5 < 37”, on obtient que as, ay, a5 < 0. Par conséquent, «; est la plus
grande racine de Tj, c’est-a-dire :
( ™ ) 5+5
ap =cos | — ) = .
10 8

Corrigé de I’exercice 4. Soit f I’endomorphisme de R?

(1) (a)

canoniquement associé a la matrice :

1 1 -1
A=|-1 3 -3
-2 2 =2
Par des calculs simples, on trouve que :
1 1 -1 2 2 =2 4 4 —4
A=|-1 3 3], A?2=(2 2 2|, A3=1|4 4 —4
-2 2 =2 0 0 O 00 O

Des lors, il s’ensuit que A% = 242, ce qui entraine que A% — 242 =0 et f2 —2f2 =0, et donc :

P : x> 2% — 222 est un polynoéme annulateur de f. ‘

Déterminons les valeurs propres de f. Comme P est un polynéme annulateur de f, on voit que les
seules valeurs propres possibles de f sont 0 et 2. Reste a vérifier que ce sont bien des valeurs propres
de f. Pour ce faire, considérons un vecteur x = (1,2, 3) de R3, et soit X le vecteur colonne de
composantes x1, Ta, x3. Alors x appartient a ker(f — 2Id) si et seulement si f(z) — 2z = (0,0,0), ce
qui se traduit en termes matriciels par :

T X1 0
A i) -2 Xro = 0
I3 I3 0

En termes de coordonnées, cela nous donne que (x1, 23, 23) est solution du systéme linéaire :

—T1 + X9 — 3 = 0
—T1 +  x9 — 3xz3 = 0
721’1 + 2502 - 41’3 = 0

On résout alors ce systeme par la méthode du pivot de Gauss. En effectuant les opérations élémen-
taires Ly <~ Ly — Ly et L3 < L3z — 2L, on trouve que :

-1 + 22 — w3 = 0
—2$3 =0
72563 = 0
En effectuant 'opération élémentaire L3 <+ L3 — Lo, on obtient que :
-1 + T — T3 = 0
—2$3 = 0
0 =0

Si ’on choisit o comme parametre, on obtient que x3 = 0, 5 = 5 et 1 = xo, et donc :

x€ker(f—2Id) < FzzeR, x=u23(1,1,00 <= z € Vectg((1,1,0)).

En d’autres termes, on vient de trouver que :
ker(f — 2Id) = Vect((1,1,0)).

Comme ker(f —21d) # {(0,0,0)}, il s’ensuit que 2 est bien valeur propre de f. Passons maintenant
au réel 0. Avec les notations précédentes, on voit que x appartient & ker(f) si et seulement si
f(z) =(0,0,0), ce qui se traduit en termes matriciels par :

T 0
To = 0
T3 0

A



En termes de coordonnées, cela nous donne que (1, z2, 23) est solution du systéme linéaire :

X1 + X2 — I3 = 0
—X1 + 3$2 — 31’3 = 0
—2x1 + 229 — 223 = 0

On résout alors ce systéme par la méthode du pivot de Gauss. En effectuant les opérations élémen-
taires Lo <— Lo+ L1 et Ly < L3 + 2L, on trouve que :

X1 -+ o - I3 = O
41’2 - 4.’E3 = 0
4{,1;‘2 — 4£U3 = 0
En effectuant I'opération élémentaire Ls < L3 — Lo, on obtient que :
r1 + o - I3 = 0
41‘2 — 4503 = 0
0 =0

Si 'on choisit x3 comme parametre, on obtient que xo = x3 et 1 = 0, et donc :
x €ker(f) <= TxzzeR, z=u25(1,1,0) <= =z € Vectr((0,1,1)).
En d’autres termes, on vient de trouver que :
ker(f) = Vect((0,1,1)).
Comme ker(f) # {(0,0,0)}, il s’ensuit que 0 est bien valeur propre de f. Par conséquent :

[Sp(f) = {0,2}. |
(¢) Montrons que 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable. D’apres la question (1)(b), on sait que :

Ea(f) = ker(f — 21d) = Vect((1,1,0)) et Eo(f) = ker(f) = Vect((0, 1, 1)).

En particulier, les familles ((1,1,0)) et ((0,1,1)) sont génératrices respectivement dans Ea(f) et
dans Ey(f). Comme les vecteurs (1,1,0) et (0, 1,1) sont non nuls, les familles ((1,1,0)) et ((0,1,1))
sont aussi libres, et donc ce sont des bases respectives de Fo(f) et de Eg(f). Dés lors, ceci nous
donne en passant aux dimensions que :

dim By (f) + dim Eo(f) =1+1 =2 # dimR3.

Par conséquent, on en déduit que :

‘1’endomorphisme f n’est pas diagonalisable. ‘

(2) Déterminons une base B de R? dans laquelle la matrice de f est donnée par :

0 1 0
T=10 0 O
0 0 2

Pour ce faire, on va procéder par Analyse-Synthese.
Analyse :

Supposons qu’il existe une telle base B = (e, ea,e3). Comme T est la matrice de f dans la base
B, cela signifie que f(e1) = (0,0,0), f(e2) = e1 et f(e3) = 2e3. En particulier, les vecteurs ey et es
appartiennent respectivement & Eg(f) et & Ea(f). D’apres la question (1)(b), il existe des réels a, 8 tels
que e; = «(0,1,1) et e3 = 5(1,1,0). De plus, si I'on pose es = (1, 22, x3) et si X est le vecteur colonne
de composantes x1, 2, x3, alors I'égalité f(es) = e; = (0, 1,1) se traduit en termes matriciels par :

I 0
Alzy | =a |l
T3 1

En particulier, on voit que (z1, 22, 23) est solution du systéme linéaire :

X1 + X9 — I3 = 0
—x1 + 32 — 3r3 = «
—2x1 4+ 229 — 213 = «



On résout alors ce systéme par la méthode du pivot de Gauss. En effectuant les opérations élémentaires
Lo < Lo+ Ly et Ly < L3+ 2L4, on trouve que :

T + T2 - I3 = 0
dry — 4dx3 = «
4y — 4dx3 = «

En effectuant I'opération élémentaire Ls < L3 — Lo, on obtient que :

T, + x> — 3 = 0
dry — 4dr3 = «
0 =0
Si 'on choisit #3 comme parametre, on trouve que x3 = x3 + 7 et 1 = — 7, et donc :

es = 23(0,1,1) + %(—1, 1,0).

En d’autres termes, la base B doit étre de la forme :
B= (a(O, 1,1),25(0,1,1) + %(4, 1,0), A(1, 1,0)) :

ou «, 3, x3 sont des réels. A noter que, comme une base ne peut pas contenir le vecteur nul vu qu’elle

est libre, on a a # 0 et 5 # 0.
Syntheése :

Soient «, 3, x3 des réels tels que a # 0 et 8 # 0, et considérons la famille :
B= (a(O, 1,1),25(0,1,1) + %(—17 1,0), A(1, 1,0)) .

Commencons par montrer que 3 est une base de R?. Par définition, on voit que :

0 —-a/4 B
rgB)=rg| [a z3+a/4 B
« T3 0

En effectuant les opérations élémentaires Cy < Cy — 22C et C3 + %Cg (lesquelles sont valides car
a # 0 et 8 # 0 par hypotheése), on trouve que :

0 —a/4 1
rgB)=rg| | a/4 1
«Q 0 0
En effectuant les opérations élémentaires C; <+ éCl et Cy %Cg, on obtient que :
0 -1 1
rg(B) =rg 1 1 1
1 0 0
En effectuant 'opération élémentaire L; <> L3, on trouve que :
1 0 0
rg(B) =rg 1 1 1
0 -1 1
Enfin, en effectuant 'opération élémentaire C5 <— C3 — Cs, on obtient que :
1 0 0
rgB)=rg| (1 1 0 =3.
0 -1 2

Comime la famille B est de rang 3 et que dimR? = 3, elle est génératrice dans R3. Mais comme elle
compte 3 éléments, c’est donc une base de R3.

A présent, on va vérifier que T est la matrice de f dans la base B. Comme e; = «(0,1,1) est un
vecteur propre de f pour la valeur propre 0 par construction, on sait déja que f(e;) = (0,0,0). De plus,
comme ez = 3(1,1,0) est un vecteur propre de f pour la valeur propre 2 par construction, on voit aussi
que f(e3) = 2es3. Enfin, si Es est le vecteur colonne des coordonnées de e; dans la base canonique de
R3, on trouve par des calculs matriciels que :

11 -1 —a/4 0 0
AFE, =1-1 3 =3 rsta/d|l=lal=all
-2 2 =2 T3 « 1
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(4)

Des lors, ceci entraine que f(es) = «(0,1,1) = ey, et donc :

0 10
matg(f)=(0 0 0],
0 0 2

ce qui termine notre Analyse-Synthése. En particulier, si ’on choisit « =4, § =1 et 3 = 0 (ce qui est
licite car o # 0 et 8 # 0), on en déduit que :

01 0
la matrice de f dans la base B = ((0,4,4),(—1,1,0),(1,1,0)) est : T=10 0 0
0 0 2

Montrons que R3 = ker(f?) @ ker(f — 2Id). Pour ce faire, on va déterminer des bases de ker(f?) et
de ker(f — 21Id), puis on va vérifier que la concaténation de ces bases donne une base de R3. D’aprés
la question (1)(b), on sait déja que ((1,1,0)) est une base de ker(f — 2Id). Calculons alors une base
de ker(f2). Pour ce faire, considérons un vecteur x = (x1, 72, 23) de R3, et soit X le vecteur colonne
de composantes x1, z2, 3. Alors z appartient & ker(f?) si et seulement si f2(x) = (0,0,0), ce qui se
traduit en termes matriciels et d’aprés la question (1)(a) par :

I 2 2 72 I 0
Aoyl =2 2 2|22 =10
T3 0 0 0 T3 0

En particulier, on voit que (z1, 22, 23) est solution du systéme linéaire :

201 + 2x9 — 2x3 = 0
207 + 2z — 223 = 0 ,
21‘1 -+ 23}2 - 2I3 = 0

ce qui équivaut a écrire que 2x7 + 225 — 2x3 = 0. Si I'on choisit x5 et x3 comme parameétres, alors on
trouve que r; = —x9 + x3, et donc :

xr €ker(f?) <= I(w2,73) €R? u=ax9(—1,1,0) +23(1,0,1)

< =z € Vect((-1,1,0),(1,0,1)).

En particulier, on voit que ker(f?) = Vect((—1,1,0), (1,0,1)), et donc la famille ((—1,1,0), (1,0,1)) est
génératrice dans ker(f2). Mais comme cette famille est formée de deux vecteurs non colinéaires, elle est
libre, et donc ((—1,1,0), (1,0,1)) est une base de ker(f?). Considérons alors la concaténation des bases
de ker(f?) et de ker(f — 2Id) que I'on vient de trouver, c’est-a-dire la famille :

F =((-1,1,0),(1,0,1),(1,1,0)).

Calculons le rang de cette famille. En effectuant 'opération élémentaire Lo <— Lo+ L1, on obtient que :

-1 11 -1 11
rg(F) =rg 1 01 =rg 0 1 2
0 1 0 0 1 0

Enfin, en effectuant ’opération élémentaire L3 <— L3 — Ly, on trouve que :

-1 1 1
rg (F) =rg 0 1 2 =3.
0 0 -2

Comme cette famille est de rang 3 et que dimR? = 3, elle est génératrice dans R?. Mais comme elle
comporte 3 éléments et que dimR3 = 3, il s’ensuit que F est une base de R®. Dés lors, comme la
concaténation des bases de ker(f?) et de ker(f — 2Id) donne une base de R3, on en déduit que :

|R® = ker(s?) @ ker(f — 21d). |

Dans cette question, on veut montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R? tel que g2 = f. Pour
ce faire, on raisonne par ’absurde et on suppose qu'un tel endomorphisme g existe.

(a) Montrons d’abord que ker(f?) est stable par g. Soit  un élément de ker(f2). Comme g2 = f, on
voit que g* = (¢2)? = f2, et donc :

Fg(x) = g*(g(x)) = 9(g*(x)) = g(f*(x)) = 9(0,0,0) = (0,0,0),
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d’ott il s’ensuit que g(x) appartient & ker(f?), et donc :

ker(f?) est stable par g.

A présent, montrons que la matrice de g dans la base B est de la forme :

! "

a d a
G=|b VvV Vv
0 0 ¢
Soit B = (e1,e2,e3) = ((0,4,4),(—1,1,0), (1,1, 0)) la base trouvée a la question (2). Comme f(e1) =

(0,0,0) par construction, on voit que f2(e;) = f(f(e1)) = f(0,0,0) = (0,0,0) car f est linéaire,
et donc ej appartient a ker(f2). De plus, on sait d’apreés la question précédente que ez = (—1,1,0)
appartient a ker(f?). En particulier, (e1,e2) est une famille de ker(f2). Comme les vecteurs e; et
ez ne sont pas colinéaires, cette famille est libre. Mais comme dim ker(f?) = 2 d’apreés la question
précédente et que (eq,es) compte 2 vecteurs, cette famille est une base de ker(f?). En particulier :

ker(f?) = Vect(ey, e3).

Comme ker(f?) est stable par g, les vecteurs g(e1) et g(es) appartiennent a ker(f?) = Vect(e, ez).
En particulier, il existe des constantes a, a’, b, b’ € R telles que g(e1) = aej+bes et g(ea) = a’e;+'es.
Mais comme B = (ey, €2, e3) est une base de R3, il existe aussi des constantes a”,b”,¢” € R telles
que g(e3z) = a’’e; +b"es + ’e3, et donc la matrice G de g dans la base B est donnée par :

a a/ a//
G=1|b V b
0o 0 ¢

(b) Montrons qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R? tel que g2 = f. D’apreés la question (2), on
sait que la matrice de f dans la base B est donnée par :

T =

o O O
o O =
N OO

Comme g2 = f, on voit que go f = gog? = g0 g = f o g, et donc les endomorphismes f et g
commutent. En particulier, leurs matrices dans la base B commutent, et donc :

a da a” 01 0 01 0 a da ad”’
GT=TG = b v v 0 0 0)J=10 0 O b v b
0o 0 ¢ 0 0 2 0 0 2 0o 0 ¢

0 a 2d’ b v v

— 0 b 2" =10 0 0

0 0 2" 0 0 2

a da 0
= G=10 a O
0o 0 ("

Mais comme g2 = f, il s’ensuit que G2 = T, ce qui nous donne que :

2

a a 0 a? 2ad 0 01 0
0 a =10 a2 0 =10 0 O
00 0 0 (2 00 2

En particulier, on obtient que a? = 0, et donc a = 0, mais ceci est impossible car 2aa” =1 # 0. Par
conséquent, on en déduit que :

il n’existe pas d’endomorphisme g de R? tel que ¢ = f.

(5) Soit n un entier > 1, soit A un endomorphisme de R™ et soit o un réel non nul.
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(a) Montrons que, si A" = ah™ 1, alors R” = ker(h"~!) @ ker(h — ald). Pour ce faire, on commence
par montrer que la somme ker(h" 1) + ker(h — ald) est bien directe. Considérons un élément = de
ker(h" 1) Nker(h — ald). Alors x appartient a la fois & ker(h"~1) et & ker(h — ald), et donc :

RN z) =0 et h(z)=ax.

Partant de I’égalité de droite, on obtient par itérations successives (ou par une récurrence facile)
que h"~1(x) = o™ lz. Mais comme h"~(x) = 0, il s’ensuit que a" "'z = 0, et donc z = 0 car o # 0
par hypothese. Par conséquent :

ker(h" 1) 4 ker(h — oId) = ker(h" ™) @ ker(h — old).

A présent, montrons que dimker(h"~!) + dimker(h — ald) = n. Soit = un élément de Jm(h"~1).
Alors il existe y € R™ tel que h"~*(y) = z. Mais comme h"™ — ah™~! = 0, on obtient que :

(h— old)(z) = (h — ald)(" ' (3)) = (" — ah™)(y) = 0,

d’ott il s’ensuit que x appartient & ker(h — ald), et donc Jm(h"~1) C ker(h — ald). En passant aux
dimensions, on trouve que :

dim Jm(h"~!) < dimker(h — ald).

A Tl’aide du théoréme du rang, on obtient que :

dimR™ — dim ker(R" ') < dim ker(h — old),
d’ou il s’ensuit que :

dimR" < dimker(h" ') + dim ker(h — ald).
Mais comme la somme ker(h"~!) + ker(h — ald) est directe et contenue dans R™, on a aussi :

dimker(h" ') + dim ker(h — ald) < dim R".
Des lors, cela entraine que :

dimker(h" ') + dimker(h — old) = dim R™ = n.

En résumé, on sait que la somme ker(h" 1) + ker(h — ald) est directe, contenue dans R" et que
dimker(h" 1) + dimker(h — ald) = n, d’ott I'on déduit que :

|R" = ker(h" ") @ ker(h - ald). |

(b) Réciproquement, montrons que, si R"® = ker(h"~!) @ ker(h — ald), alors h™ = ah™ L. Soit  un
élément de R™. Comme R"™ = ker(h"~1) & ker(h — ald), il existe un vecteur u € ker(h"~!) et un
vecteur v € ker(h — ald) tels que x = u + v. Dés lors, par linéarité de h, on trouve que :

(hm —ah™ Y (z) = (h" —ah™ 1) (u+v)
= (h" —ah™ 1) (u) + (R" — ah™ 1) (v)

= (h—ald)(h" ! (w)) + k" H((h — ald)(v))

(h—ald)(0) + A»"1(0) = 040 = 0.

Comme ceci est vrai pour tout = € R, il s’ensuit que A" — ah™ ! = 0, et donc :

Corrigé de ’exercice 5. Soit n € N*, et soit f ’application définie pour tout P € R, [z] et pour tout z € R
par f(P)(x) = P"(z) — 4aP'(z).

(1) (a) Montrons que f est un endomorphisme de R, [z]. Pour ce faire, on commence par remarquer que
R, [x] est stable par f. En effet, soit P un élément de R, [z]. Alors deg(P) < n, ce qui entraine que
deg(P") <n—2et deg(x —> 42P'(z)) <n—1+1=mn, et donc :

deg(f(P)) < max{deg(P"),deg(x — xP’'(z))} < max{n —2,n} = n.
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En particulier, f(P) est un élément de R, [z], ce qui signifie que R, [z] est stable par f. Reste &

montrer que f est linéaire. Soient P, Q des éléments de R, [z] et soient A, € R. Alors on trouve
par linéarité de la dérivation que, pour tout x € R :

FOP+pQ)(x) = (AP +pQ)"(z) — 4z(AP + pQ) (x)
= AP"(2) + pQ" () — 4z (AP + pQ’) ()
= AP"(2) + pQ" (x) — MaP'(z) — pdzQ' (z)
= AMP"(z) = 42P'(2)) + p(Q" (x) — 42Q'(x))

Af(P)(x) + pf(Q)(),

d’otut il s’ensuit que f(AP + pQ) = Af(P) + puf(Q), et donc f est linéaire. Par conséquent, on en
déduit que :

‘ f est un endomorphisme de R, [z]. ‘

Calculons f(x — 1) et f(x — =), puis f(z — z*) pour tout k € {2,...,n}. Par définition, on a
(xr—1)=(@&+—1)"=2+—0, et donc :

flz—1)=0—4(x+—2)x0=2+—0.
Deplus,ona (z+—z) =xz+— let (z+— )’ =2+ 0, et donc :
flar—z)=0—-4(z— z) X 1 =2 — —4x.
De fagon générale, on obtient que, pour tout k € {2,...,n} :

flz— 2% = (z+— 2" —4(z — z)(z — 2P
= k(k—1)(z— 2F72) —dk(z — z)(z — 2*71)

= k(k—1)(z— 2"7%) — dk(z — 2).

Des lors, on vient de montrer que :

‘f(a:l—>1):O, f(xl—>x)=—4(xl—>x).‘

Vi e {2,...,n}, flzr— %) =k(k—1)(x — 2F72) — dk(z — zP).

D’apres la question précédente, la matrice A de f dans la base canonique de R,,[z] est donnée par :

0 O 2 0 .- 0
0 —4 0
A— -8 .. 0
0 nn-1)
: . . 0
0 v e e 0 —4n

Par conséquent, on en déduit que :

‘la matrice A de f dans la base canonique de R,,[z] est triangulaire.

Montrons que, si P est un vecteur propre de f associé & la valeur propre A, alors : A = —4 deg(P).
Pour ce faire, on considére un polynéme P de R,[z], de la forme P : z — ag + a1z + ... + a,z",
avec a, # 0 et deg(P) = r < n. Par des calculs simples, on trouve que, pour tout x € R :

f(P)x) = (xr—ar+axz+..+a2") —4(x— z)(x — ag + a1 + ... + a,a”)’
= 2a3+ ... +r(r—Da.(z— 2772) —4(z > 2)(x —> a1 + ... + ra,z" 1)
= 2a3+ ... +r(r—Da,(z — 277 2) —day (v — ) — ... — 4dra,(z — a")

= 2a9 —4ai(x — x) — ... — dra,.(x — z").
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Si P est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, alors f(P) = AP, et donc on a pour
tout r € R :

2a9 — dax — ... — dra,x” = Mag + a1z + ... + apz").
En identifiant les termes de plus haut degré, on trouve que —4ra, = Aa,. Mais comme a, # 0, on
obtient que —4r = A\, et donc :

’Si P est un vecteur propre de f associé a A, alors : A = —4 deg(P). ‘

Montrons qu’il existe un unique polynoéme unitaire H,, de degré n, tel que : f(H,) = —4nH,.
D’apres la question (1)(c¢), la matrice A de f dans la base canonique de R, [x] est triangulaire
supérieure, avec —4n comme dernier coefficient diagonal. Donc —4n est valeur propre de f, et
il existe un polynéme P € R,[z], non nul, tel que f(P) = —4nP. D’aprés la question (1)(d),
le polynéme P est de degré n, et il s’écrit donc sous la forme P : z — ag + ... + a,z", avec
an # 0. Quitte & remplacer P par P/a,, on peut supposer que P est unitaire. Dés lors, il existe
un polyndme unitaire P € R, [z] tel que f(P) = —4nP. Reste & montrer que P est unique. Soient
P, Q deux polynoémes unitaires de R,,[z] tels que f(P) = —4nP et f(Q) = —4n@Q. Comme P, Q) sont
unitaires de degré n, P — @ est de degré < n— 1. Mais comme f(P — Q) = —4n(P — @) par linéarité
de f, la question (1)(d) entraine que P — @) ne peut étre non nul (sinon P — @ serait un vecteur
propre de f pour la valeur propre —4n, ce qui est absurde car P — @ est de degré < n). Dés lors,
ona P—@Q =0et P=(@, dou 'unicité. Par conséquent :

‘il existe un unique polynéme unitaire H,,, de degré n, tel que : f(H,) = —4nH,. ‘

Montrons que : Vn > 1, f(H},) = —4(n — 1)H]. Si 'on dérive la relation "f(H,) = —4nH,,", alors
on trouve que, pour tout x € R :

(f (Hn)) () ((Hn)"(z) = 4(z +— x)H,)'(x)

— H(2) - 4H, () - 4cH](2)

= (—4nH,) (z) = —4nH] (z).

Dés lors, il s’ensuit que H!"(x) — 4aH]!(z) = (H])"(z) — 4=(H],) () = —4(n — 1)H/ (x) pour tout
z € R, et donc :

() = —4(n - )H],.

Montrons d’abord que : ¥n > 1, H, = nH,_;. Comme H,, est unitaire de degré n pour tout n > 1,
on voit que H/, est de degré (n — 1), et que son coefficient dominant est égal a& n. Des lors, le
polynéme H) /n est unitaire de degré (n —1). De plus, d’apres la question (2)(a) et par linéarité de
f, on trouve que :

! (H;L) N %f(H;L) =—4(n - 1)H4/l.

n n

D’apres la question (1)(e), il s’ensuit par unicité que H), /n = H,_1, et donc :

]\m eN*, H = an_l.\

A présent, montrons que : Yn > 2, Vo € R, H,(z) — xH,_1(x) + %Hn_g(x) = 0. Partant de la
relation f(H,) = —4nH,, et de la définition de f, on trouve que, pour tout = € R :

J(H,) (@) = HY(2) — deH)(2) = —4nH, (2),

et donc H,/(z) — 4zH] (z) + 4nH, () = 0. Comme H (z) = nH,_1(z) pour tout n > 1, il s’ensuit
que H)/(xz) = n(n — 1)H,_o(z) pour tout n > 2, et donc on a pour tout x € R :

H](z) — 4xH],(x) + 4nH,(z) = n(n — 1)H,_2(x) — 4nxH,,_1(z) + 4nH,(z) = 0.

En divisant cette relation par 4n, on en déduit que, pour tout n > 2 et pour tout x € R :

Hy(z) — xHp_1(z) + mll;l)Hn,g(x) =0.

Justifions que Hg : x —— 1 et Hy : x —— x. Tout d’abord, on peut commencer par remarquer que
le polynéme x — 1 est unitaire de degré 0. De plus, par des calculs simples, on trouve que :

flx—1)=(z+—1)"—4(z+— 2)(zr+—1) = (z+——0) = -4 x 0(x — 0).



Comme Hj est unitaire de degré 0 et que f(Hy) = —4 x 0 X Hyp, il s’ensuit par unicité que :
Hy:x+— 1.

En outre, on voit que (z — z) est unitaire de degré 1 et de plus :

flxr—2)=(x+—2) —d(zr—2)(zr—2) = —d(zr—2) = -4 x1X(x+— ).
Comme Hj est unitaire de degré 1 et que f(H;) = —4 x 1 X Hy, il s’ensuit par unicité que :
H:z+— .

A présent, calculons Hy et Hs. D’apres la question (2)(b), on trouve que, pour tout € R :

Hy(z) = xHq(x) — uHo(x) =22 — 1

4
Toujours d’apres la question (2)(b), on obtient que, pour tout € R :

H3(x) = xHa(x) — 3 ; 1)H1(ars) =3 — lx — lx =73 - §x

4 2 4

Par conséquent, on vient de montrer que :

1 3
nga:r—mvzfz et ngx»—nc?’fzx.

1
fonction en Python permettant de calculer u,,, on procéde comme suit :

def suite(n):
if n==0:
return 1
elif n==1:
return 1
else:
return suite(n-1)+(n-1)*suite(n-2)/4

15

(d) Soit (un)nen la suite définie par ug = u; = 1 et VYn > 2, uy = Up—1 — ("71)un_2. Pour écrire une



