TRAVAUX DIRIGES : PRODUIT SCALAIRE - ESPACES EUCLIDIENS

1. FORMES BILINEAIRES ET PRODUITS SCALAIRES

Exercice 1. Déterminer si ¢ est une forme bilinéaire sur E et si oui, déterminer si elle est symétrique, définie,
positive, et ce dans chacun des cas suivants :

(1) E=TR? o((z1,22), (y1,2)) = 42191 — T1Y2 + T2y1 + T2¥p.

(2) £= R2 o((z1,22), (Y1,y2)) = T1y1 — T1Y2 — T2y1 + T2Ya.

(3) E= 80((551@2)7 (y1,y2)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + 2T2Yo.

(4) E= RB» o((z1,22,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 221Y2 + 3T3Y3.

(5) E=R? o((z1,22,23), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 — T2y2 + T3Y3.

(6) E=R? o((x1,22,23), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T1Y2 + T2y1 + 3T2y2 + T3Y3.

Exercice 2. Soit n € N*. Soit F l’ensemble des polynémes P € R, [z] tels que P(0) = P(1) = 0, et soit ¢
Papplication de E x E dans R définie pour tout (P,Q) € E X E par : ¢(P,Q) = — fol P(t)Q" (t)dt.

(1) Montrer que F est un R-espace vectoriel.
(2) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
(3) Expliciter la norme euclidienne associée.

n 2 2

1

Exercice 3. Soit n € N*. Etablir que : n? < ( g \/E> < % (indication : utiliser Cauchy-Schwarz).
k=1

Exercice 4. Soit n € N*. Déterminer les vecteurs (71, ...,x,) € R™ tels que 2% + ... + 22 = 21 + ... + 2, = n.

Exercice 5. Montrer que, pour tout f € C°([0,1],R), on a :

1 1
f@®) VT / f2(t) tonlits
dt| < ~— dt. d’égalité?
L1+ et s Cas d’égalité

Exercice 6. Soit n € N*, soient ay, ..., a,, des réels quelconques et posons E = R, [x]. Montrer que I’application
p:ExE-—R, (P,Q)— > 1_o P®(a)Q™ (ay) est un produit scalaire sur E.

Exercice 7. (HEC 2010) Soit n un entier > 2, et soit A € M, (R). Montrer que A et ‘AA ont méme rang
(indication : comparer les noyauzx des endomorphismes f et g canoniquement associés a A et 'AA).

Exercice 8. (HEC 2021) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* et admettant une espérance. Montrer
que % admet une espérance, puis établir que E(X)FE (%) > 1. Etudier le cas d’égalité.

2. ORTHOGONALITE

Exercice 9. Pour tout = (x1,22,73) € R3, on pose : q(x) = 22? + 23 + 223 + 271 23.
(1) Déterminer un produit scalaire ¢ tel que : Vo € R3, ¢(z) = p(z, x).
(2) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base canonique pour trouver une base orthonormée de R3.

Exercice 10. Soit Q : R? — R Papplication définie pour tout x = (21, 22) € R? par: Q(x) = 222 +522 221 75.
(1) Montrer que, pour tout x € R2 on a: Q( ) >0.

(2) Pour tout = € R?, on pose N(x) = 1/Q(x). Montrer que N est une norme euclidienne sur R2.
(3) Déterminer une base orthonormale de R2 pour le produit scalaire associé a N.

Exercice 11. On pose E = Ry[z] et p(P,Q) = fo t)dt pour tout (P, Q) € Ralx]?.

(1) Vérifier que ¢ définit un produit scalaire sur E.
(2) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la base canonique pour trouver une base orthonormée de E.
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Exercice 12. La famille ((1,1,1),(1,—2,1),(1,0,—1)) est-elle une base orthogonale de R3? Si oui, est-elle
orthonormale? Mémes questions pour la famille ((0,1,1),(0,—1,1),(1,1,0)).

Exercice 13. (Polynomes d’interpolation de Lagrange) Soit n € N*, soit E = R, [z] et soient xg, ...,z
des réels deux & deux distincts. On désigne par ¢ I'application de E? dans R, définie pour tout (P,Q) € E? par
o(P,Q) =Y i P(z;)Q(x;). Enfin, pour tout i € {0,...,n} et pour tout z € R, on pose :

T — T,
Li(z) = it I
o= I (2=%)
0<j<n,j#i
(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
(2) Montrer que, pour tout (i,5) € {0,....,n}?, ona: L;(x;) =1sii=jet Li(x;) =0 sinon.
(3) En déduire que la famille (Lq, ..., L) est une base orthonormée de E pour .
(4) Déterminer les coordonnées d’un polynéme P € E dans cette base.

Exercice 14. (Polyndémes de Tchebychev - ESCP 2016) Soit (7},),en la suite de polynémes définie par
Ty:z+—1,T) : x — x et pour tout n € N par :

Ve e R, Thia(r) =22Th41(x) — Th(x).

(1) (a) Montrer que, pour tout n € N*, T,, est de degré n et de coeflicient dominant que Ion explicitera.
(b) Montrer que, pour tout n € N et pour tout 8 € R, on a : T},(cos(#)) = cos(nd).
(¢) En déduire les racines de T}, pour tout n € N*.
s

(2) Pour tout (p,q) € N?, on pose : I, , = / cos(pt) cos(qt)dt.
0

(a) Montrer que, pour tous réels a,b, on a : cos(a) cos(b) 1lcos(a +b) + cos(a — b)].

(b) Calculer I, ;, (indication : on distinguera les cas 7£ q”, 'p=q#0" et 'p=qg=07").

(3) Pour tout (P, Q) € R[z]?, on pose : dt

o= [
(a) Montrer que l'intégrale (P, Q) converge pour tout (P, Q) € R[x]?.

(b) Montrer que (, ) définit un produit scalaire sur R[x].

(c) Vérifier que, pour tout n € N, (Tp, ..., T),) est une base orthogonale de R,,[x]. E
(d) Calculer (z — 2™, T,) pour tout n € N* (indication : utiliser (1)(a) et (3)(c)

st-elle orthonormale?
3. ESPACES EUCLIDIENS

Exercice 15. Soit F un espace euclidien de dimension n > 1. Montrer que la matrice du produit scalaire dans
une base quelconque est toujours inversible.

Exercice 16. Soit E un espace euclidien, et soient F,G des sous-espaces vectoriels de E.
(1) Montrer que, si F C G, alors on a : G+ C F*.
(2) Etablir I'égalité suivante : (F + G)* = F-NG*.
(3) Montrer que, si F et G sont supplémentaires dans F, alors F* et G+ le sont aussi.

Exercice 17. Déterminer une base de 'orthogonal de F' dans FE, et ce dans chacun des cas suivants :
(1) E =R3 muni du produit scalaire canonique et F' = Vect((1,2,0)).

(2) E =R3 muni du produit scalaire canonique et F' = Vect((1,1,1),(2,1,—1)).

(3) E =R3 muni du produit scalaire canonique et F' = {(x,y,2) € R*| # — 2y + 2z = 0}.

(4) E = Ry[z] muni du produit scalaire (P, Q) = Zk 0 ( ) (k)et F={P e E|P(-1) = 0}

() E

5 = R3[z] muni du produit scalaire (P, Q) = f P(t)Q(t)dt et F = Vect(x — z, 2 — 2% + 1).

Exercice 18. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté { , ), et soit (eq, ..., e, ) une famille de
vecteurs unitaires de E telle que : Vz € E, ||z]|? = Y7_, ((z, ex))?

(1) Montrer que (eq, ..., e,) est une famille orthonormée de E.

(2) Calculer la norme de = — Y ;_, (z, ex)e, pour tout = € E.

(3) En déduire que (eq, ..., e,) est une base orthonormée de E.

Exercice 19. Pour tout (P,Q) € R3[z]?, on pose : ¢(P,Q) = Zi:o PE(1DQM(1).
(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Rs[z].
(2) Déterminer une base orthonormale de R[], puis vérifier que P : x — (z — 1)® appartient & Ry[z]*
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Exercice 20. (Produit scalaire canonique sur M, (R)) Soit n € N*. On désigne par S,,(R) I"ensemble des
matrices symétriques A de M, (R), c’est-a-dire telle que ‘A = A. De méme, on désigne par A,(R) I’ensemble
des matrices antisymétriques A de M,,(R), c’est-a-dire telle que ‘A = —A. Enfin, pour tout (4, B) € M, (R)?,
on pose p(A, B) = tr(*AB).

(1) Exprimer ¢(A, B) a laide des coefficients de A et de B.

(2) Montrer que I'application ¢ définit un produit scalaire sur M., (R).

(3) Montrer que, pour tout A € M,,(R), on a : |tr(A)| < /n| 4]

(4) Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux pour .

Exercice 21. Soit (, ) un produit scalaire sur un espace vectoriel £ de dimension n > 2. Soient e, ..., e, des
vecteurs unitaires de E tels que ||e; — e;|| =1 si i # j.

(1) Calculer (e;,e;) pour tous i, j.

(2) Montrer que la matrice A = ((e;, e;)) est inversible.

(3) En déduire que la famille (ey, ..., e,) est libre.

Exercice 22. (QSP ESCP 2010) Soit {, ) un produit scalaire sur un espace vectoriel E de dimension n > 2.
Soient e, ..., e,4+1 des vecteurs de E pour lesquels (e;, e;) < 0 pour tout (4,5) € {1,...,n + 1}? tel que i # j.

(1) Montrer que, si u=Y;_, Apex =0, alors v =>_}'_, |A\x|ex = 0 (indication : comparer ||ul| et |[v]).

(2) Montrer que toute sous-famille de n vecteurs de (e, ..., e,41) est une base de E.

Exercice 23. (QSP HEC 2012) Soit n € N*. On considere I’espace vectoriel R™ muni du produit scalaire
canonique. Soient B; et By deux bases orthonormées de R”, et soit P = (p; ;) la matrice de passage de la base
B1 dans la base By. Exprimer !P en fonction de P, puis établir I'inégalité :

n n
ZZPi,j <n.

i=1 j=1

Exercice 24. (Polynoémes de Laguerre - ESCP 2014) Soit E = R[z]. Pour tous P,Q € E, on pose :

—+oo

o(P,Q) = i P()Q(t)e tdt.

(1) (a) Montrer que, pour tous P,Q € E, l'intégrale o(P, Q) converge.

(b) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F, que l'on notera (, ) par la suite.

(2) Pour tout P € E, on pose ¢(P) : t — te ' P'(t) et U(P) : t — e'[tp(P)]'(t).
(a) Montrer que U(P) appartient & E pour tout P € E, puis que U est un endomorphisme de FE.
(b) Montrer que, pour tout (P,Q) € E?, on a: (U(P),Q) = (P, U(Q)).

(3) (a) Soit n > 2. Montrer que la restriction de U & R, [z] induit un endomorphisme U,, de R, [z].
(b) Déterminer les valeurs propres de U,,. L’endomorphisme U, est-il diagonalisable?

(4) Soit n > 2. Pour tout k € [0,n], on pose fi :t — e 'tk et Py i t — etflgk) (t).

(a) Expliciter Py (t) (indication : utiliser la formule de Leibniz).

(b) Montrer que Py est un vecteur propre de U, et déterminer la valeur propre associée.

4. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 25. Soient x1, ..., x, des réels strictement positifs tels que z1 + ... + x, = 1.
n

1
(1) Montrer 'inégalité : Z — >n?
=1t
(2) Dans quels cas a-t-on égalité?

Exercice 26. Soit F ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R, et soit ¢ lapplication de F x E dans
R définie pour tout (f,g) € E X E par :

1
o(f,9) = /0 f(t)g(t)dt.

(1) Vérifier que ¢ définit un produit scalaire sur E.
(2) Montrer que, si f,g € E et si f,g, fg — 1 sont positives sur [0, 1], alors :

(/ 1 saar) ( | lg(t)dt> >
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Exercice 27. Soit (eq, ..., e,) une base orthonormée d’un espace euclidien E et soient uq, ..., u, des vecteurs de
E tels que : > 7 _ [luk? < 1.

(1) Montrer que, pour tout (Ay,...,A\,) € R on a :

n 2 n n
Z)\kuk < (Z Ai) : (Z ||uk||2>
k=1 k=1 k=1

(indication : utiliser linégalité triangulaire et inégalité de Cauchy-Schwarz).
(2) En déduire que la famille (e; + u1, ..., e, + uy,) est une base de E.

Exercice 28. Pour tout (P, Q) € Ry[z]?, on pose ¢(P,Q) = P(—1)Q(—1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1).
(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry[z].
(2) Caleuler a; ; = ¢(x — z*, 2 — x7) pour tout (i, j) € [0, 2].
(3) Déterminer une base orthonormée de Ra[z] pour ¢.
(4) Montrer que les sous-espaces vectoriels F' = Vect(z — 1+ x,2 — 1 — 22) et G = Vect(z — x — 2?)
sont orthogonaux pour ¢.

Exercice 29. Pour tout (P,Q) € Ra[z]?, on pose ¢(P, Q) = P(0)Q(0) + /1 P'(2)Q'(x)dx.
0

(1) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry[z].
(2) Déterminer une base orthonormée de Ra[z] pour ¢.
(3) Déterminer une base de 'orthogonal de F = Vect(z — x?) pour .

Exercice 30. Calculer une base de l'orthogonal de F' dans F, et ce dans chacun des cas suivants :

(1) E =R? muni du produit scalaire canonique et F = {(z,y,2) € R®| z +y + z = 0}.

(2) E =R* muni du produit scalaire canonique et F' = Vect ((1,1,0,1), (1, —1,2,0)).

(3) E = R* muni du produit scalaire canonique et F' = {(1‘7 y,2,t) ERY o +y+z+t=a+2y+32+2t= 0}.

(4) E = Ryfx] muni du produit scalaire (x — ag + a12 + asx?,x — by + bix + bya?) = Zi:o aiby et
F={P e E|P(1) =0}.

Exercice 31. (Polynomes de Legendre) Soit F = R[z]. Pour tous P,Q € E, on pose (P, Q) = fil P(t)Q(t)dt.
De plus, pour tout n € N, on définit le n-eme polynéome de Legendre par :

L. = LU(H)

n= gy Un’s ott: U,:xr—s (22 —1)",

(1) (a) Calculer les polynémes Lo, Ly, Lo.
(b) Déterminer le degré et le coefficient dominant de L,, pour tout n € N.
(¢) En déduire que la famille (Lo, L1, ..., L) est une base de R, [z].
(2) Montrer que (, ) est un produit scalaire sur E.
(3) Soient P et @) deux éléments de E.
(a) Montrer que, si P(—1) = P(1) =0, alors (P",Q) = —(P,Q’).
(b) Soit k € N*. Montrer que, si —1 et 1 sont racines d’ordre > k de P, alors (P(*), Q) = (—1)%(P,Q™").
(4) (a) A laide de la question (3), montrer que, pour tout m > 1, le polynéme L,, est orthogonal & R,,,_1[x].
(b) En déduire que, pour tout n € N, la famille (Ly, ..., L,,) est une base orthogonale de R,,[z].

Exercice 32. (Fonctions de carré intégrable) Soit E I’ensemble des fonctions f : [0, +oo[— R continues
+00 ro
telles que [)"~ f?(t)dt converge.

(1) Soient f et g deux éléments de E.
(a) Montrer que, pour tout t € [0, 400, on a : 2|f(t)g(t)| < f2(t) + g*(¢t).
+

(b) En déduire que 'intégrale (f,g) = / f(t)g(t)dt converge absolument.
0

(¢) En déduire que E est un espace vectoriel sur R.
(2) Montrer que (, ) définit un produit scalaire sur E.
(3) Pour tout k € N* et pour tout x € R, on pose fi(z) = e *2.
(a) Justifier que fy appartient & E pour tout k € N*.
(b) Calculer {f, fi) pour tous k,l € N*.
(c) Déterminer une base orthonormée de F' = Vect(fi, f2) pour (, ).



TRAVAUX DIRIGES : PRODUIT SCALAIRE - ESPACES EUCLIDIENS 5

Exercice 33. (Suites de carré sommable) Soit [?(N) I'ensemble des suites réelles (uy,)n>o telles que Y u2
converge. On désigne par F' 'ensemble des suites de I2(N) qui sont nulles & partir d'un certain rang. Pour tout
1 € N, on désigne par e; la suite dont le terme d’indice ¢ est égal & 1 et dont tous les autres termes sont nuls.
(1) (a) Vérifier que, pour tous réels (a,b) € R?, on a 2|ab| < a® + b2, et en déduire que |a + b|? < 2a® + 2b2.
(b) En déduire que, pour tous (uy), (v,) € [*(N), la série Y |u,v,| converge.
(c) En déduire que [?(N) est un espace vectoriel sur R.

(2) Pour tous u = (uy,) et v = (v,) appartenant & [?(N), on pose : ¢(u,v) = Z Up U, -
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur ?(N).
(b) Vérifier que e; appartient & F' pour tout ¢ € N, et en déduire que F n’est pas de dimension finie.
()
)

¢) Montrer que tout élément de F' est combinaison linéaire d’un nombre fini des e;.
(d) Déterminer l'orthogonal F- de F dans [?(N), vérifier que F' @ F+ # [?(N) puis déterminer (F1)+

Exercice 34. (EDHEC 2013) Soit (ay,)nen+ une suite de réels strictement posmfs telle que la série Y-, o1 =
converge. Dans cet exercice, on va prouver que la série de terme général u,, = converge et que :

+oo +oo 1
;un §2Z£.

a1+...+an

(1) Etude d’un exemple : on pose a, = n(n + 1) pour tout n € N*.
(a) Vérifi 1 1
a) Vérifier que — = — —
d Qn n n—+1

. L. 1
. En déduire que la série Z — converge et donner sa somme.
n>1 "
(b) Pour tout n € N*, calculer w,, en fonction de n.

(c) Montrer que Z uy, converge et donner sa somme. Retrouver U'inégalité ().
n>1
(2) Etude d’un deuxiéme exemple : on pose a,, = n! pour tout n € N*.
(a) Ecrire une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 0, calcule et affiche n!.
(b) En déduire une fonction en Python qui, étant donné un entier n € N*, calculer et affiche u,.

1
(¢) Montrer que la série Z — converge.
n>1 "

1
(d) Montrer que, pour tout n € N* on a: u, < W
n—1)!
(e) En déduire que la série Z u, converge et que, de plus :
n>1

+<>01

(3) (a) A laide de l'inégalité de Cauchy—Schwarz, montrer que, pour tout n € N* :

Z k|l <(a1+..+ay) —_.
ay
k=1
(b) A laide du résultat précédent, établir que, pour tout n € N* :

m+1 1 1 D 2
JAl (Lo b Zk*-
a + ... +ap, n?> (n+1)? = ag

(¢) En déduire par sommation que, pour tout N > 1, on a :

N
Hart.ta, T Hay
2n+1

(d) Montrer enfin que la série Z converge, puis établir 'inégalité (x) demandée.
n

a a
>1 1+ + n

Exercice 35. (ESCP 2016) Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté (,) et la norme || ||.
Etant donné un réel g > 1, on dit qu’une famille (uy, ..., u,) de E est u-presque orthogonale si tous les vecteurs
u; sont de norme 1 et si, pour tout (z1,...,2,) € R® on a :

1 n n 2 n
M;IZ ;IZUZ u;zz
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(1) Montrer que toute famille p-presque orthogonale (uq, ..., u,) de E est libre.
(2) Soit (ug, ..., u,) une famille de E. Montrer que (u1, ..., u,) est 1-presque orthogonale si et seulement si
elle est orthonormale (indication : pour l'une des implications, s’intéresser au vecteur u;+u; aveci # j).
(3) Soit f un endomorphisme de E.
(a) Montrer qu’il existe un réel k > 0 tel que : Vo € E, || f(x)] < k|lz|.
(b) Montrer que, si f est un automorphisme de E, alors il existe un réel A > 0 tel que :

1
Vee B, el < [If (@) < Allll.

(4) Soit n € N* et soit (uq, ..., u,,) une famille libre de vecteurs unitaires de E. Montrer I'existence d’un réel
1 > 1 pour lequel la famille (ug, ..., u,) est u-presque orthogonale.

Exercice 36. (Contraction d’un espace euclidien - ESCP 2019) Soit p € N*. On munit R? du produit
scalaire canonique noté (, ) et de la norme associée notée || ||. Soit u un endomorphisme de R? tel que, pour
tout z € RP, on a ||u(x)| < ||z||. Un tel endomorphisme de RP est appelé une contraction. Par la suite, on dira
qu’une suite (zp)nen= de vecteurs de RP converge vers z € RP, et l’on notera lim z, =z, si lim |z, —z|| =0.
n—-+oo n—-+4+oo
(1) Soit y € ker(u — Idrr) N Im(u — Idrr). Montrer qu'il existe z € R? tel que :
1
VkeN*, y= E[uk(:c) —z]. (%)
(indication : partant d’un vecteur x € E tel que y = u(x) — x, établir I’égalité (x) pour tout k € N*).
(2) En déduire que ker(u — Idge) N Im(v — Idge) = {0}.
(3) Conclure que R? = ker(u — Idgs ) @ Im(u — Idgs).

(4) (a) Soit y € ker(u — Idgr). Etudier la limite de la suite (% ZZ;& uk(y))n>1.

(b) Soit y € Jm(u — Idgs). Etudier la limite de la suite (% ZZ;é u® (y)) ) (indication : partant d’un

n>
vecteur x € E tel que y = u(x) — x, utiliser le fait que u*(y) = u**1(z) — u(z) pour tout k € N).

n—-+oo n

1 n—1
(¢) En déduire que, pour tout y € R, ona: lim — Z u¥(y) = p(y), o1 p est un endomorphisme de
k=0

R™ que 'on caractérisera.

Exercice 37. (HEC 2021) Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté {, ) et la norme || ||.
Soit n € N* et soit F = (v1, ..., v,) une famille de vecteurs unitaires de E.

(1) Question de cours : énoncer le théoreme de Pythagore.
(2) Soit (z,y) € E%. Exprimer (z,y) a l'aide de ||z + y||? et de ||z — y]|>.
(3) Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi donnée par :

On pose U = X101 + ... + X,,v,. Calculer I'espérance de |U||%.
(4) En déduire qu'il existe (1, ...,&,) € {—1,1}" tel que ||e1v1 + ... + envn|| < /.
(5) A laide de la question (2), montrer que la famille F est orthogonale si et seulement si :
V(e1, . en) € {=1,1}", [le1v1 + ... +envn]| = V1.
(6) Montrer que, si F n’est pas orthogonale, il existe (1, ...,&,,) € {—1,1}" tel que :
llervr + ... + envnll > Vn.

Exercice 38. (QSP ESCP 2023) Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. On considére deux sous-
espaces vectoriels F, G de E tels que :
(1) FNG={0}, (2)FnGt={0}, (3)FnG={0}, (4) FtnG*+={0}.

(1) Pour n = 2, donner un exemple de 2 sous-espaces F, G vérifiant ces 4 conditions.
(2) Dans le cas général, montrer que n est pair et donner un exemple de deux tels sous-espaces.



