TRAVAUX DIRIGES : ENDOMORPHISMES ET MATRICES SYMETRIQUES
REPONSES - INDICATIONS

Exercice 1. A traiter avec le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 2. Vérifier que ker(f) et Jm(f) sont orthogonaux, puis conclure avec le théoréme du rang.

Exercice 3.

(1) Vérifier que f est un endomorphisme de M,,(R), puis qu’il est symétrique.
(2) On trouve que o f =1d, Sp(f) = {-1,1}, Ey(f) = Su(R) et E1(f) = Au(R).

Exercice 4.
(1) A faire!
(2) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[z], puis qu'il est symétrique en effectuant une IPP (dériver
t— (t* = 1)P'(t)). Conclure que f est diagonalisable (d’apres quel résultat?).
(3) Si B est la base canonique de R, [z], on trouve que :

o 0 2 0 -- 0

o 2 0 - ..

. . 6 ... ... 0
matB(f): . n(n—l) .

; o0

0 - - 0 n(n+1)

(4) On obtient que Sp(f) = {k(k+1), k€ [0,n]} et f est diagonalisable.

Exercice 5.

(1) Montrer que f est un endomorphisme de F, puis qu'il est symétrique.

(2) On trouve que Sp(f) = {1, 1 +aHuH2}, Ei(f) = (Vect(u))* et Eiiaju)2(f) = Vect(u). On en déduit que
I’endomorphisme f est diagonalisable.

(3) On trouve que I’endomorphisme f est une isométrie si et seulement si 2+aul|? = 0. Sous cette condition,
on obtient que ker(f —Idg) = (Vect(u))® et ker(f + Idg) = Vect(u), et donc f est la symétrie sur
(Vect(u))* parallelement & Vect(u).

(4) (a) Utiliser Iidentité de polarisation.

(b) Calculer (h(z),h(y)) en termes matriciels, et vérifier que "X*PPY ='XY pour tous vecteurs colonnes
X,Y si et seulement si ‘PP = I,,.

Exercice 6. Sil’on suppose que f est une contraction, alors il suffit de calculer | f(x)| si « est un vecteur propre
de f pour la valeur propre )\, et on obtient que |A\| < 1 pour tout A € Sp(f). Réciproquement, supposons que
I’endomorphisme f soit symétrique et que, pour tout A € Sp(f), on ait |[A| < 1. On se donne une base orthonormée
B de vecteurs propres de f (laquelle existe d’apreés le théoreme spectral). 11 suffit alors de calculer |f(z)]? en
exprimant le vecteur z dans la base B.

Exercice 7.

M matB(m:;(; Z).
1 9 3 6)
(2) matB(p):ﬂ 31 2]
6 2 4
2 1 -1
(3) matg(p)==1 2 1|
-1 1 2
6 3 0 3
(4> mutB(p)_i g _22 82 ; .
3 1 2 2
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6 2 2 -4

112 9 -1 2
(5) matB(p) = E 2 -1 9 )
-4 2 2 6
1 3 -1 1
(6) matg(p) = 1 -3 1 -1}
0O 0 O
1 0 0 0
(7) matg(p)==|0 3 0.
3\5 0 3

(z,u)u

|ul?

Exercice 8. Montrer tout d’abord que F = (Vect(u))*, puis que pp.(z) = pour tout x € R™. Conclure

en utilisant le fait que pp(x) =z - pp.(x) et que la distance d se calcule a I'aide de pp(x).

Exercice 9. Utiliser le théoreme sur la projection orthogonale pour justifier I'existence de ce minimum. De
plus, on trouve apres calculs que :
+00
min f (% — at - b)%etdt = 360,
(a,b)eR2 JO

3

et que le projeté orthogonal de x — x° sur Vect(x — 1,2 —> x) est le polynome Py : x — 18x — 12.

Exercice 10. Utiliser le théoreme sur la projection orthogonale pour justifier 'existence de la distance d. De
plus, on trouve apres calculs que d = 6 et pg,[,](z —> 23) = (v 322 -3z +1).

Exercice 11. Comme M = M, la matrice M est diagonalisable d’apres le théoreme spectral. Comme M? =0,
le polynome z — 22 est annulateur de M, et donc 0 est la seule valeur propre de M. Il suffit alors de conclure.

Exercice 12. Montrer tout d’abord que les seules valeurs propres possibles de A sont —1,1. Conclure alors que
A? = I, en utilisant le théoreme spectral. Si maintenant AP = 0, on montre de méme que A = 0.

Exercice 13.
(1) Citer le théoréme spectral.

2 -2 -1
(2) Ona: Sp(A)={0,3,6}, Eq(A) =Vect||2]]|, E3(A)=Vect|| 1 ||, Ec(A)=Vect|]| 2
1 2 -2
Une base orthonormale de vecteurs propres de A est donnée par :
2 -2 -1
B-[1]2 ,1 1 ,1 2
3 1) 3\2) 3\
(3) On trouve que, pour tout n € N :
n n n n 4(?’”) +6" _2(3n) - 2(6n) _4(3n) + 2(6n)
-2 4 - 1
an=® 18(3 ) g2, 46 25 A= 5| 726M-2(6) - (3 +4(6™)  2(3") - 4(6")

—4(3m) +2(6™)  2(3")-4(6")  4(3") +4(6™)

Exercice 14. La matrice A est diagonalisable en base orthonormée d’apres le théoreme spectral. De plus, on
trouve que A = PDP™!, ot P et D sont les matrices orthogonale et diagonale suivantes :

V3 12 16 -3 0 0

P=|1/V3 -1/vV2 1/5/6| e D=[0 0 0
1/V3 0 -2/\/6 0 00

Exercice 15.
(1) q est positive sur R?, (2) ¢ change de signe sur R?, (3) ¢ change de signe sur R®.

Exercice 16.
2

(1) On trouve que '’XGX =

n
2, wies
i=1

(2) Utiliser la question (1) et la symétrie du produit scalaire.
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(3) Ecrire X dans une base orthonormée de vecteurs propres de G et faire les calculs, puis la minoration.
(4) Utiliser les questions (1) et (3).

Exercice 17. En utilisant une base orthonormée de vecteurs propres de f, montrer que « et —« sont les seules
valeurs propres possibles de f. En déduire que o est la seule valeur propre de f, et conclure.

Exercice 18.

2
n n
(1) Vérifier par le calcul que : "XAX =" (a;,; - a2+ (Z xz) . Conclure.
i=1 i=1
(2) La matrice A est diagonalisable d’apres le théoreme spectral. De plus, elle est inversible car ses valeurs
propres sont > 0, et donc 0 n’appartient pas a Sp(A).

Exercice 19.
(1) On trouve que rg(M) =2 et ker(f) = Vect(A4, B)*.
(2) Montrer que f est symétrique.
(3) (a) Montrer que f envoie Ey dans Ej.
A,B) |B|?
b) On trouve que : mat = (4, .
( ) q (A,B)(QD) ( HAHZ (A,B)
(c) On trouve que : Sp(y) = {(4, B) - |A|.| B[, (A, B) + | A].| B|}.
(d) L’endomorphisme ¢ est symétrique par restriction, et donc il est diagonalisable.
(e) On en déduit que : Sp(f) = {0, (4, B) - |A]|B], (4, B) + | Al.| B}.

Exercice 20. Comme N'N ='NN, montrer que (‘N N)? = {(NP)(N?) = 0. On peut alors vérifier que M =*NN
est symétrique et conclure avec I'exercice 12. Sinon, il suffit de calculer XX*N N X pour tout vecteur colonne X,
afin d’obtenir que N = 0.

Exercice 21.

(1) A faire!

(2) Supposons que A soit positive. On écrit alors que A = PDP~! ot P est orthogonale et D est une matrice
diagonale, de coefficients diagonaux A, ..., \,. Si 'on pose B = PAP™!, oul A est la matrice diagonale,
de coefficients diagonaux /A1, ...,/ A, alors il reste & vérifier que ‘BB = A.
Pour la réciproque, calculer ‘X*BBX et conclure.

(3) Procéder comme & la question (2) et vérifier que la matrice B est symétrique.

(4) Supposons que A soit symétrique positive inversible. On commence par établir que toutes les valeurs

\ z_ . 3 —_ —_ 2
propres de A sont > 0. Il reste & vérifier que, si A = 52, alors on a A™! = (S 1) et on conclut.
1. EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
Exercice 22.

(1) (a) A faire par le calcul!
(b) On trouve que :

0 - 0 1
o0
M = 0 - -
1 0 - 0

(¢) Vérifier que fo f =Idg, et en déduire que Sp(f) c {-1,1},

(d) Etablir que (f(P),Q) = Xy an-ib;, puis conclure. On en déduit que f est diagonalisable d’apres le
théoreme spectral.

(e) Remarquer que la trace de f (qui est aussi celle de M) est égale & la somme des valeurs propres de
f (comptées avec multiplicités). Par ailleurs, on voit que Tr(M) =1 si n est pair, et Tr(M) =0sin
est impair. A partir de 1a, on peut vérifier que 1 et —1 sont bien valeurs propres de f. Qui plus est,
on obtient avec la trace que dim E1(f) = § + 1 et dim E_;(f) = 5 si n est pair, et dim Ey(f) = ”;1
et dim E_;(f) = 2 si n est impair.

1
(2) (a) On trouve que (Jc —

(b) Sid est la distance de e; a H, on obtient apres calculs que d =

(1+x+...+ x")) est une base orthonormée de H*.

1
Vn+l'

Exercice 23.
(1) (a) On trouve que (%(1707 -1,0), %(0,—170, 1)) est une base orthonormée de F.
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(b) On obtient que (%(1,07 1,0), %(O7 1,0, 1)) est une base orthonormée de F*.
(c¢) Apres calculs, on trouve que

10 -1 0
ilo 1 0 -1
matsP =311 0 1 o
0 -1 0 1

(d) Sid est la distance du vecteur z = (1,0,0,0) & F, on trouve que : d = %

(2) Apres calculs (et notamment utilisation du procédé d’orthonormalisation de Schmidt), on obtient que
(%(1,—2,1,0), \/%(2,—1,—4,3)) est une base orthonormée de F' et (%(1,1,1,1), 2—\1/5(—3,—1,173)) est
une base orthonormée de F'*. De plus, on a :

3 -4 -1 2
11-4 7 -2 -1 7
matg(p) = TO 1 -9 7 4 et d= TO
2 -1 -4 3

Exercice 24.
(1) Vérifier par Analyse-Syntheése que M, (R) = S,(R) & A, (R), puis montrer que Tr(SA) = 0 si S est
symétrique et A est antisymétrique, et conclure.
(2) Avec la question précédente, on trouve que p(A) = (A +*A).
(3) Sid est la distance de M & A3(R), on obtient que d = 1.

Exercice 25. Utiliser le théoreme spectral. Par ailleurs, on trouve que :

2 -1 2 30 0
1

(1) M=PDPavecP=-|2 2 -1|letD=[0 6 ol
3\ 2 9 00 9

1 0 -1

0
1

(2) M =PD'Pavec P=—|0 V2 0 |etD=|0

0

0 0
1 0]
\/5101 0 2

V6 12 -1/\/3 6 0 0

(3) M =PD'P avec P=|2/~/6 0 1/V3 |leeD=[0 0 0}
-1/V/6 1/vV/2 1/V/3 00 0

-1 0 0 1 -1 0 0 0

1o -1 10 0 -1 0 0

_ t - =

(ZL)M—PDPavecP—\/§ 0 1 1 0 et D O 0 5 0
1 0 01 0 0 05

Exercice 26.

(1) Exprimer Tr(*AA) en fonction des a; ; par un calcul direct, puis utiliser le théoreme spectral pour calculer
Tr(*AA) en fonction des \j.

(2) Calculer la trace de p en utilisant une base adaptée & la décomposition E = Jm(p) @ ker(p).

(3) Appliquer les résultats des questions (1) et (2) a la matrice A de I’endomorphisme p dans la base B.

Exercice 27. Si MM MMM = I,,, vérifier tout d’abord que M est symétrique, et en déduire que M° = I,,. A
I’aide du théoreme spectral, montrer alors que M = I,,.

Exercice 28. On trouve que la premiére forme quadratique change de signe sur R?, et que la seconde est positive
sur R3.

Exercice 29.
(1) Il suffit de montrer que cette intégrale converge absolument. Pour ce faire, on utilise le changement de
2 M
variable u = 1 + ¢, puis on effectue une comparaison par rapport a une intégrale de la forme f Tdu.
0 Vu
(2) A faire!
(3) (a) Vérifier que ¢ est linéaire et que deg(p(P)) < deg(P) pour tout P € R, [x].
(b) L’endomorphisme ¢ n’est pas inversible (calculer p(x — 1)).
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(¢) Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [z] et en déduire le spectre de .
(d) Procéder par IPP!
(e) Vérifier que ¢ est symétrique, et conclure.

Exercice 30. Calculer (f(x),z) en exprimant le vecteur z dans une base orthonormée de vecteurs propres de
f, puis conclure.

Exercice 31.

(1) Cf. cours!
(2) (a) SixeFE, remarquer que {p(z),x) = —(xz,¢(x)), et conclure par symétrie du produit scalaire.
(b) Procéder comme a l’exo 2.
(¢) Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de F stable par . Alors on a (¢(x),y) = 0 pour tout
x € F et pour tout y € F*. Par antisymétrie de ¢, on a (z,¢(y)) = 0 pour tout = € F et pour tout
y € F*, et donc p(y) appartient & F** pour tout y € F*.
(d) Vérifier I'inclusion ker(¢) c ker(p?). Pour linclusion inverse, supposons que z € ker(p?). Par
antisymétrie de ¢, on trouve que :

(¢*(x),2) = 0= ~(p(x), p(z)).

Conclure alors avec le caractére défini du produit scalaire que p(x) =0, et donc x € ker(yp).

(e) Supposons le spectre de ¢ non vide, et soit A une valeur propre de ¢, pour un vecteur propre
z. En utilisant Pantisymétrie de ¢ et le fait que p(z) = Az, on trouve en calculant (¢p(z),x) que
Az|? = =\|z|?, et donc A =0 car = #0.

(3) Soit A une valeur propre de 2, pour un vecteur propre x. En utilisant I’antisymétrie de ¢ et le fait que
©?(x) = Az, vérifier que (p(x),o(x)) = -\(z,z), et conclure.
(4) (a) Si zy est un vecteur unitaire de F, vérifier que (1, éu(wl)) est une base orthonormée de F', puis
que la matrice de u dans cette base est égale a A,.

(b) Procéder par une récurrence forte sur p comme indiqué. Pour ce faire, on utilise le fait que, si z; est
un vecteur non nul de F'; alors le sous-espace vectoriel G = Vect(z1,u(x1)) est de dimension 2 et est
stable par w. Qui plus est, G* est stable par u d’apres la question (2)(¢). On peut alors appliquer
la question (4)(a) & la restriction de u & G et 'hypothese de récurrence & la restriction de u & G*.

Exercice 32.

(1) Utiliser le théoreme spectrall

1 1
-1 0
(2) On trouve que dimker(u)=n-2et B=|] 0 |,...,] : || est une base de ker(u).
: -1
0 0
1++v4dn - 1-+vdn -
(3) On obtient que Sp(M) = {0,A1, A2}, ot A\; = %n?) et Ay = +3 De plus, la famille
1 1
By = 1 est une base de Fy, (u), et la famille By = 1 est une base de E), (u).
)\1 )\2
0 0
_11 _01 1\ [0\ (1
(4) On trouve que By =] 0 |,...,] est une base de V' et By. = 0 , O , est une base de V*.
K BAVAL
: 1
0 0

(5) Etablir que V' c ker(u), et donc u envoie tout ’espace vectoriel V' sur {0}. En outre, vérifier par le calcul
que By s’envoie dans V* par u, et en déduire que V* est stable par u.

(6) Supposons n > 4. D’apres la question (2), on sait que dimker(u) > 2, et donc tout droite vectorielle
D de ker(u) est stable par u. En particulier, on a une infinité de telles droites. Qui plus est, si 1 est
un vecteur propre de u pour A1 et si D est une droite de ker(u), alors Pp = D @ Vect(z1) est un plan
vectoriel de F stable par u. En outre, on peut vérifier que Pp = Ppr si et seulement si D = D’. Il y a
donc aussi une infinité de plans vectoriels stables par u (en faisant varier D dans ker(u)).

Exercice 33.
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(1) (a) Vérifier que ‘A = A et conclure avec le théoréme spectral. Calculer ensuite “X AX pour tout vecteur
colonne X, et vérifier que les valeurs propres de A sont toutes > 0. Utiliser enfin le fait que M soit
inversible pour établir que A 'est aussi, et donc ses valeurs propres sont toutes > 0.

) Utiliser la question précédente et le théoreme spectral.

) Procéder comme a l’exercice 20.

) Calculer ‘TT.

) Calculer Tr(A) = Tr(*M M) a I’aide des coefficients de M, puis conclure.

) Développer h sous la forme d’un polynéme de degré 2, puis reproduire la démonstration de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz en utilisant au passage le résultat de la question (2)(a).

(¢) On a égalité dans I'inégalité de la question (2)(b) si et seulement si M est un multiple de I,.

Exercice 34.

(1) Penser a la fonction Gamma d’Euler. On trouve que p(z — zF,z s z) = (k +1)!.

(2) Utiliser la question précédente et la linéarité de l'intégrale pour montrer que ¢ est bien définie. Pour le
reste, & faire!

(3) Vérifier que f est linéaire et que deg(f(P)) < deg(P) pour tout P € R, [x].

(4) Si B désigne la base canonique de R,[z], on trouve que ;

o 1 o0 - 0
o -1 2 -
matg(f)=|: =~ =~ -~ 0
: S,
0 - o 0 -n
(5) D’apres la question précédente, il s’ensuit que Sp(f) ={0,-1,-2,...,—n}. Comme f admet n + 1 valeurs

propres distinctes et que dimR,,[x] =n + 1, on en déduit que f est diagonalisable.

(6) Utiliser le fait que, comme f admet n + 1 valeurs propres distinctes et que dimR,,[z] = n + 1, tous les
sous-espaces propres de f sont de dimension 1.

(7) Procéder par IPP en posant u(t) =tP'(t)e™" et v(t) = Q(¢).

(8) On en déduit que la famille (Py, Pi, ..., P,) est orthogonale.

Exercice 35. Si u et v sont deux vecteurs non nuls de E et si p, (u) est le projeté orthogonal de u sur Vect(v),
montrer que :

U, v
_{wo),

o]

Utiliser ce résultat pour établir que p,(y) = py(x) si et seulement si soit = et y sont orthogonaux, soit x = y.

pu(u)

Exercice 36. Si X est le vecteur colonne de composantes 1, ..., x,, vérifier que :

b
fXAX:fa (@1 fr(8) + oo+ 2 frn(£)) 2.

Des lors, la forme quadratique associée a A est positive, et donc les valeurs propres de A sont toutes positives.
Vérifier de plus qu’elles sont toutes strictement positives si et seulement si la famille (f1, ..., f,) est libre.



