Lycée Clemenceau
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Mercredi 11 mars 2026
Durée : 4 heures

Corrigé du concours blanc de Mathématiques n°1

Corrigé de I’exercice 1. On considére la suite (uy,)n>0 telle que uy = 2, u1 = 3 et telle que, pour tout
entier n > 2, on ait up42 = 6Upy1 + TUy,.

(1) Ecrivons une fonction en Python qui, prenant en argument un entier n > 0, calcule et renvoie la valeur
du terme u,, de la suite (u,,),>0. Pour ce faire, on proceédera comme suit :

import numpy as np

def suite(n):
if n==0:

return 2

elif n==1:

return 3

else:

return 6*suite(n-1)+7*suite(n-2)

(2) Ecrivons une fonction en Python qui, étant donné un entier n > 0, calcule et affiche la liste (ug, u1, ..., un ),
puis qui représente dans le plan Uensemble des points My (k, yx) avec 0 < k < n. Pour ce faire, on va
utiliser la fonction précédente pour calculer wg,uy, ..., u,, construire ainsi la liste (ug,u1, ..., up), puis
on va se servir de la commande plt.plot pour représenter les points My, M, ..., M,, dans le plan, ce

comme suit :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def listetrace():

u=np.zeros(0,n+1)

for i in range(O,n+1):
ulil=suite(i)

print (u)

v=np.arange(0,n+1,1)

plt.plot(v,u,x)

plt.show()

1. Sujet type ECRICOME

Corrigé de l’exercice 2. Soit n € N et soit E = R, [z] 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal
a n. Pour tout polynéme P € E, on pose : ¢(P) : x — P"(x) — 22 P'(x).

(1) (a) Montrons que ¢ est un endomorphisme de E. Pour ce faire, on commence par remarquer que
E = R, [z] est stable par . En effet, soit P un élément de E. Alors deg(P) < n, ce qui entraine
que deg(P") <n —2 et deg(x — 22P'(z)) <n—1+1=mn, et donc :

deg(p(P)) < max{deg(P"),deg(z — 22P'(x))} < max{n —2,n} =n.

En particulier, ¢(P) est un élément de FE, ce qui signifie que E = R, [z] est stable par ¢. Reste &
montrer que ¢ est linéaire. Soient P, Q des éléments de R, [x] et soient A, u € R. Alors, on trouve
par linéarité de la dérivation que, pour tout x € R :

P(AP + pQ)(x)

(AP + uQ)(x) — 2(AP + uQ)'(x)
AP"(z) + 1Q" () — 22(AP'(z) + p@/ ()
AP"(2) + pQ" (z) — N2z P! (z) — p22Q'(x)
A(P"(2) = 22P'(2)) + (@ (2) — 20Q ()

Ap(P)(2) + pp(Q) ()



d’oti il s’ensuit que (AP + uQ) = Ap(P) + up(Q), et donc ¢ est linéaire. Par conséquent :

‘gp est un endomorphisme de E. ‘

(b) Déterminons la matrice de ¢ dans la base canonique de E. Pour ce faire, on va calculer f(x — x*)
pour tout k € [0,n]. Par définition, on a (z — 1) = (x — 1)” = 0, et donc on trouve que
f(x— 1) = (x — 0). De plus, on a (x — z)’ = (z — 1) et (x — z)" = (z — 0), et donc
f(z —) = =2(x — x). De fagon générale, on trouve que, pour tout k € [2,n] :

flzr—2F) = (z+—— 28" - 2(z > z)(x — 2¥)’

k(k —1)(z — 2872) — 2k(x — 2) (2 — 2F 1)

= k(k—1)(z— 2F72) - 2k(z — 2¥).

Deés lors, on vient de montrer que :

flar—1)=0, f(z+— z)=—-4(z+— x),
Vk € [2,n], f(z+—— 2F) =k(k —1)(z — 2572) - 2k(x — 2%).

En particulier, la matrice A de ¢ dans la base canonique de E est donnée par :

0 0 2 0o - 0
0 -2 0
A -4 . . 0
0 n(n-1)
: . . 0
0 o v e 0 —9m

(¢) Montrons que ¢ est diagonalisable et donnons ses valeurs propres. D’aprés la question précédente,
on sait que la matrice A de ¢ dans la base canonique de E est triangulaire supérieure. Dés lors,
les valeurs propres de ¢ sont exactement les coeflicients diagonaux de A, c’est-a-dire 0, —2, ..., —2n.
Mais comme ¢ admet n + 1 valeurs prorpes distinctes et que dim £ = n + 1, on en déduit que :

I'endomorphisme ¢ est diagonalisable et : Sp(p) = {0, -2, ..., —2n}. ‘

(2) Pour tout (P, Q) € E?, on pose : (P, Q) = fj‘o‘j P(t)Q(t)e_tzdt.

(a) Montrons que (P, Q) est bien défini pour tout (P,Q) € E?. Pour ce faire, on peut commencer par
remarquer que la fonction ¢ — P(t)Q(t)e_t2 est continue sur R pour tout (P,Q) € E?, et donc
Pintégrale (P, Q) est impropre en +0o et en —oco. De plus, si P ou @ est nul, alors le produit PQ
est nul, et donc l'intégrale (P, Q) est bien définie. Dés lors, supposons que P # 0 et @ # 0. Comme
PQ est un polynoéme nul, Pexpression P(¢)Q(t) est équivalente a son terme a,t” de plus haut degré
au voisinage de 400 et de —oo, et donc :

2 -t r+2 ,—t

EPOQWC| | i e
Si ’on pose y = t2, alors on voit que y tend vers +oo quand ¢ tend vers 400, et donc on trouve par
croissance comparée que :

_42 T _
Jal[t] e = Ja,lyF e — 0.

En particulier, on obtient que :

#P@Quk%ﬂ — 0.

t—+oo

Des lors, il s’ensuit qu’au voisinage de oo :

P@Q@thO(é).

. 4 . -+ N .
Comme l'intégrale de Riemann f1 < f—zt converge d’apres le cours et que la fonction ¢ — t% est

positive, les intégrales 1+°° P(t)Q(t)e*t2 dt et f:olc P(t)Q(t)e*tht convergent d’apres le critere de
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négligeabilité. Mais comme f_ll P(t)Q(t)e_t2dt converge en tant qu’intégrale d’une fonction conti-
nue sur un segment, il s’ensuit que lintégrale (P, Q) converge d’aprés la relation de Chasles. Par
conséquent :

‘ (P, Q) est bien défini pour tout (P, Q) € E?. ‘

(b) Montrons que {(,) est un produit scalaire sur E. Pour ce faire, on va montrer que (,) est une forme
bilinéaire symétrique définie positive, et ce en plusieurs étapes :

Premiére étape : (,) est symétrique.

En effet, pour tous P, @ € F, on voit que :

+o0 5 +o0 5
(P.Q) = / P(HQ(t)e " dt = / QU)P(H)e"dt = (Q. P),

— 00 — 00

d’otut il s’ensuit que (,) est symétrique.

Deuxiéme étape : (,) est bilinéaire.

En effet, pour tous P, Q, R € F et pour tous A, u € R, on trouve par linéarité de I'intégrale que :

+oo 5
OP+uQB) = [P+ QU] ROeds

— 00

/_ Z [AP(t)R(t)e‘t2 + uQ(t)R(t)e—ﬂ dt

A/Oo P(t)R(t)e " dt +u/oo Q)R(t)e " dt

MP,R) + 11{(Q, R).

ce qui entraine que (,) est linéaire & gauche, et donc bilinéaire par symétrie.

Troisiéme étape : (,) est définie positive.

En effet, pour tout P € E, on voit que Pz(t)e*t2 > 0 pour tout t € R, et donc par positivité
de l'intégrale, on obtient que :

+oo
(P, P) = / P2(t)e " dt > 0,

d’otut il s’ensuit que (,) est positive. De plus, si (P, P) = 0, alors on voit par stricte positivité de
Pintégrale que P2(t)e_t2 = 0 pour tout ¢t € R (car t — PQ(t)e_t2 est continue et positive sur
R). Des lors, ceci entraine que P%(t) = 0 pour tout ¢t € R, et donc P(t) = 0 pour tout t € R. En
particulier, P est le polyndme nul, d’ou il s’ensuit que la forme bilinéaire (,) est définie positive.

Par conséquent, on en déduit que :

‘ (,) est un produit scalaire sur E. ‘

(3) Montrons que ¢ est un endomorphisme symétrique de E pour ce produit scalaire. Comme ¢ est un
endomorphisme de E d’apres la question (1)(a), il suffit de montrer que ¢ est symétrique. Pour ce faire,
considérons deux éléments P,Q de E. Alors, on trouve par des calculs simples que :

+oo R
(0(P),Q) = / S(P)(H)Q ()" dt

— 00

/ TP — P W)@t

— o0
Posons u(t) = P'(t)e~" et v( ) Q(t) pour tout t € R. Alors u et v sont de classe C! sur R, et de plus

u'(t) = [P(t) = 2tP'(1)]e™" et /(1)

po
Q' (t) pour tout t € R. Dés lors, on obtient par une intégration



par parties que, pour tous z,y € R tels que z < y :

/ y[P”(t)—2tP’(t)]Q(t)e‘t2dt = / ’ o (t)v(t)dt

- [p'(t) /P’ Q' (t)e " dt

= P'W)Qe™" —P'(2)Q /P’ Q' (e~ dt.

D’aprés les arguments de la question (2)(a), on voit que P'(2)Q(z)e~*" tend vers 0 quand x tend vers
—00, et que P’(y)Q(y)e_y2 tend vers 0 quand y tend vers 4+oc. Deés lors, il s’ensuit par passage a la
limite quand x tend vers —oo et quand y tend vers +oo dans la relation ci-dessus que :

+oo R +oo 5
WP.@) = [P0 - 2P OQoe i = [ PO o,

— 0o —o00
Par des calculs analogues et par symétrie du produit scalaire, on trouve aussi que :
+00 +oo

(P.o(Q)) = (¢(Q), P) = — Q'()P'(t)e "dt = — P'()Q()e " dt = (p(P), Q).

— 00 — 00

Par conséquent, on en déduit que :

’ 0 est un endomorphisme symétrique de E. ‘

(4) On définit une famille (P, P, ..., P,) de polynémes de E par :

E
—

(P;, (z —> zF))

Py:xvr—1 et Vke{l,..,n}, P,=(zr— ")~ (P, P;)

i

P

I
=)

(a) Montrons que (P, ..., P,,) est une base orthogonale de E. Pour ce faire, on va montrer par récurrence
la propriété P définie pour tout n € N par :

P(n):7(FPo, P1, ..., Py) est une famille orthogonale échelonnée de R, [x]”.

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie, car (Py) = (1). A présent, supposons que P(n) soit vraie,

et montrons que P(n + 1) lest aussi. Par hypotheése de récurrence, on sait que (P, ..., P,) est une

famille orthogonale échelonnée de R, [z], c’est-a-dire telle que deg(P;) = i pour tout i € [0,n]. Or,
on sait par définition que :

n <

Poi1 = (x— 2™) — Z

i=0

Pi7 ('jtj — xn+1)>P‘
<P2apl> v

) n41
Comme les expressions % sont des réels et que P; est de degré i pour tout ¢ < n, on

voit que P; appartient & R, [x] pour tout i < n. Comme R, [z] est un espace vectoriel, on obtient

n+1
que Y P“(%MP appartient & R, [z]. En particulier, il existe des réels ao, ..., a,, tels que :

z": (Pi, (x — 2" )

PP P, =ag(z— 1)+ ...+ ap(z —> ™).

i=0
Des lors, ceci entraine que :
Poy1 = (z— 2™ —ap(xz — 1)... — ap (2 — 2™),

d’oti il s’ensuit que deg(P,+1) = n+1, et donc la famille (P, ..., P, Py41) est échelonnée. En outre,
on trouve par bilinéarité du produit scalaire que, pour tout ¢ € [0,n] :

n - (x anrl
(Prt1, P) = <(x A Z (P, (<P'—}>3> )>Pja13i>
j=0 I

n n+1
_ n+1 J7 .13 T )> . 3
= ((z+—ua jg PP (Pj, P).



Comme la famille (P, ..., P,) est orthogonale par hypotheése de récurrence, on voit que (P;, P;) =0
pour tout indice j # i, et donc on obtient par symétrie du produit scalaire que, pour tout ¢ < mn :

n (x gt
(Pag1, ;) = <(xHx”+1),P,->—jZ::0 <PJ7(<P;j> ) (Pj, Py)
- ( 33"+1
= ((z+— x”+1),Pi> _ B <Pz'—>Pz> ) (P;, B;)
= <(x>—>x”+1),P,->— (P, (x> 2™1)) = 0.

En particulier, on voit que P, ;1 est orthogonal a tous les polynémes F, ..., P,,. Mais comme la famille
(Po, ..., P,) est orthogonale par hypothése de récurrence, il s’ensuit que la famille (Py, ..., P, Pr11)
Pest aussi, et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a
tout ordre n € N. En d’autres termes, on vient de montrer que, pour tout n € N :

‘ (Py, P, ..., P,,) est une famille orthogonale échelonnée de R, [z]. ‘

Comme toute famille échelonnée de polynomes est libre, on voit en particulier que (Py, Py, ..., P,) est
une famille libre de R,, [z]. Mais comme cette famille compte n+1 éléments et que dimR,,[z] = n+1,
on en déduit que, pour tout n € N :

‘ (Po, Py, ..., P,) est une base orthogonale de R, [z]. ‘

(b) Montrons que la base (P, ..., P,) est constituée de vecteurs propres de . Pour ce faire, on va
montrer par récurrence la propriété Q définie pour tout n € N par :

Q(n) : Vi e [0,n], @(P)=—2iP".

Tout d’abord, on voit que Q(0) est vraie, car Py = 1 et ¢(Py) = (1) = 0 d’apres la question (1)(b).
A présent, supposons que Q(n) soit vraie, et montrons que Q(n + 1) U'est aussi. D’apres la question
(1)(c), on sait que :

Ryy1]z] = Eo(@) @ ... ® E_2n(p) © E_g(n+1)(9)-

De plus, tous les sous-espaces propres de ’endomorphisme ¢ de R, 1[x] sont de dimension 1. En
outre, on sait par hypotheése de récurrence que p(P;) = —2iP; pour tout i € [0,n], et donc la
base (FPp, ..., P,) de R, [z] est constituée de vecteurs propres de ¢. En particulier, comme chaque
polynéme P; est un vecteur propre de ¢ pour la valeur propre —2i et ce pour tout i € [0, n], chacun
des P; est non nul et forme une famille libre (et donc une base) du sous-espace propre E_s;(¢) pour
tout ¢ € [0,n]. D’apres la question précédente, on sait que le polynéme P, i est orthogonal & tous
les polynoémes Py, ..., P,. Deés lors, le polynéme P, ;1 est orthogonal a tous les sous-espaces propres
Eo(p), ..., E_an(¢), et donc il est orthogonal & Ey(p) & ... & E_o,(p). Mais comme ¢ est symétrique
d’apres la question (3), tous ses sous-espaces propres sont 2 a 2 orthogonaux, et donc :

E_s(mi1)(#) = (Eo(0) @ ... ® E_2n ()"

En particulier, le polynéme P, 1 appartient a E_s(,41)(¢), et donc P,y est vecteur propre de
© pour la valeur propre —2(n + 1), d’ou il s’ensuit que Q(n + 1) est vraie. D’apres le principe de
récurrence, la propriété Q est vraie a tout ordre n € N. En d’autres termes, on vient de montrer
que, pour tout n € N :

]vz' € [0,n], @(P;) = —2iP,.

En particulier, on a trouvé que, pour tout n € N :

‘la base (Py, P1, ..., P,) est constituée de vecteurs propres de . ‘

Corrigé de I’exercice 3. On considere les fonctions ¢ et ¢ définies pour tout ¢ € R% par :

et —1

o(t) = — —t(e%—l) et @Z)(t):t—%—ln(t).

Soit U la partie de R? définie par U =0, +oo[’= {(z,y € R?| z > 0, y > 0}. On consideére la fonction
f: U — R définie pour tout (z,y) € U par :

f(‘ra y) = l‘y — yz = ey 111(13) _ eJ) ln(y).

Dans cet exercice, on se propose de montrer que f n’admet aucun extremum sur U.




(1)

Justifions tout d’abord que U est un ouvert de R?. Comme U =]0, +c0[?, on voit que U est un produit
de deux intervalles ouverts de R, et donc :

‘ U est un ouvert de R2. ‘

A présent, montrons que f est de classe C? sur U. Comme les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y
sont de classe C% sur U, qu’elles n’y prennent que des valeurs > 0 par construction de U et que la
fonction In est de classe C* sur R%, les fonctions (z,y) — In(z) et (z,y) — In(y) sont de classe C?
sur U. Par produit, les fonctions (z,y) — yIn(x) et (x,y) — xIn(y) sont aussi de classe C? sur U.
Par composition avec I’exponentielle (qui est de classe C? sur R) puis par différence, on en déduit que :

‘la fonction f est de classe C? sur U. ‘

Etudions tout d’abord les variations de ¢ sur R% . Par construction, la fonction ¢ est dérivable sur R*
et de plus, on a pour tout ¢t > 0 :

1 ' 11 =141
"t)=(t— - —In(t =l4+5-——-=—.
V= (1= -m0) =1+ 5 -3 = "5
Comme le discriminant du trinéme t? — ¢ + 1 est égal & A = (—=1)?2 —4 x 1 x 1 = —3, ce dernier n’a pas

de racine réelle et il est donc de signe constant sur R. Comme le coefficient de ¢2 est > 0, ce trindme
est > 0 sur R, et donc ¢’(¢) > 0 pour tout ¢t > 0. Par conséquent, on en déduit que :

‘la fonction v est strictement croissante sur R . ‘

A présent, calculons ¥(1). Par des calculs simples, on trouve que :
1
$1)=1-7 -1 =1-1-0=0,

Par conséquent, on en déduit que :
(1) = 0.

Enfin, précisons le signe de 1. Comme la fonction v est strictement croissante sur R* et que (1) =0,
il s’ensuit que :

| €]0,1], () <0 et Vit €]1,+oo], ¥(t) > 0.]

”;1 et calculons sa somme. Pour tout entier n > 1, on trouve

Prouvons la convergence de la série }_, -,
par linéarité de la somme que :

k-1 =k 1 - 1 "1
,;1 k! _kz::lk! kzzlk!_kzzl(k—l)! ;k!'

Si 'on effectue le changement d’indice [ = k — 1 dans la somme du milieu, on obtient par télescopage
que, pour tout n € N* :

n n—1 n
k—1 1 11
moln ot
k=1 =0 k=1

n

11 G111

TR DN TRt i
k=1

Deés lors, il s’ensuit apres simplification que, pour tout n € N* :

“ k-1 1 1 1
= =1

0o nl n!’
k=1
Comme n! tend vers +o0o quand n tend vers +oo, on obtient que :

n

k-1

— 1.
k! n——+oo

k=1

En particulier, la suite des sommes partielles de la série ) -, "T_,l converge vers 1, et donc :

. n—1
la série E
n!

n>1

est convergente, de somme égale a 1.




n—1
(4) Soit t € R?.. Exprimons la somme Z+°° M en fonction de ¢(t) et de In(t) (on admettra la conver-
gence de cette série). Par linéarité de la somme on trouve que :

w t” 1) XK - S — (e
Z > o
n=1
B *2” it X S *f In(¢"—1)
- 1 o Y
n=1 n n=1 - n=1 n
I SV SNC S CESII G
tn! n! n
n=1 n=1 n=1
+oo +0oo /1\n “+o0
1 t" - -1
= o3 (t)' Y , )
¢ n=1 n n=1 n n=1 n
D’apres les propriétés des séries exponentielles, on obtient que :
“+o0
w t" o1 1 (n—1)
Z *(6t—1)—t(et —1) —ln(t)ZT
n=1

D’apres la question précédente et par définition de ¢, on en déduit que :

n— 1
Z‘“ () — In(t).

(5) Justifions que : Vt €]0,1[, p(t) < In(t) et Vt €]1, +00[, ¢(t) > In(t). D’apres la question précédente, on
sait que, pour tout ¢t > 0 :

n— 1
Z‘“ () — In(t).

Supposons tout d’abord que 0 < ¢ < 1. Comme % (x) < 0 pour tout x €]0, 1[ d’apres la question (2), et
que t"~! appartient & )0, 1[ pour tout n > 2 et pour tout ¢ €]0,1[, on voit que ¥ (t"~1) < 0 pour tout
n > 2. Mais comme t° = 1 et que ¢(1) = 0, il s’ensuit que :

0 too n 1 n— 1
o(t) —In(t) = Mf' ) 4 > w(tm =0+ Z ¢ t
! o !

Par conséquent, on en déduit que p(t) — In(¢) < 0 pour tout ¢ €]0, 1], et donc :

\w €10,1[, o(t) < In(t). \

Supposons maintenant que ¢t > 1. Comme ) (x) > 0 pour tout = €]1,+oo[ d’aprés la question (2), et
que t"~1 appartient & ]1, +-00[ pour tout n > 2 et pour tout ¢ €]0, 1[, on voit que ¥ (") > 0 pour tout
n > 2. Mais comme t° = 1 et que (1) = 0, il s’ensuit que :

o(t) — In(t) +Zwtn _0+Zwtn

Par conséquent, on en déduit que p(t) — In(t) > 0 pour tout ¢ €]1, +oc], et donc :

|t €]1, 400, @(t) > In(t). |

(6) Soit (z,y) € U. Montrons que (z,y) est un point critique de f si et seulement si :



Par des calculs simples, on trouve que, pour tout (z,y) € U :

_ (yey 1) _ 1 (3)e W), Iy (z)ev 100 %xln(y))
x v

Y Y T L oz
= Zz¥ —In Jn(x)x? — —
(Lo - my mya” - 2y7)
= (ya:yfl —In(y)y®, In(x)z¥ — :cy””fl) .
Des lors, si C désigne I'ensemble des points critiques de f, ceci entraine que :

(z,y) €C +—= (yacy_l — In(y)y®, In(z)x¥ — J;y””_l) = (0,0)

yzv~' —In(y)y* =0
= { In(z)x¥ —2y*1 =0

—(z=1)py—1 — | (v)
Y T n(y
{ :1:’(74’1)ym’1 = In(x)

Comme z et y sont > 0, on voit que y~*Da¥=t =In(y) > 0 et =¥ Dy*~1 =1In(x) > 0, et donc on
obtient que z > 1 et y > 1, ce qui nous donne que :

—(e—1)py—1 — |

Y T n(y)

('T7y) €C — { x—(y—l)yw—l — IH(SL')

z>1, y>1

— y~@—Dgy—1 = In(y)
p= W= Dyr—1 = In(z)

Comme gy~ (@D gy—1 = In(y) > 0, on trouve en remplagant Ly par Lo X L3 que :

z>1,y>1
(z,y) eC — y~ @ Dgy=1 = In(y)
x~ W=Dyl = In(z)

z>1,y>1
yoHte—lapy—1-y+1 — Jn(z) In(y)
2= Dyr=1 = In(z)

z>1, y>1
In(z)In(y) =1
y*l = 2vn(x)

Par conséquent, on en déduit que :

z>1, y>1
(x,y) est un point critique de f si et seulement si { In(z)In(y) =1
Yyl =¥ lIn(x)

(7) Soit (z,y) € U un point critique de f. Justifions Pexistence d’un réel ¢t > 0 tel que :

z=c¢', y=et, o(t)=1n(t).
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D’apres la question précédente, on sait que x > 1. Dés lors, il existe un réel t > 0 tel que z = €', et
donc In(z) = In(e’) = t. En particulier, comme In(z)In(y) = 1, ceci entraine que In(y) = 1, et donc

1 .
y = e*. Par des calculs simples, on trouve alors que :

et —1

p(t) = t (e% — 1)

= In(t).

Par conséquent, on en déduit que, si (z,y) € U est un point critique de f, alors :

A>0, z=¢, y=er, o) =nt).

Prouvons que (e, ¢) est 'unique point critique de f. Pour ce faire, considérons un point critique (x,y) de
f dans U. D’aprés la question précédente, il existe un réel ¢ > 0 tel que x = et, y = et et p(t) = 1n(t).
Comme ¢(t) < In(t) pour tout ¢ €]0,1[ et que ¢(¢) > In(t) pour tout t €]1, +oo[ d’apres la question
(5), il s’ensuit que t = 1, et donc x = e! = e et y = ¢! = e. En d’autres termes, on vient de montrer
que le seul point critique éventuel de f sur U est le point (e, e). Reste & vérifier que (e, e) est bien un
point critique de f sur U. Par construction, on voit que e > 0, et donc (e, e¢) appartient bien a U. De
plus, on trouve par des calculs simples que :

e>1,e>1

In(e)ln(e) =1x1=1

et —eln(e) =e* L —e"1 =0
D’apres la question (6), il s’ensuit que (e, e) est bien un point critique de f sur U. Par conséquent, on
en déduit que :

‘ (e, e) est 'unique point critique de f. ‘

Justifions que f n’admet aucun extremum sur U. D’apres le cours, on sait que, si f admet un extremum
sur U, alors cet extremum est atteint en un point critique de f sur U. En particulier, on voit avec les
questions précédentes que cet extremum ne peut étre atteint qu’au seul point critique de f sur U, a
savoir le point (e,e). Posons alors g(t) = f(e,e +t) et h(t) = f(e + t,e) pour tout t > —e. Par des
calculs simples, on trouve que, pour tout ¢t > —e :

g(t) + h(t) _ f(e,e + t) + f(e —|—t,e) _ e(e—',—t) In(e) _ eelrl(e+t) + eelrl(e+t) _ e(e+t) In(e) _ 0.

En particulier, les expressions g(t) et h(t) sont de signes contraires pour tout ¢ > —e. En outre, on voit

que la fonction g est de classe C? sur | — e, +0o[ comme composée et différence de fonctions de classe
C2. De plus, on trouve par des calculs simples que :
FO = @ et = e et
Jg't) = (ee+t —e(e+ t)e_l)l = et —ele—1)(e+1t)2
En particulier, on obtient pour ¢t = 0 que :
g(0) = et0—e(e+0)? = e®—e° = 0

g"(0) = e —ecle—1)(e+0)2 = e—(e—1)e ! = et



10

D’apres la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 appliquée a g en 0, on trouve qu’au voisinage de 0 :

g(t) = g(0) + ¢'(0)t + @1@ +o(t?) = ?tz + o(t?).

Comme g(t) + h(t) = 0 pour tout ¢t > —e, il s’ensuit qu’au voisinage de 0 :

6efl
h(t) = —g(t) = thQ + o(t?).
Comme le signe d’une fonction est donné par celui du premier terme non nul de son développement
limité, on voit que g(¢t) = f(e,e +t) > 0 et h(t) = f(e +t,e) < 0 lorsque ¢ est au voisinage de 0.
En particulier, la fonction f prend des valeurs > 0 et < 0 au voisinage du point (e, e). Mais comme
f(e,e) =0, il s’ensuit que f ne peut admettre ni maximum local, ni minimum local en (e, ). Dés lors,
la fonction f n’admet pas d’extremum local en (e, e), et donc elle n’admet pas a fortiori d’extremum

global en (e, e). Par conséquent, on en déduit que :

‘la fonction f n’admet pas d’extremum sur U.

Corrigé du probléme 1. Le probléme suivant comporte trois parties.

Partie 1

(1) Soient z,y deux réels.

(a) Déterminons un équivalent simple de t*~1(1 —#)¥~! au voisinage de 0. Comme (1 —#)¥~! tend vers
1 quand ¢ tend vers 0 et que 1 # 0, on voit que :

1—t)v~! ~ 1.
( ) t—0
Des lors, ceci entraine que :

1 =)~ L
t—0

Par conséquent, on en déduit que :

tw—l 1—1¢ y—1 tw—l'
( ) t—0

(b) Montrons que I'intégrale f1/2 t*=1(1 —t)¥~Ldt converge si et seulement si z > 0. Comme la fonction

0

t — t*71(1 —)¥~! est continue sur ]0, 1/2], 'intégrale f01/2 t*=1(1 —t)¥~1dt est impropre en 0. De

plus, comme la fonction ¢ — t*~! est positive sur ]0,1/2] et que t*~1(1 —¢)¥~1 Kodh t*~1 d’apres la
—

question précédente, il s’ensuit par équivalence que les intégrales fol/ Z o1 (1—t)y~Ldt et fol/ 2 pe-lgy

A . L . 1/2 . .
sont de méme nature. Mais comme l’'intégrale de Riemann fo/ t*~1dt converge si et seulement si
x — 1> —1, c’est-a-dire si z > 0, on en déduit que :

1/2
l'intégrale / t*1(1 — t)V~'dt converge si et seulement si 2 > 0.
0

(c) A Paide du changement de variable s = 1 — ¢, montrons que les intégrales f11/2 2711 —t)v=Ldt et

fol/ > sv=1(1 — 5)*1ds sont de méme nature. Tout d’abord, on voit que le changement de variable
s = 1 —t est licite car il est affine, et de plus on a ds = —dt, s tend vers 0 quand ¢ tend vers 1
et s tend vers 1/2 quand ¢ tend vers 1/2. Dés lors, on obtient par changement de variable que les

intégrales f11/2 211 —t)Yy~tdt et f10/2(1 —5)7 11— (1—s))¥"!(~ds) sont de méme nature. Or, on
trouve avec la relation de Chasles et d’apres la linéarité de l'intégrale que :

0
— )1 (1 =))W (—ds) = —
/1/2<1 J (L~ (1 8))v ) (~ds) /

Par conséquent, on en déduit que :

0 1/2
(1—s)"ts¥ " lds = / sY7H(1 — )" ds.
/2 0

1 1/2
les intégrales / t*7 (1 —t)Y " Ldt et / sY71(1 — 5)*"'ds sont de méme nature.
1/2 0
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(d) Montrons que l'intégrale fol t*=1(1 — t)¥~1dt converge si et seulement si > 0 et y > 0. Comme la
fonction t — t*~1(1—t)¥~! est continue sur ]0, 1[, I'intégrale fol t*=1(1—¢t)¥~1dt est impropre en 0 et
en 1, et donc elle converge si et seulement si les intégrales f01/2 t*=t(1—t)v—tdt et f11/2 t*=L(1—t)v—tat

convergent. D’apres la question (1)(b), on sait que l'intégrale f01/2 t*=1(1 — t)¥~1dt converge si
et seulement si z > 0. De plus, d’apres la question précédente, on sait aussi que les intégrales

f11/2 tr=L(1—t)v—1dt et f01/2 sY71(1—s)*"1ds sont de méme nature, et donc on obtient que I'intégrale

f11/2 t*=1(1 —t)¥~1dt converge si et seulement si y > 0. Par conséquent, on en déduit avec la relation
de Chasles que :

1
Iintégrale / t*71(1 — )Y~ 1dt converge si et seulement si z > 0 et y > 0.
0

Pour tout (z,y) € (R%)?, on pose désormais :
1

B(z,v) :/ t* (1 —t)v~Ldt.
0

(2) Montrons que, pour tout (z,y) € (R%)?, ona B(z,y) = B(y, ). Tout d’abord, on voit que le changement
de variable s = 1 —t est licite car il est affine, et de plus on a ds = —dt, s tend vers 0 quand ¢ tend vers
1 et s tend vers 1 quand ¢ tend vers 0. Dés lors, comme l'intégrale B(x,y) converge d’apres la question
(1), on obtient par changement de variable que :

B(z,y) = /Ot””_l(l—t)y‘ldt
0
- / (1—8)" (1~ (1— 8))"}(~ds)
0
- _/1 (1— 5)*Lsv=1ds
= folsy’l(lfs)xflds

= B(y,x).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) € (R*)? :

| B(z,y) = B(y, ). |

(3) Calculons B(z, 1) pour tout & > 0. Par définition, on voit que :

1 1 1
B(:c,l):/o t””’l(l—t)l’ldt:/o t"”’l(lft)odt:/o t*Lat.

En particulier, ceci nous donne que, pour tout > 0 :

1 1 .71 .
t* 1 v 1
B(z,1) =/ t*7ldt = lim [ t*7'dt = lim [} = lim ( — “) =,
0 a—0 o T

a a—0 | T

Par conséquent, on en déduit que, pour tout = > 0 :

B(z,1) = l

T
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(4) (a)

Montrons que, pour tout (z,y) € (R%)? on a B(z + 1,y) + B(z,y + 1) = B(z,y). Par linéarité de
Iintégrale, on trouve que :

1 1
Bz +1,y) + B(z,y +1) = / t(1 — )y ldt + / (1 —t)vat
0 0

/l [t (1=t " (L —t)Y] at
0

/1 1 — P 4 (1 — 1)) dt
0

1
/ (1 — )Y tdt
0

= B(.]Z,y).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) € (R*)? :

‘B(er Ly)+ B(z,y+1) = B(m,y).‘

A Taide d’une intégration par parties, montrons que, pour tout (z,y) € (R%)? on a :
eB(z,y+1) =yB(z +1,y).

Pour ce faire, on pose u(t) = t*/z et v(t) = (1 — t)¥ pour tout ¢ €]0,1[. Alors, les fonctions u et v
sont de classe C* sur |0, 1[ et de plus, on a u/(t) = t*~* et v/(t) = —y(1 — ¢)¥~! pour tout ¢ €]0,1].
Des lors, on obtient par intégration par parties et par linéarité de l'intégrale que, pour tous réels
a,btelsque 0 <a<b<l1:

/ab t" N1 —t)vdt = /abu’(t)v(t)dt
= [u(®)u(n)]; - / et
_ {tz(l - t)yr ~ /b L ) L

_ A -by a(l-a) LY /btz(1 — )4t (%)

T €T T

Comme x et y sont des réels > 0, on voit que :

lim M -0 et lim u
b—1 x a—0 xT

=0.

Dés lors, il s’ensuit par passage a la limite dans 1’égalité (%) quand a tend vers 0 et quand b tend
vers 1 que :

1 1
B(z,y+1) =/ N1 = t)vdt = g/ 71— t)Ldt = Y Bz + 1, ).
0 T Jo x

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) € (R*)? :

‘a:B(x,y +1)=yB(x+ 1,y). ‘

Montrons que, pour tout (z,y) € (R%)? on a: B(z + 1,y) = 1y B(@,y). D’aprés la question

précédente, on sait que, pour tout (z,y) € (R%)? :
xB(z,y+1) =yB(z + 1,y).
Comme B(z+1,y)+ B(z,y+1) = B(z,y) d’apreés la question (4)(a), on a pour tout (z,y) € (R%)?:
yB( +1,y) = eB(r,y + 1) = 2 [B(,y) - Bz + Ly)) = 2B(x,y) — #B(x + 1,y).
En particulier, ceci entraine que, pour tout (z,y) € (R%)? :

(x +y)B(x+1,y) = zB(z,y).
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Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) € (R*)? :

Bz +1,9) = —— B(z,y).

r—+vy
(5) Montrons que, pour tout (p,q) € (N*)2, on a : B(p,q) = %. Pour ce faire, on se fixe un entier
g > 0, et on va montrer par récurrence la propriété P(p) définie pour tout p > 1 par :
(p— 1) g—1)!
P(p): ’B(p,q) = ————=".
(p+q—1)!
Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie. En effet, on trouve d’aprés les questions (2) et (3) que :
1 1—-Dlg—1! 0l (g—1)! —1)! 1
B@@:B@szet( NMg—1!_ Olg—1)!  (¢—1) _ L
q (1+q-1)! q! gx(g—1)! ¢
et donc on a bien : ( o )
1—1)(g—1)!
B(l,q) = ——1— 2
L9 =751

A présent, supposons la propriété P vraie & un ordre p > 1, et montrons-la a I’ordre p+1. Par hypothese
de récurrence et d’apres la question précédente, on obtient que :

D
Bp+1,q9) = —B(pq
(h+1a) = —Z-B.g)

P (p-Dlg—1)
p+q (p+q-1)!

_ plp—1g—1)!
(p+q)p+qg—1)!
pl(g —1)!
(p+q)’

et donc P(p+1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre p > 1.
Par conséquent, on en déduit que, pour tout (p,q) € (N*)2 :

(p—D!l(g—1)!
(p+q-1)"

B(p,q) =

Partie 2
+oo
(1) On définit la fonction I' sur R par : Vv € RY, I'(v) = / t*~te~tdt. On rappelle que cette fonction
0
est bien définie sur R* et que, pour tout v >0, on a I'(v + 1) = vI'(v).

(a) Pour tout n € N, déterminons I'(n+ 1) en fonction de n. Pour ce faire, on va montrer par récurrence
la propriété P(n) définie pour tout n > par :

Pn):"T(n+1) =n!".

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie. En effet, d’apres les propriétés des intégrales exponentielles,
on trouve que :

+o0 +oo 1
rm+4)=ru)=/w Hf%4m:i/ (f%#:I:1:OL
0 0

A présent, supposons la propriété P vraie a un ordre n > 0, et montrons-la a U'ordre n + 1. Par
hypothese de récurrence et d’apres la propriété rappelée en début de question, on obtient que :

I'n+2) = (n+1)I'(n+1)
= (n+1)n!

= (n+1),

et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre
n > 0. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

I'(n+1) =nl
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(b)

Calculons T'(1/2). Pour ce faire, on pose u = v/2t. Comme la fonction ¢ — /2t est de classe C' et
strictement croissante sur |0, +oo[, le changement de variable est licite et de plus, on a t = u?/2,
dt = udu, u tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 et u tend vers +oo quand t tend vers +oo. Par
changement de variable, on trouve que :

“+o00 +oo +o0 2
r(1/2) = / /2 et = / V2t dt = / (u?/2)"1 2= 2udu.
0 0 0

Par linéarité de I'intégrale, ceci nous donne que :

+oo “+oo “+o0
I(1/2) = @eﬂﬂﬂdu - / ﬂ67u2/2du = \/i/ e 2y,
u 0 0

0

—u?/2

Comme la fonction u — e est paire, ceci entraine que :

oo, 2 [t
['(1/2) = \/5/ e 2du = \Qf/ e /2 du.
0 —o00

. . 7’ . — 2 7’ N . .
Mais comme 'intégrale gaussienne fj;o e~ % /2du est égale & v/2m, il s’ensuit que :

o - YIVE

Par conséquent, on en déduit que :

[(1/2) = /.

0 si t<0
Soit (a,b) € (R*%)?. On définit f, 5 : t —> b f-lebt &t 0
I['(a)
Justifions que lintégrale fj;o fap(t)dt converge. Comme la fonction f,; est nulle sur | — oo, 0],

(2) (a)

Pintégrale fi}o fap(t)dt converge et est nulle. De plus, comme la fonction f,; est continue sur

10, +00[ comme produit de fonctions continues sur |0, +oo[, 'intégrale f0+°° fa,p(t)dt est impropre en
0 et en +00. Posons alors u = bt. Comme u est une fonction affine de ¢, ce changement de variable
est licite et de plus, on a du = bdt, u tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 et u tend vers +oo quand ¢
tend vers 4o00. Dés lors, on obtient par changement de variable que les intégrales f0+°o fap(t)dt et

/i oo fap(u/b)du/b sont de méme nature. Or, on trouve par des calculs simples que :

0
oo too bt sune-l o du o
_ oz —bu/bY™ a—1_-—u
/0 fa,b(u/b)du/bf/o () (b) e 5 7/0 F(a)u e “du.

Comme l'intégrale f0+oo u®le %du converge en tant que valeur de la fonction I' d’Euler, on ob-

tient par linéarité de I'intégrale que I'intégrale f0+oo F(la) u® le~%du converge, et donc f0+°° Jap(t)dt

converge. Par conséquent, on en déduit d’apres la relation de Chasles que :

+oo
I'intégrale / fap(t)dt converge.
o0

Montrons que f, 5 est une densité de probabilité.

— Tout d’abord, comme la fonction f,; est nulle sur | — 00, 0], elle est positive sur | — oo, 0]. De

plus, comme f, ,(t) = FZZZ) t*~le=b pour tout t > 0, on voit que fap est positive sur ]0, +oo[, et

donc f,  est positive sur R.

— Par ailleurs, comme la fonction f,; est nulle sur | — 0o,0], elle est continue sur | — 0o, 0[. En

outre, comme f, (1) = F?Z)tafle’bt pour tout ¢ > 0, on voit que f,p est continue sur |0, 400

en tant que produit de fonctions continues sur |0, +o00[, et donc f, est continue sur R*.

— Reste a montrer que l'intégrale fjs Jap(t)dt converge et est égale a 1. D’aprés la question précé-
dente, on sait déja que cette intégrale converge. De plus, toujours d’apres la question précédente,

on sait aussi que :

0
/ Fap(t)dt = 0.
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D’apres la question précédente, on sait de méme que :

+oo —+oo 1 L
ap(t)dt =/ u® e “du.
/0 Jap(t) . T(a)

Par linéarité de 'intégrale et par définition de la fonction I' d’Euler, il s’ensuit que :

e _ 1 e uaflefu W = F(CL) _
| gt = s | w=18 1

D’apres la relation de Chasles, ceci entraine que :

+o0 0 +oo
a dt = a d a dt =0 1=1.
[m f 7b(t) t [m f 7b(t) t+/0 f 7{,(75) t +

Par conséquent, on en déduit que :

‘1a fonction f,; est une densité de probabilité. ‘

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité f, ;. Par définition, on voit que :

0 si t<0

: 1
fap:t— ale=t si >0
I'(a)

Par conséquent, on en déduit que :

| X = 9(a), B(X)=q, V(X)=a.|

Soit Y une variable aléatoire a densité, de densité fi ;. Par définition, on voit que :

0 si t<0
Jip:itr— b'o
’ =t i >0
T e si
Comme I'(1) = 0! = 1 d’apres la question (1)(a) de la partie 2, on obtient que :

ot 0 si <0
Lb - be b si t>0

Par conséquent, on en déduit que :

Y < £(b), E(Y)= %

Montrons maintenant que Y admet une variance et calculons-la. Par transfert, la variable aléatoire
Y admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire si 'intégrale
fj;: t2 f1.p(t)dt converge absolument. Comme la fonction ¢ — 2f) ,(¢) est nulle sur | — oo, 0],

I'intégrale fi)oo t2 f1p(t)dt converge et est nulle. De plus, comme la fonction t — t2f; ,(t) est

continue sur [0, +oo[ comme produit de fonctions continues sur [0, +-o00[, I'intégrale 0+°° 2 f1p(t)dt
est impropre en +oo. Posons alors w = bt. Comme u est une fonction affine de ¢, ce changement
de variable est licite et de plus, on a du = bdt, u tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 et u tend vers
+o0o quand ¢ tend vers +oco. Des lors, on obtient par changement de variable que les intégrales
ST fup(tydt et f0+°°(u/b)2f1,b(u/b)du/b sont de méme nature. Or, on trouve par des calculs

0
u\?2 —bu/bdu _ oo 1 2 —u
(z) be T = o beu & du.

simples que :
+o00
Comme l'intégrale f0+ > u2e~*du converge en tant que valeur de la fonction I’ d’Euler, on obtient par

[ wmrnaemane= |

linéarité de 'intégrale que l'intégrale f0+oo b%uQe_"du converge, et donc f0+°° 2 f1 p(t)dt converge.

Par conséquent, on en déduit d’apres la relation de Chasles que fjoooo t2 f1.p(t)dt converge, et donc :

‘la variable aléatoire Y admet une variance. ‘

Toujours d’apres le théoreme de transfert et la relation de Chasles, on trouve que :

+o00 0 +o0
E(Yz):/ t2f17b(t)dt:/ t2f1,b(t)dt+/0 2 f1p(t)dt.

—0o0 — 00
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D’apres le changement de variable précédent et par linéarité de l'intégrale, il s’ensuit que :

+oo
E(Y?) = 0+ / 2 fup(t)dt
0

+oo
/0 (/5)? Fu 11/ b)du /b

+oo 1
= / —2u267“du
0 b

D’aprés la question (1)(a) de la partie 2, on obtient que :
1 1 2
E(Y?) = beF(?)) = 172(3 —- )= i

D’apres la formule de Koenig-Huygens, on trouve que :

2 (1)\° 1
v = B0 - EWP = 5 - (3) =

Par conséquent, on en déduit que :

V(Y) =

biQ.

(4) Soit X une variable aléatoire & densité, de densité f, p.

(a) Déterminons la loi de la variable aléatoire bX. Comme b > 0, on obtient que, pour tout € R :
x x
Fyx(z) = P(bX <z) =P (X < g) = Fy (3) .
Comme X est & densité, de densité f, p, la fonction de répartition F'x est continue sur R et de classe
C! sur R*. Par composition avec la fonction  — x/b (qui est de classe C! sur R), la fonction
x — Fx(x/b) est continue sur R et de classe C! sur R*, et donc bX est une variable aléatoire a
densité. De plus, on obtient par dérivation que, pour tout x € R* :

o= (e G)) = 7 (3) = = 1 3)

En particulier, ceci nous donne que :

0 si <0
fox(z) = F(b)b (%)“‘1 e s x>0
0 si <0
- F(Za)ba e ™™ & >0
0 si <0
- ﬁx“’le’z si x>0

Par conséquent, on en déduit que :
bX — ~(a).

(b) Montrons que X admet une espérance et une variance et déterminons-les. Comme la variable aléa-

toire bX suit la loi y(a), on sait qu’elle admet une espérance et une variance. Dés lors, comme

X = % x bX, on obtient que X admet une espérance et une variance. De plus, comme bX suit la

loi (a), on voit par linéarité de l’espérance que :

a

b

E(X)=E (i x bX) = %E(bX)
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En outre, comme bX suit la loi y(a), on obtient que :

VIX) =V (1 y bX) ~ Lvex)

b b T

Par conséquent, on en déduit que :

a a
X admet une espérance et une variance et : E(X) = 7 V(X) = e

(5) Soient X; et X, des variables aléatoires a densité, indépendantes et de densités respectives fq, et
fas.b, OU @1, az,b sont trois réels > 0.

(a) Montrons que X; + X5 admet pour densité la fonction :

0 si <0
frx— < b 12 B(ay,as)

gortaz—le=br o 45
['(a1)'(az)

Comme X; et X5 sont des variables aléatoires indépendantes et a densité, une densité f de X; 4+ X5
est donnée par le produit de convolution, lequel est défini pour tout = € R par :

“+o0
ﬂmz/ Farn(8) fas (e — )

On distingue alors deux cas :

Premier cas : £ <0

Dans ce cas, on voit que fq, 5(t) fa,.b(x —t) = 0 pour tout t € R\ {z}, et donc :

flz) = /+OO 0dt = 0.

— 00

Deuxiéme cas : x > 0

Dans ce cas, on voit que fa, 5(t) fas p(x — t) # 0 si et seulement si ¢ € [0,z], et donc on obtient
par linéarité de 'intégrale que :

+oo
f@)=(/ Far n(8) a2 — 1)t

:lfhm@MA%ﬁﬁ

T 1 —pt b 1 —b(z—t)
= t" " re” x— 1) e Tt
[ v an) "~

= /x ﬂtal—l(aj _ t)az—le—b(t-‘rz—t)dt
o T'(a1)I(a2)

/m ba1+a2 talfl( t)agfl 7bzdt
= N T — e
o I'(a1)l(az)

_ partaz efb:p /a; talfl(x _ t)a271dt
I'(a1)I'(az2) 0

Posons alors t = xu. Comme t est une fonction affine de u, ce changement de variable est licite et
de plus, on a dt = xdu, u tend vers 0 quand t tend vers 0 et u tend vers 1 quand ¢ tend vers x. Dés



18

lors, on obtient par changement de variable que :

f( ) ba1+a2 —bx /m tal_l( t)ag—ldt
x € x —
I'(a1)I'(az2) 0
purtaz be [ 1 1
—o0x a;— _ az— d
F(al)l—‘(ag)e /0 (zu) (x — zu) xdu
ba1+a2 —bx /1 a1+tas—2+1 al—l(l )az—ld
= ——e¢ x u —u U
['(a1)I'(az2) 0
pertaz be [ 1 1 1
= me‘ z/ gportaz—lya=l g )e2=lgy,
0
Par linéarité de ’espérance, ceci entraine que :
f( ) ba1+a2 —bx, a1+azx—1 /1 a1—1(1 )a2—1d
)= =———e "z u —u .
I'(a1)T'(a2) 0
Mais par définition de B, il s’ensuit que :
bal+a2 b n 1
— —0x a1 Ta2— B .
f(.’E) F(al)F(ag)e x (0,1,&2)
Par conséquent, on en déduit que X; + X5 admet pour densité la fonction :
0 si <0
fox—s bal“l’a?B(al,a2)xa1+a27leib$ i >0
I(a1)T(az)
(b) Montrons que, pour tout (z,y) € (R%)?, on a: B(z,y) = 1}(85_%) Pour ce faire, considérons deux

variables aléatoires X; et X, indépendantes et & densité, de densités respectives fo, » et fo,p, OU
a1, as,b sont trois réels > 0. Comme la fonction f de la question précédente est une densité de

probabilité, on voit que :
—+oo
/ flx)dx = 1.

—0o0

Comme f est nulle sur R_, ceci entraine par linéarité de l'intégrale que :
+00 pai+taz a1+asz +o0
/ b B(al’GQ)xaH»anlefba:dz: b B(a17a2) / xa1+a27167bmdz: 1.
0 0

I'(a1)l'(a2) I'(a1)l(a2)
En particulier, il s’ensuit que :
/+OO xa1+a2—1e—bxdm _ F(al)r(a’Q) 1)
0 ba1+‘12B(a1, ag).

De méme, considérons une variable aléatoire X a densité, de densité fg4,44,,. Comme la fonction
fa1+as,b €st une densité de probabilité, on voit que :

—+o0
/ far+azp(z)dr = 1.
— 00
Comme fq, taq,,6 €st nulle sur R_, ceci entraine par linéarité de I'intégrale que :
too  paitaz partaz +oo
/ — _guta-lo-brg, 7/ gate—le=brgy — 1,
0 F(a1 + CLQ) I‘(a1 + GQ) 0

En particulier, il s’ensuit que :

+o0
1 F(a1 + (12)
al1+a 1 bx
/0 M T e Ty = —patar (2)

En d’autres termes, les égalités (1) et (2) nous donnent que :

F(al)l“(ag) _ F(a1 + ag)
ba1+a2B(a1, a2) paitaz

Par conséquent, on en déduit aprés simplification que, pour tout (a1, az) € (R%)? :

I'(a1)I'(az2)
T(a; +ag)’

B(U,l, 0,2) =
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(¢) Calculons la valeur de B(1/2,1/2). D’aprés la question précédente, on trouve que :

L(1/2)0(1/2) _ (0(1/2))
B(1/2’1/2):r(1/2+1/2) YO

Comme I'(1/2) = /7 et I'(1) = 0! = 1 d’apres les questions (1)(a) et (1)(b) de la partie 2, on a :
/27 _ (o

B(/2,1/2) = S5 =

Par conséquent, on en déduit que :

|B(1/2,1/2) = .|

Partie 3

Dans cette partie, on suppose que, pour les questions d’informatique, les bibliotheques numpy et numpy . random
ont été importées.
(1) Soit (z,y) € (R%)2.

(a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0, 1[. Montrons que U*~(1 —U)¥~! admet
une espérance et calculons-la en fonction de x,y. Par transfert, la variable aléatoire U*~1(1 —-U)¥~!
admet une espérance si et seulement si 'intégrale fj;o t*=1(1 — )Y~ fy (t)dt converge absolument.
Comme U suit la loi uniforme sur ]0, 1[, on voit que fy est nulle en dehors de |0, 1] et vaut 1 sur
10, 1[, et donc U*~1(1 —U)¥~! admet une espérance si et seulement si l'intégrale fol (1 —t)vtat
converge absolument. A noter que la convergence absolue équivaut a la convergence ici car la fonction
t — t*71(1—#)¥~1 est positive sur |0, 1[. Comme cette intégrale correspond & B(x,y) par définition,
laquelle converge d’aprés la question (1)(d) de la partie 1, il s’ensuit que :

‘la variable aléatoire U~ (1 — U)¥~! admet une espérance. ‘

De plus, toujours par transfert, on voit que :

+00 1
BEta-vp) = [ t"c‘l(l—t)y‘lfU(t)dt:/o 11— 1)Lt = B(a,y).

— 0o

Par conséquent, on en déduit que :

E(U*Y1-U)""") = B(z,y).

(b) Ecrivons une fonction en Python, notée simul, qui prend en entrée deux réels x,y > 0 et qui renvoie
une simulation de U?~1(1 — U)¥~L. Pour ce faire, on procéde comme suit :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simul(x,y):
u=rd.random()
s=(uwk* (x-1) ) * ((1-u) **(y-1))
return s

(c) Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur ]0, 1].
Ecrivons une fonction en Python, notée simul2, qui prend en entrée deux réels x,y > 0 et un entier
n > 1, et qui renvoie une simulation de la variable aléatoire :

1 ¢ -1 -1
Rn:E;UZC (1_Ui)y .

Pour ce faire, on procede comme suit :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simul2(x,y,n):
u=rd.random(n)
r=np.mean ((wk*(x-1))* ((1-u)**(y-1)))
return r

(2) Soit a un réel > 1.
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(a)

(c)

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1. Montrons que X%~ ! admet
une espérance et une variance et donnons-les. Par transfert, la variable aléatoire X*~! admet une
espérance et une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre 2, ¢’est-a-dire si 'intégrale
fj;o t2(e=1) £+ (t)dt converge absolument. Comme X suit la loi exponentielle de paramétre 1, on
voit que fy est nulle sur | — 00,0] et que fx(t) = e~* pour tout ¢t > 0, et donc X%~ admet un
moment d’ordre 2 si et seulement si I’intégrale f0+°° t2a—De
la convergence absolue équivaut & la convergence ici car la fonction ¢t — t2(@=De~t est positive
sur R% . Comme cette intégrale correspond a I'(2a — 1) par définition, laquelle converge d’apres la
question (1) de la partie 2 car 2a —1 > 1 > 0 vu que a > 1 par hypotheése, il s’ensuit que la variable
aléatoire X~ admet un moment d’ordre 2, et donc :

~tdt converge absolument. A noter que

‘ la variable aléatoire X%~ ! admet une espérance et une variance. ‘

De plus, toujours par transfert, on voit que :

E(X*1) = /+°° N fx (t)dt = /0+°° t*te~tdt = I'(a).

— 00

De nouveau par transfert, on obtient que :

—+oo —+oo
E (XQ(“*U) = / 2@ f (t)dt = / t27 27t = T(2a — 1).
0

— 00

D’apres la formule de Koenig-Huygens, on trouve que :
V(X*7) = B (X27D) — (B (x*71)* = T2a - 1) ~ T(a)".

Par conséquent, on en déduit que :

‘ E(X*') =T(a) et V(X°Y) =I(2a—1)—T(a)

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle de para-
metre 1. Pour tout n € N*, on pose :

1 n
M, == § Xt
n-
=1
Montrons que M admet une espérance et une variance et calculons-les. Comme Xf_l admet une
espérance et une variance d’apres la question précédente, et que M,, est une combinaison linéaire

de telles variables aléatoires, on voit que :

‘ M,, admet une espérance et une variance. ‘

De plus, toujours d’apres la question précédente, on a par linéarité de ’espérance que :
E(M,)=F (1 Zn:Xa1> ! Zn:E (X7 ! anr(a) I'(a)
" i ' i ' Lt

En outre, comme les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes, les variables aléatoires
Xf_l, .., X271 sont aussi indépendantes d’apres le lemme des coalitions. En particulier, comme
les variables aléatoires X1, ..., X,, suivent toutes la méme loi par hypothese, les variables aléatoires
X f717 ..., X271 suivent aussi toutes la méme loi. Elles ont donc toutes la méme variance, ce qui nous
donne que :

1 n . 1 n . 1 n . V(Xf_l)
Avec la question précédente, il s’ensuit que :
V(X{™)  T(2a—1) - T(a)?
n N n '

V(Mn) =

Par conséquent, on en déduit que :

I'(2a — 1) — T'(a)?

E(M,)=T(a) et V(M,)=

Expliquons ce que renvoie la fonction myst suivante :
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def myst(n):
u=rd.random(n)
x=-np.log(1l-u)
return x

Par définition, la fonction myst renvoie n simulations indépendantes de variables aléatoires suivant
la méme loi que Z = —In(1 — U), ot U suit la loi uniforme sur |0, 1[. Reste & déterminer la loi de
Z. Comme U suit la loi uniforme sur ]0, 1], on voit que 1 — U prend ses valeurs dans ]0, 1[, et donc
Z ne prend que des valeurs positives. En particulier, on a Fz(z) = 0 pour tout < 0. De plus, si
x > 0, alors on trouve par croissance de I’exponentielle que :

Fy(z) = P(Z<u)
= P(-Ih(1-U)<a)
= Pn(1-U)> —x)
= P1-Uz>e™)

= PU<1—e?).

Comme x > 0, on voit que 0 < 1 —e~* < 1. Dés lors, comme U suit la loi uniforme sur ]0,1[, il
s’ensuit que Fz(xz) =1 — e~ ® pour tout & > 0, et donc Z suit la loi exponentielle de paramétre 1.
Par conséquent, on en déduit que :

‘ la fonction myst renvoie n simulations indépendantes de la loi £(1). ‘

(d) Complétons la fonction suivante pour qu’elle renvoie une simulation de la variable aléatoire M,, :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulmyst(n,a):
x=myst (n)
....... (plusieurs lignes sont possibles)

A noter que M, est la moyenne de Xffl, ., X271 ol les X; sont indépendantes et suivent la loi
exponentielle de parametre 1. Comme la fonction de la question précédente renvoie n simulations
indépendantes de la loi £(1), on pourra donc procéder comme suit :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulmyst(n,a):
x=myst (n)
m=np.mean (x**(a-1))
return m
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2. Sujet type HEC-ESCP (maths IT)

Corrigé du probléme 2. Dans ce probleme, toutes les variables aléatoires qui interviennent sont définies
sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) et elles sont & valeurs réelles. L’espérance d’un variable aléatoire X
est notée E(X), et on admet les résultats suivants :

— Toute variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A admet une espérance égale a % et
une variance égale a 3.

— La somme de n variables aléatoires réelles indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de para-

metre A suit la loi F(%, n) de densité g définie par g(t) = )(‘n’i;; e Msit >0, et par 0 sinon.

— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Pour toute variable aléatoire X admettant une variance et pour
tout réel € > 0, on a :

V(X)

P(IX - EX)|z€]) < —

Partie I : Définition de ’application L.

Soit F lensemble des fonctions f : [0, +oo[— R continues telles que, pour tout réel > 0, 'intégrale

O+oo e~ "' f(t)dt converge absolument, et soit F' I’espace vectoriel des fonctions de |0, +oco[ dans R. Pour tout
élément f de E et tout réel > 0, on pose :

+oo
L@ = [ e

Enfin, pour tout réel A > 0, on désigne par £ la fonction définie pour tout ¢ > 0 par ey (t) = e~ *.

(1) Vérifions que E est un espace vectoriel. Considérons 'espace vectoriel Fy des fonctions de [0, +oo[ dans
R. Comme E est un sous-ensemble de Fj, il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de
Fy. Pour ce faire, on peut commencer par remarquer que F n’est pas vide. En effet, il contient la
fonction nulle sur [0, +oo, puisque 'intégrale f0+°° e~%'0dt converge absolument pour tout réel x > 0.
De plus, on voit que E est stable par combinaisons linéaires. En effet, soient f et g deux éléments de
E, soient A\, p € R et soit z un réel > 0 quelconque. Comme f, g sont continues sur [0, +oo[, Af + g est
continue sur [0, 400[ comme combinaison linéaire de fonctions continues. De plus, comme les intégrales

f0+oo e~ Lf(t)dt et f0+°° e~ *tg(t)dt convergent absolument, on sait que les intégrales f0+oo e~ | f(t)|dt

et 0+OO e~ g(t)|dt convergent. Or, d’apres I'inégalité triangulaire, on voit que, pour tout ¢ € [0, +o0] :
INF(£)e™® 4 pg(t)e™ | < IAIf(B)]e™" + |ullg(t)]e".

SEAFBle + |ullg()]e**)dt converge. En par-

ticulier, I'intégrale O+Oo INf(t)e™*" + ug(t)e | dt converge d’apres le critéere de comparaison des inté-

Des lors, il s’ensuit par linéarité que l'intégrale

grales de fonctions positives, et donc l'intégrale O+Oo[)\ f(t) + pg(t)le~**dt converge absolument. Mais
comme ceci est vrai pour tout x > 0, il s’ensuit que A\f + pg appartient a E, et donc E est stable par
combinaisons linéaires. Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de Fy, et donc :

‘ FE est un espace vectoriel. ‘

(2) Vérifions que E contient les fonctions continues et bornées sur [0, +oo[. Pour ce faire, considérons une
fonction f continue et bornée sur [0, +o0[ et un réel x > 0 quelconque. Alors la fonction ¢ — |e™ %t f(t)]
est continue sur [0, +oo[, et donc l'intégrale j;j *le=®tf(t)|dt est a priori bien définie et présente une
impropreté en 4+o00. De plus, comme f est bornée sur [0, 400/, il existe un réel M > 0 tel que :

Vt € [0,+00], |f(t)] < M.
, on obtient que, pour tout ¢ € [0, +o0] :
le™ ™t f(t)] < Me ™.
Par ailleurs, pour tout y > 0, on voit que :

v Me—=t]Y Me=®Y  Me
Me™tdt = |— = — —_—
/0 ‘ [ T L x - €

Par multiplication avec e~%¢

Comme x > 0, on voit que e *¥ tend vers 0 quand y tend vers o0, et donc l'intégrale f0+oo Me=2tdt

converge. Deés lors, 'intégrale 0+°o le=t f(t)|dt converge d’apres le critére de comparaison des intégrales
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de fonctions positives, et donc l'intégrale 0+oo f(t)e~*tdt converge absolument. Mais comme ceci est

vrai pour tout x > 0, on en déduit que f appartient & E, et donc :

‘E contient les fonctions continues et bornées sur [0, +o00l. ‘

Vérifions que L est une application linéaire de E dans F. Tout d’abord, on voit que, pour tout f €
E, Vexpression L(f)(z) est bien définie pour tout = > 0, puisqu’il s’agit d’une intégrale absolument
convergente (et donc convergente). En particulier, L(f) est bien une application de |0, +oo[ dans R,
et donc L est une application de E dans F. Reste & montrer que L est linéaire. Soient f et g deux
éléments de E, soient A, € R et soit « un réel > 0 quelconque. D’aprés la question (1), les intégrales

fOJrOO e~ Tt f(t)dt, f0+°° e %tg(t)dt et fOJrOO[)\f(t) + pg(t)]e™®tdt convergent absolument, et donc elles
convergent. Dés lors, par linéarité de l'intégrale, on trouve que :

400 +oo +o0
| s ugne i =a [ et [ e towan,
0 0 0
d’out il s’ensuit que L(Af + pg)(x) = AL(f)(x) + pL(g)(z) pour tout = > 0, et donc :
LAS + ng) = AL(f) + pL(g)-

Par conséquent, on en déduit que :

’ L est une application linéaire de E dans F. ‘

Montrons que €y appartient & E pour tout A > 0, puis calculons L(ey)(x) pour tout = > 0. Pour tout
A >0, on voit que la fonction €y est continue et bornée (par 1) sur [0, +o0o[. D’apres la question (2), il
s’ensuit que :

‘5,\ appartient a F pour tout A > 0. ‘

De plus, d’aprés les calculs de la question (2), on sait que, pour tout ' > 0, Uintégrale f0+oo e~ T'tdt

converge et que, de plus :
teo 1
/ e_m tdt = WE
O x

Silon pose 2’ = x + A, alors on voit que 2’ > 0 car z > 0 et A > 0, et que de plus :

* (z+M\)t 1
L = -\ dt = ——.
(ex)(z) /0 e Y

Par conséquent, on en déduit que, pour tout = > 0 :

1
T+ N

L(ex)(z) =

Montrons que, pour tout A > 0 et tout f € F, la fonction e, f appartient aussi a E, et vérifions que :
Ve >0, Lexf)(x)=L(f)(x+N).

Pour tout A > 0 et tout f € E, on voit que la fonction €y f est continue sur [0, +oco[ comme produit de
fonctions continues. De plus, pour tout = > 0 et tout ¢ € [0, +oo], on trouve que :

FDex(t)e ™ = f(t)e Me ™ = f(t)e”@TNE,

Si I'on pose &' = x + A, alors on voit que ' > 0 car z > 0 et A > 0. Mais comme [ appartient & F,
l'intégrale f0+oo f(t)e=*"tdt converge absolument, et donc I'intégrale f0+oo f(t)ex(t)e~**dt aussi. Comme
ceci est vrai pour tout x > 0, il s’ensuit que :

‘pour tout A > 0 et tout f € E, la fonction ) f appartient aussi a F. ‘

En outre, d’apres les calculs ci-dessus, on trouve que :

“+00 +oo +o0
Lierf)(x) = / FDex(t)e"tdt = / F(b)eMetdt — / F(t)e @ gy,
0 0 0
Par conséquent, on en déduit que, pour tout > 0 :

| L) (@) = L(f)(z+ ). |
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(6)

Soit H une fonction appartenant a E, de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo[. Montrons qu’alors
la fonction H' appartient aussi & E, puis que, pour tout = > 0, on a :

L(H")(z) = —H(0) + 2L(H)(x).

Pour ce faire, fixons un réel y > 0, et posons u(t) = H(t) et v(t) = e~ pour tout ¢ € [0,y]. Alors
les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,y], et de plus : u/(t) = H'(t) et v'(t) = —zre~*' pour tout
t € [0,y]. Par intégration par parties et linéarité de I'intégrale, on trouve que :

/OyH’(t)e_‘”tdt - /Oyu’(t)v(t)dt — [u®w)]

ow
I
S—
<
<
—~
o~
~—
@\
—
~
~—
QU
o~

y
—xH(t)e *tdt

= (e |

— H(y)e ™ — H(0) + 2 /O " H et

Comme H est bornée sur [0, +oo[ et que e*¥ tend vers 0 quand y tend vers +oo (car z > 0), il
s’ensuit que H(y)e® tend vers 0 quand y tend vers +o0o. Comme de plus H appartient a E, l'in-
tégrale f0+°o H(t)e ®dt converge absolument (et donc converge). En particulier, la fonction y —
fdy H(t)e ®tdt admet une limite finie en +o0o, ce qui entraine d’aprés les calculs ci-dessus que la fonc-
tion y +— [ H'(t)e "'dt admet aussi une limite finie en +oo, et donc l'intégrale f;oo H'(t)e=*tdt
converge. A noter que, comme H est croissante sur [0,4oc[, la fonction H' est positive sur [0, +oo],
et donc lintégrale O+°° H'(t)e~*tdt converge absolument (puisqu’elle converge et que la fonction a
intégrer est positive). Dés lors, il s’ensuit que :

‘la fonction H’ appartient & F. ‘

De plus, par passage a la limite quand y tend vers +oco dans les calculs ci-dessus, on obtient que :
+oo +oo
H'(t)e "'dt = —H(0) + = H(t)e "dt.
0 0
Par conséquent, on en déduit que, pour tout = > 0 :

\L(H')(x) — —H(0) + zL(H)(z). \

Soit f € E. Montrons que, pour tout n € N, la fonction t — ™ f(¢) appartient aussi a E. Tout d’abord,
on peut remarquer que cette fonction est continue sur [0, +o00[ comme produit de fonctions continues.
Ensuite, fixons un réel 2 > 0, un entier n > 0 (le cas n = 0 étant trivial), posons z = 3 et considérons
Papplication g définie pour tout ¢ € [0, 4+o0[ par :
g(t) =t"e "

Alors, on voit que Papplication est dérivable sur [0, +00[, et que de plus, pour tout ¢ € [0, +o0] :

g (t) =nt" e — zt"e = t""le n — 2.
Comme z > 0 par construction, on trouve que g’ est positive sur [0, 2] et négative sur [2, +oco[. En
particulier, la fonction g est croissante sur [0, 2] et décroissante sur [Z,+o0o, et donc elle admet un
maximum M sur [0, +oo[. Mais comme g est positive sur [0, +oo], il s’ensuit que 0 < g(t) < M pour
tout ¢ € [0, +o0, et donc g est bornée (par M) sur [0, +oo[. Dés lors, pour tout t € [0, +o00[, on a :

[t f()e™ ™| = lg(t)f(t)e ™| < M|f(t)e™™"].
Comme f appartient a I’espace vectoriel E, on sait que M f appartient aussi a F. Comme de plus z > 0,
on voit que l'intégrale f0+°° M|f(t)|e"*'dt converge (puisque f0+°° M f(t)e *tdt converge absolument).
Des lors, lintégrale f0+oc [t" f(t)e~*t|dt converge d’apreés le critére de comparaison des intégrales de

fonctions positives, et donc l'intégrale f0+oo t" f(t)e *dt converge absolument. Mais comme ceci est
vrai pour tout réel x > 0, on en déduit que, pour tout n € N :

’si f € E, alors la fonction ¢ — t" f(t) appartient aussi & E. ‘

Partie II : Dérivabilité de la fonction L(f).

Dans toute cette partie, on considére un réel x > 0, et une fonction f appartenant a E. Soit h un réel
non nul tel que |h| < 3.
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Pour tout réel ¢ > 0, justifions 'inégalité :

h)t t t W2 s
e~ (@th)t _ o=zt | ppe—= < 76_7.

Pour ce faire, on fixe un réel ¢ > 0. D’apres la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 appliquée a la
fonction g : y — e7¥t sur l'intervalle [z, x + h], il existe un réel § €]0, 1] tel que :

1
9@ +h) = g(z) = hy'(x) = 59" (x + Oh)h?,
ce qui se réécrit sous la forme :
h2t?
67(x+h)t _ et + hte— %t — 67(93+0h)t.
En passant aux valeurs absolues, on obtient que :

h2t?
e—($+h)t _ et +hte—wt — 5 e—(w-&-@h)t.

Comme |h| < £, on voit que —§ < h < § et donc —F < 0h < § (vu que 0 €]0, 1[), d’ou I"encadrement :

x 3z
—<z+0h<—.
2 2
Comme t > 0 et que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, il s’ensuit que :
67371)5 < e~ (z+0h)t < e t%

Par conséquent, on en déduit que :

h2t? -
—e 2.
2

‘e_(m+h)t —e "t 4 hte "t

<

Pour tout réel T' > 0, justifions I'inégalité :

T —(x t —at
/ (eH}L)h_ef(t) + te‘“f(t)) dt
0

D’apres 'inégalité triangulaire pour I'intégrale, on trouve que :

T/ —(a4h)t _ -z T
/ (Wf(t)ﬂe“f(t)) a < |

D’apres la question précédente et la croissance de 'intégrale, on obtient que :

T / —(a+h)t _ ,—at T ner .
[ (= rwvetiw)al < [ e ol

Par linéarité de 'intégrale, on trouve alors que :

T —(x t —xt
/ (Nh)h_ef(t) + te—“f(t)) dt
0

D’apres la question (7) de la partie (1), on sait que, comme f appartient & E, la fonction t — t2 f(¢)

“+oo
< @/ £2lf(t)|e” % dt.
2 0

67(:1:+h)t — e %t 4 pte— 7t
h

|f(B)]de.

A g 2 —zt
<L 215 |e 7 dt.
2 Jo

appartient aussi & E, et donc 'intégrale 0+O° 2 f (t)e*%dt converge absolument (car § > 0). De plus,
d’apres la relation de Chasles, on voit que :

+oo ot T ot +o00 o
/ lf(t)]e” = dt = / Clf)|e” 2 dt +/ 2| f(t)]e” % dt.
0 0 T
Par positivité de I'intégrale, on obtient que fT+°O 2| f(t)|e~ % dt > 0, et donc :

T “+o00
/ 2lf(t)]eF dt < / 2f(t)]e” 5 dt.
0

0
Par conséquent, on en déduit que :

T e—(@th)t _ —wt
/ (hf(t) + te“f(t)> dt
0

|hl e 2 —zt
<5 tof(t)|e” 2 dt.
2 Jo
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3)

Montrons que la fonction L(f) est dérivable en z, et que son nombre dérivé en z est égal & :

—+oo
(L)) () = — / LF(t)e—"tdt,

Pour ce faire, pour tous réels T, x > 0, on pose :

T T
Ar(x) = / et f(t)dt et Br(x)= —/ te” " f(t)dt.
0 0
Par linéarité de l'intégrale, I'inégalité de la question précédente se réécrit sous la forme :

‘AT(.’t + h) — AT(ZL')
h

+oo
—BT(:E)‘ < '%‘/ 21 f(t)]e” % dt.
0

Comme f € E, on sait que les intégrales f0+oo e~ Tt f(t)dt et f0+oc e~ (@Mt £(1)dt convergent (vu qu'elles
convergent absolument car z,z + h > 0), et donc les expressions Ap(z) et Ap(x + h) tendent respec-
tivement vers L(f)(x) et L(f)(z + h) quand T tend vers +oo. De plus, d’aprés la question (7) de la
partie (1), I'intégrale — O+°O te= %t f(t)dt converge (vu qu’elle converge absolument car x > 0), et donc
Pexpression Br(x) tend vers —L(g)(z) quand T tend vers +o00, o g : t — tf(t). Dés lors, par passage

a la limite dans I'inégalité ci-dessus quand 7" tend vers +oo, on obtient que :

L(f)(x+h) = L(f)(x)
h

Comme 'expression de droite ci-dessus tend vers 0 quand h tend vers 0, il s’ensuit que c’est aussi le
cas pour celle de gauche, et donc :

L(f)( +h) = L))
) — ~L9)(@)

+oo
+L(g><x>‘ <M / (1) % dt.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :

L(f) est dérivable en z, et de plus : (L(f)) (z) = — /+<><> tf(t)e *dt.
0

Montrons que la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur ]0,4+o0[, et pour tout k € N, donnons
a Paide d’une intégrale la valeur de la dérivée k-¢me de L(f) en z. Pour ce faire, on va montrer par
récurrence la propriété P définie pour tout n € N* par :

+oo
P(n) : "L(f) est n fois dérivable sur RY et :Vz >0, L(f)"™(z)= (—1)"/0 t"f(t)e *tdt.

Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie d’aprés la question précédente. A présent, supposons que P(n)
soit vraie, et montrons que P(n + 1) l'est aussi. Par hypothése de récurrence, on sait que L(f) est n
fois dérivable sur R”, et que pour tout x > 0, on a :

—+oo

L(f)™(x) = (—1)"/ t" f(t)e "tdt.

0

Considérons alors application g : t — t™ f(t). Comme f appartient & E, on sait que g appartient a E
d’apres la question (7) de la partie (1), et 'on voit de plus que, pour tout z > 0 :

L(/)™ (@) = (=1)"L(9) ().

Mais comme g appartient & E, il s’ensuit d’aprés la question précédente que la fonction L(g) est dérivable
sur R, et que de plus, pour tout z > 0 :

+oo +oo
Loy @)= [ tgeta=— [ o0
0 0
Des lors, la fonction L(f)™ = (—1)"L(g) est dérivable sur R* et de plus, pour tout = > 0 :

(1) =ty [ 0= ot [

En particulier, la fonction L(f) est (n + 1) fois dérivable sur R* et de plus, pour tout z > 0 :

“+o0
L) = (-1 [ e e ar

0
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et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie & tout ordre
n € N*. En particulier, comme L(f) est n fois dérivable sur R* pour tout n € N*, on voit que :

‘ la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur RY .

De plus, on en déduit que, pour tout x > 0 et tout k € N :

+oo
th f(t)e % dt.

L(f)®) () = (~1)* /

0

A noter que cette formule est encore vraie pour k = 0, et ce par définition de L(f).

Partie III : Injectivité de ’application L : f — L(f).

Dans toute cette partie, on considére un réel z > 0, et une fonction f € E continue et bornée sur [0, +oo[. On
désigne par (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de
parametre % (et donc d’espérance x). Pour tout n € N*, on pose :

(1)

B
k=1

Déterminons une densité de la variable aléatoire S,,. Comme les X} sont indépendantes et suivent la
loi exponentielle de parametre % pour tout k£ € N*, on sait d’apres 1’énoncé que S,, = X1 + ... + X,, suit
la loi I'(z, n) pour tout n € N*, laquelle admet pour densité :

si t<0

fs. (1) t>0

[0
B (n—})lz" tnileié si

Déterminons une densité (notée ¢,,) de la variable aléatoire %1 Pour tout t € R, on a :
Sn
Fs,(t)=P | |— <t| | = P([Sn < nt]) = Fs, (nt).

n

Par dérivation, on obtient que ¢, (t) = nfs, (nt) pour tout t € R*. Dés lors, une densité de la variable
aléatoire Sn—” est définie pour tout ¢t € R par :

on(t) = { !

(n—1)lz™

t<0
t>0

si
n 1 _mnt .
n tn 1 e s si

On rappelle qu’en Python, la commande rd.exponential(1/a, [p,ql) permet de simuler une matrice
de taille p x ¢ de variables aléatoires qui suivent la loi exponentielle de parametre a. Pour écrire une
fonction en Python qui, a partir d’un entier n € N* et d’un réel z > 0, simule la variable aléatoire %,
on procede comme suit :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simvars(n,x):
x=rd.exponential(1/x,n)
s=np.sum(x) /n
return s

Justifions que %
les variables aléatoires X1, ..., X,, suivent toutes la loi exponentielle de parametre %, on sait d’apres
le cours que les X admettent toutes une variance. Comme de plus elles sont indépendantes, on voit

que la variable aléatoire S,, = X; + ... + X, admet une variance. En particulier, la variable aléatoire
“%" = % x S, admet aussi une variance. Mais comme toute variable aléatoire admettant une variance

(ou un moment d’ordre 2) admet aussi une espérance, il s’ensuit que :

admet une espérance et une variance, et calculons-les en fonction de n et . Comme

n , .
— admet une esperance et une variance.
n
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De plus, comme les X}, suivent toutes la loi exponentielle de parametre %, leurs espérances sont toutes
égales a x, et donc on obtient par linéarité de ’espérance que :

E (S") _E(S)) _ B(X)+ ..+ E(X,) _nz

= — = XT.

n n n n

De méme, comme les X suivent toutes la loi exponentielle de parametre % et qu’elles sont indépen-
dantes, on trouve d’apres les propriétés de la variance que :

. (sn) _V(S)) V(X)X na® 2

n 2 2

n n

Par conséquent, on en déduit que :

2
E<S>:x ot V(Sn>:%
n n n

Montrons que, pour tout réel a > 0, on a :
> a}) =0.

lim P ({
n—-+oo

Comme la variable aléatoire ‘% admet une variance d’apres la question précédente, 'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev rappelée en début de sujet entraine que :

(o)) ) <5 2

n - 2 na?
Des lors, on voit que, pour tout a > 0 et tout n € N* :

«
Sh 2
OSP({—x >a}>§x2.
n nao

Comme les membres de gauche et de droite de cet encadrement tendent vers 0 quand n tend vers +oo,
on en déduit d’apres le théoreme des gendarmes que, pour tout a > 0 :

i p ([[5=e] o) o

Montrons que, pour tout £ > 0, il existe un réel o > 0 tel que, pour tout n € N*, on ait :

() sof-<[3o-o]

Pour ce faire, on va utiliser la continuité de la fonction f en z. Par définition de la continuité de f en
x, pour tout £ > 0, il existe un réel o > 0 tel que, pour tout y € [0, +o0], on ait :

Su

n

— T

n
— -z
n

ly—z[<a = |[fy) - f(@)|<e
Par contraposée, on voit que, pour tout y € [0, +oo], on a :

fy) — flx)| > = |y—a|>a

En remplacant y par %, on obtient que, pour tout n € N* :

(%) - @

S.

n
n

> Q.

Sn
> = — =
n

En particulier, si I’événement Hf( ) — f(:r)| > s] est réalisé, alors 1’événement H% — x’ > a] lest
aussi, d’ou 'inclusion :

n

-f<5n>—f(rc) >€- C -&—x > a

Par conséquent, pour tout € > 0, il existe un réel o > 0 tel que, pour tout n € N*, on ait :

f<57;n)_f(x) >€- C -%—CL’ > o
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Montrons que, pour tout réel € > 0, on a :

([l () o] =) o

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout € > 0, il existe un réel o > 0 tel que, pour tout

n € N*, on ait :
[f(%)—f(m)>e}c[i >a].

n
— -z
Fixons un réel € > 0 et un réel a > 0 satisfaisant la condition ci-dessus. Par croissance des probabilités,

on obtient que :
<o (%) 5o )

Comme les membres de gauche et de droite de cet encadrement tendent vers 0 quand n tend vers +oo
d’apres la question (3) de la partie (3), on en déduit d’apres le théoréme des gendarmes que, pour tout

réel e >0 :
s () -

Soit M un majorant de |f| sur [0, +o00[, et soit € un réel > 0. Pour tout n € N*, on désigne par A,

I’événement :
Ay = [f(i) - () <s]

(a) Soit 14, lindicatrice de A,,. Justifions I'inégalité suivante entre variables aléatoires :

(%) -

Soit w un élément quelconque de 'univers €. On distingue alors deux cas :

Sn

-] = ([

— -z

<ela, +2M(1—14,).

Premier cas : w € A,,.

Dans ce cas, on voit que 14, (w) =1et 1 —14,(w) =0, de sorte que :
elAn(w) + 2M(1 — lAn)(w) =¢&.

Comme w € A, on trouve par définition de A,, que :
Sn
£(2w)-r@
En particulier, si w € A,,, on obtient que :
Sn
£(2@) - s

Deuxiéme cas : w € A,.

<e.

< ElAn(w) + 2M(1 — 1An)(w).

Dans ce cas, on voit que 14, (w) =0et 1 — 14, (w) =1, de sorte que :
elg, (W) +2M(1 —14,)(w) =2M.
En outre, d’apres 'inégalité triangulaire et par définition de M, on trouve que :
Sn Sn
(2@) - ) <|r (2w)
En particulier, si w € A,,, on obtient que :

£(2@) - fa

<

+f(x)| < M+ M =2M.

" SElAn(w)+2M(l—1An)(w).

Dans tous les cas, on a montré que, pour tout w € € :

r(2@) - fa

n

< slAn(w) + 2M(1 - lAn)(w)7

ce qui signifie exactement que :

(5 s

<ela, +2M(1—1y4,).




(b) Montrons 1’égalité suivante :

o n(5(3))

Pour ce faire, on se fixe un réel € > 0, et on part de 'inégalité de la question précédente, que 1'on
écrit sous la forme :

Sn
_€1An - 2M(1 - 1An) < f () - f(i) < ElAn +2M(1 — 1An)'
n
Par croissance de I'espérance, on obtient que :

E(—cla, —2M(1—14,)) < E (f(

3|

)= £@)) < B, + 20001 10,)).

Par linéarité de ’espérance, on trouve que :

—eE(1a,) —2M[1—E(14,)] < E (f (n)> — f(x) <eE(1la,) +2M[1 - E(1a,)]-

n

Comme E(14,) = P(A,), on obtient que :
S7l
—eP(A,) — 2M[1 - P(A,)] < E (f (n)) ~ f(a) < eP(A) + 2M[1 - P(A,)]

ce que l'on peut réécrire sous la forme :

(0(2)) o] mag o

D’aprés la question (5) de la partie (3) on sait que P(A,) tend vers 0 quand n tend vers +oo, et
donc P(A,) tend vers 1 quand n tend vers +oo. En particulier, on trouve que :

EP(A7L) + 2M[1 - P(An)] -

E.
n—-+o0o

< eP(An) +2M[1 — P(A,)] (%)

D’apres la définition de la limite d’une suite, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng :
leP(A,) +2M[1 — P(A4,)] —¢| <e.
Dés lors, il s’ensuit que e P(A,,) + 2M[1 — P(A,)] — e < & pour tout n > ng, et donc :
Vn >mng, eP(A,)+2M[1— P(4,)] < 2.

En particulier, on obtient avec I'inégalité (%) que, pour tout n > ng :

(%)) 5o

En résumé, on vient de montrer que :

Ve >0, dngeN, Vn>ng, ‘E<f<sn>)f(x) <

< 2e.

ce qui signifie exactement que :

Par conséquent, on en déduit que :
Sn
lim F — = .
i (f < - )> f(@)

1) = i /+Oot”1f(t)e"t”dt.
. 0

n——+oo (n -1

(¢) Montrons 1’égalité suivante :

D’apres le théoreme de transfert et la question (2) de la partie (3), on voit que :

E (f (i")) - /:O F()pn(t)dt = /;Oo #ﬂt)t”*le*%‘dt.

Par linéarité de l'intégrale, il s’ensuit que, pour tout n € N* :
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D’apres la question précédente, on en déduit que, pour tout = > 0 :

n +o00
f(z)= lim %/O Ft e % at.

n—+oo (n — 1!

Montrons 1’égalité suivante :

)= i U S (2,

n—+oo (n — 1)lxm T

D’aprés la question (4) de la partie (2), on sait que, pour tout z > 0 :

+oo
L)) = (<1t [ e

En remplacant  par £ (qui est aussi > 0), on obtient que :

e (2) = o [ e e

D’apres la question précédente, on en déduit que, pour tout = > 0 :

f@)= tim DT pyeen (1)

n—+o0 (n — 1)!1‘"

Montrons que, si deux fonctions f et g continues et bornées sur [0, +oo| vérifient ’égalité L(f) =
L(g), alors f et g sont égales. Pour ce faire, considérons deux fonctions f et g continues et bornées
sur [0, +oo[ telles que L(f) = L(g). Alors, leurs dérivées (n — 1)-emes sont aussi égales pour tout
n € N*| et donc pour tout x > 0 :

L(NH" V(@) = L(g)"V(@).

En remplagant x par 2 (qui est aussi > 0) et aprés multiplication par
pour tout > 0, on a :

nn(_l)nfl B n nn(_l)nfl B n
) Ry N ) 1)(7):7L (n 1>(7),

(n—1)lan (f) x (n—1)lan (9) x
Par passage a la limite quand n tend vers +o00, on trouve que :

(=1t oy m .o (=)t —1y (7

lim ——_  _(f)(»=D (7) = lim ——  L(g)»D (7)

n—o0 (n—1)lan (/) x n—rtoo (n—1)lan (9) x/’

d’ou il s’ensuit d’apres la question précédente que f(x) = g(x). Comme ceci est vrai pour tout

x €]0,400[, on en déduit que f = g sur ]0, +oo[. En outre, comme f et g sont continues sur R,
elles sont continues en 0, et donc :

f(0)= lim f(z) = lim g(z) = g(0).

Dés lors, on voit que f(x) = g(x) pour tout x € [0, 4+00[, et donc f = g. Par conséquent :

nn( 1

W, on obtient que,

‘si f, g sont continues et bornées sur Ry et si L(f) = L(g), alors f = g. ‘

Montrons plus précisément que, si deux fonctions f et g continues et bornées sur [0, +oo[ vérifient
légalité L(f)(z) = L(g)(z) pour tout z €]a, +oo] (ot @ > 0), alors f et g sont encore égales. Pour
ce faire, on va reprendre la démonstration précédente plus en détails. Considérons deux fonctions
f et g continues et bornées sur [0, +o0] telles que L(f)(z) = L(g)(z) pour tout z €]a, +oo[. Alors,
leurs dérivées (n — 1)-emes sont aussi égales sur |a, +oo[ pour tout n € N* ce qui signifie que, pour
tout x > a :
LN (@) = L(g) " (a).

Fixons un réel z > 0. Comme 2 tend vers +o00 quand n tend vers +o0, il existe un entier ng tel que,

pour tout n > ng, on ait 2 > a. En remplagant x par 2 (qui est > a pour tout n > ng) et apres

n n—1
multiplication par %, on obtient que, pour tout n > ng :

nn(_l)n—l B n nn(_l)n—l B n
L) Ry N () 1)(7):7L (n 1)(7).

(n—1)lzn (f) x (n—1)lzn (9) x
Par passage a la limite quand n tend vers o0, on trouve que :

i Dot (B) = i D gy (2,

n—too (n — 1)lan x n—too (n — 1)lan
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d’out il s’ensuit d’apres la question précédente que f(x) = g(x). Comme ceci est vrai pour tout
x €]0,+00[, on en déduit que f = g sur ]0, +oo[. En outre, comme f et g sont continues sur R,
elles sont continues en 0, et donc :
f(0) = lim f(z)= lim g(z) = g(0).
z—0t1

z—0t

Deés lors, on voit que f(x) = g(x) pour tout x € [0, +oc[, et donc f = g. Par conséquent :

si f, g sont continues, bornées sur R et si L(f) = L(g) sur Ja, +oo], alors f = g.

Partie IV : Etude du régime permanent d’une file d’attente.

Un certain jour, des clients arrivent dans une poste qui ne posséde qu’un seul guichet. Un client qui ar-
rive dans la poste soit se fait servir tout de suite si le guichet est libre, soit prend place dans la file d’attente
si le guichet est occupé, et se fait servir dés que tous ses prédécesseurs dans la file ont été servis, puis il quitte
aussitot la poste. On modélise cette situation en notant, pour tout n € N*, T,, I'instant d’arrivée dans la poste
du n-éme client, U,, sa durée d’attente dans la file (U,, = 0 si le guichet est libre), S,, la durée de son service
au guichet et W,, = S,, + U,, la durée de sa présence dans la poste. On pose Ty = 0 et, pour tout n € N*, on
note A, =T, — T, _1, de sorte que T,, = ZZ:1 Ag. On fait alors les hypotheses suivantes :

— Les variables aléatoires Aq, ..., Ay, ..., 51, ..., Sy, ... sont indépendantes.

— Les variables aléatoires St, .., Sp, .. suivent toutes la loi exponentielle de parametre p (d’espérance ﬁ)'

1

— Les variables aléatoires A1, .., A,,.. sont strictement positives et ont toutes la méme densité égale sur

10, +00[ & la densité d’une variable aléatoire exponentielle de paramétre A (d’espérance %)

— L’espérance commune des A; est supérieure a celle des S;, c’est-a-dire : u > A.

Pour tout n € N*| on désigne par F}, la fonction de répartition de U,, et par G,, celle de W,,. On admet que F,,
et G, sont continues sur [0,+oo[. Dans les trois premiéres questions de cette partie, on considére un entier
n > 2, un réel x > 0 et un réel h > 0.

(1)

Justifions les égalités : U, =0si W,,_1 — A, <0, et U, = W,_1 — A, sinon. Pour ce faire, considérons
un élément w quelconque de 'univers 2. On distingue alors deux cas :

Premier cas : (W,_1 — A,)(w) < 0.

Dans ce cas, on voit que W,_1(w) < A,(w), et donc le temps passé dans la poste par le (n — 1)-
éme client est strictement inférieur au temps écoulé entre son arrivée et I'arrivée du n-éme client. Des
lors, le temps d’attente du n-iéme client sera nul, et donc :

U,(w) =0.

Deuxiéme cas : (W,_1 — A,)(w) > 0.

Dans ce cas, on voit que W,_1(w) > A, (w), et donc le temps passé dans la poste par le (n — 1)-
éme client est supérieur au temps écoulé entre son arrivée et I'arrivée du n-eme client. Deés lors, le
temps d’attente du n-éme client sera égal & la durée du service du (n — 1)-éme client & laquelle on
soustrait le temps écoulé entre les arrivées des (n — 1)-éme et n-éme clients, et donc :

Un(w) = (Wn—l - An)(w)-

Par conséquent, on en déduit que :

U. — 0 si Wn—l — An <0
" Wn—l - An si Wn—l - An Z 0

Justifions 'indépendance des variables aléatoires W, _1 et A,,. Pour ce faire, montrons par récurrence
la propriété P définie pour tout n > 2 par :

P(n) : "W,,_1 est fonction de Aq,...;A,—1,51,...; Sp—1”.

Tout d’abord, on voit que P(2) est vraie, car Wq = Uy + 51 = 51, et donc Wi est fonction de Sy
seulement. En effet, on constate que U; = 0, puisque le premier client n’a pas a attendre dans la file



33

d’attente (vu qu’il est le premier). A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n+ 1)
lest aussi. Par hypothése de récurrence, il existe une fonction 1,,_1 de R>*~2 dans R telle que :

Whe1 = Un-1(A1, .y A1, 51, ooy Sne1)-
Comme W,, = U, + S,, on obtient avec la question précédente que, pour tout w € 2 :
Wi (w) = { Sp(w) S% (Who1 — Ap)(w) <0
Sp(w) + Who1 — Ap)(w) si (Wypo1 —Ap)(w) >0
Considérons alors I'application v, définie pour tout (21, ..., Tpn, Y1, ..., Yn) € R?"® par :
PR SIS (AP SN Bt B

Alors, on obtient par construction que, pour tout w €  :
Wi (w) = ¥ (A1(w), ooy, Ap(w), S1(w), .oy Sp(w)),

d’otu il s’ensuit que W, est fonction de Ay, ..., A, S1, ..., Sy, et donc P(n + 1) est vraie. D’apres le
principe de récurrence, la propriété P est vraie a tout ordre n > 2. Dés lors, comme W, _; est fonc-
tion de Ay, ..., A,_1,571, ..., 5,1 et que Ay, ..., Ay _1,A,, S, ..., Sp_1 sont indépendantes, le lemme des
coalitions entraine que :

‘ W, _1 est indépendant de A,,. ‘

(3) (a) Pour tout entier k € N, établissons l'inégalité :
P((Wypo1 — Ay <z|N[kh <A, < (k+1h]) < P(Who1 <z 4+ (k+1DhN[kh <A, < (k+1)h]).
Pour ce faire, posons pour tout entier n > 2 :
A, =Who1—Ap<z|, B,=kh<A,<(k+Dh], C,=[W,_1<z+(k+1)h

Montrons & présent que A,, N B,, C C,, N B,,. Soit w un élément de A,, N B,,. Alors w appartient &
la fois & A, et & B,,, ce qui implique que :

Whoi(w) —Ap(w) <z et kh<Ay(w) < (k+1)h.
Par addition, on obtient que :
Who1(w) = Wh_1(w) — Ap(w) + Ap(w) <z 4 (k+ 1)h,

d’ou il s’ensuit que w appartient a C,,. Comme de plus w appartient a B,,, on en déduit que w
appartient a C,, N B,,, et donc :

A, NB,CcC,NB,.
Par croissance des probabilités, on obtient que :
P(A,NB,) <P(C,NB,).
Mais par définition de A,, B, C,, on en déduit que :

\P([Wn_1 — A, <z]n[kh <A, < (k+1)h]) < P(W,_y <z + (k+ 1A N [kh < A, < (k+1)h]). \

(b) Pour tout entier k € N, montrons 'inégalité :

(k+2)h
P([Wy_1 — A, <z]n[kh <A, < (k+1)h]) < e’\h/ e MG (x + s)ds.
(k+1)h

Pour ce faire, on reprend les notations de la question précédente. Par définition de G,,_1, on a :
P(C,) = P([(Wyp—1 <z + (k+1)h]) =Gnoi(x+ (E+ 1)h).
Comme A,, suit la loi exponentielle de parametre A, on obtient que :
P(B,) = P([kh < A, < (k+1)h)) =1 — e MEFDh _ (] _ g=Akhy — o=Akh (] _ o=Ahy,

Comme G,,_ est croissante sur R (en tant que fonction de répartition de W,,_1), on trouve que,
pour tout s € [(k+ 1)h, (k+ 2)h] :

Gro1(x+ (k+1)h) < Gpo1(z + 9).
Par multiplication par Ae™**, on obtient que, pour tout s € [(k + 1)h, (k + 2)h] :
Ae MG 1(x+ (k+1)h) < Xe MG 1 (z + 5).
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Par croissance de l'intégrale, on trouve que :

(k+2)h (et2)h
/ Ae NGy ( + (k + 1)h)ds < / AN G (@ + s)ds.
(k+1)h (k+1)h

Par linéarité de I’intégrale, on obtient que :

(k+2)h (k+2)h
Gr_1(z+ (k+ 1)h)/ e Mds < / e MG _1(z + s)ds,
(k+1)h (k+1)h

d’ou il s’ensuit que :

N LN
Gn-1(z + (k+ 1)h) [—e] (hr1)h = / Ae Gt (x + s)ds.
(k+1)h

Apres simplification, on trouve que :
(k+2)h
Gro1(z + (k+1)h)e NEFDR (1 — =My < / e MG, (x + s)ds.
(k4+1)h
Comme W,,_1 et A,, sont indépendantes, on voit que B,, et C), le sont. Dés lors, d’apres les calculs
du début, on obtient que :

P(B,NC,)

P(Bn)P(Cy)
= Guoa(z+ (k+1Dh)e (1 e

— ethn—l(x + (k: + 1)h)e—>\(k+1)h(1 _ e—Ah)

(k+2)h
< e)‘h/ e MG 1 (x + 5)ds.
(k+1)h

Mais comme P(A, N B,) < P(C, N B,,) d’apres la question précédente, il s’ensuit que :

(k+2)h
P(A,NB,) < ehh/ )\e_’\an,l(w + s)ds.
(k+1)h
Par définition de A,,, B,,, on en déduit que :
(k+2)h
P(Wy 1 — Ay < 2] A [kh < A, < (k + 1)) < e>‘h/ Ae NG 1 (z+ )ds.
(k+1)h

(¢) En suivant le méme raisonnement qu’a la question (3)(a) de la partie (4), on montre de méme que,
pour tout entier k € N* :

[P(Way <+ kh] 0 [kh < Ay < (k+ 1)h]) < P(Wo 1 — Ay <] 0 [kh < Ay < (k+ 1)), |

(d) Pour tout entier k& € N*, montrons 'inégalité :
kh
e**h/ Ae MG, (x + 8)ds < P((Wn_1 — A, <z]N[kh <A, < (k4 1)h)).
(k—1)h
Pour ce faire, on pose pour tout entier n > 2 :
A =[W,_1 <x+kh], B,=[kh<A,<(k+1h], C,=[W,1-A,<az|.
Par définition de G,,_1, on a :
P(A)) = P([Wy—1 <z + kh]) = Gp_1(x + kh).
Comme A,, suit la loi exponentielle de parametre A, on obtient que :
P(B.) = P([kh < A, < (k4 1)h]) =1 — e MADh (] _ = ARhy — o=Akh (] _ p=2h)

Comme G,,_; est croissante sur R (en tant que fonction de répartition de W,_1), on trouve que,
pour tout s € [(k — 1)h, kh] :

Grn-1(x +8) < Gp_1(x + kh).
Par multiplication par Ae™**, on obtient que, pour tout s € [(k — 1)h, kh] :
e MG, 1(x +5) < Ae MG _1(z + kh).
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Par croissance de l'intégrale, on trouve que :

kh kh
/ e MG (x + s)ds < / Ae MG, 1 (x + kh)ds.
(

k—1)h (k—=1)h
Par linéarité de I’intégrale, on obtient que :

kh

kh
/ Ae MG,y (x + 8)ds < Gp_1(x + kh) / Ae Nds,
(k—1)h (k=1)h

d’ou il s’ensuit que :

kh
s as1kh
/(kl)h A MG _1(z + s)ds < Gp_1(z + kh) [—e A ](kil)h.

Apres simplification, on trouve que :
kh
/ e G, 1 (x + 8)ds < Gy (z + kh)e MR — oAy
(k—=1)h
d’out 'on déduit que :
kh
efAh/ Ae MG 1 (x + 8)ds < Gp_1(z 4 kh)e (1 — e,
(k—1)h
Comme W,,_; et A, sont indépendantes, on voit que A], et B], le sont. Dés lors, d’apres les calculs
du début, on obtient que :
P(A,NB,) = P(A,)P(B)

= Gn_i1(z+kh)e (1 — e )

kh
> e_/\h/ e MG, 1 (x + s)ds.
(k=1)h
Mais comme P(A}, N B)) > P(C! N By,) d’aprés la question précédente, il s’ensuit que :
kh
P(C! NnB.) > e*Ah/ e G 1 (z + s)ds.
(k—1)h

Par définition de B!, C/, on en déduit que :

kh
e_)‘h/ NG 1 (2 + 5)ds < P(Wi_1 — Ay, < 2] N [kh < Ay, < (k + 1)h)).
(k—1)h

Montrons 'encadrement suivant :
+o0 Foo
e_’\h/ Ae MGy (x + s)ds < Fy(z) < eM/ Ae MGy (x + 5)ds.
0 h

Pour ce faire, on pose Dy, = [kh < A, < (k + 1)h] pour tout k € N. Comme A,, ne prend que des
valeurs réelles > 0 (vu que A,, est la différence entre le temps d’arrivée du n-éme client et celui du
(n — 1)-éme client), la famille (Dy) est un systéme complet d’événements. De plus, on sait d’apres
la question (3)(b) de la partie (4) que :

(k+2)h
P((Wy_1 — A, <z]NDy) < e’\h/ )\e_’\an,l(:r + s)ds.
(k+1)h
Par sommation sur k, on obtient que, pour tout entier N >0 :
N N (k4+2)h
Z P([Wp—1—A, <z]NDy) < Z e)‘h/ )\e*)‘SGn,l(x + s)ds.
k=0 k=0 (k+1)h
D’apres la relation de Chasles, on trouve que, pour tout entier N > 0 :
N (N+2)h
Z P([Wp-1— A <z]NDy) < e’\h/ e MG, (x + s)ds.
k=0 h

Comme G,,_1 est une fonction de répartition et qu’elle est continue par hypothese, on voit que G,,—1
est continue et bornée (par 1) sur [0, +oo[. D’aprés la question (2) de la partie (1), G,,—1 appartient
donc a FE, et en particulier I'intégrale f;oo Ae G, _1(x+ s)ds converge. Dés lors, par passage a la
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limite dans 'inégalité ci-dessus quand N tend vers 400 et sachant que (D) est un systéme complet
d’événements, on obtient que :

+oo +oo
P((Wypo1— A, <z]) = Z P((Wypo1— A, <z]NDy) < eM/ e MG (x + 5)ds.
k=0 h
Or, d’aprés la question (1) de la partie (4), on voit que U,, = max{0, W,,_1 — A, }. Dés lors, comme

x est supposé > 0, on voit que U,, < x si et seulement si W,,_1 — A,, < z, et donc :

Fo(z) = P([U, < z]) = P((Wy_1 — A, < z]) <M /h+0<> Ae MG, 1 (x + s)ds.

En procédant exactement de la méme fagon avec la minoration de la question (3)(d) de la partie
(4), on montre aussi que :

Fo(z)=P([U, <z]) = P((Wy_1 — A, <z]) >e M /O+<><> e MG, (x + 5)ds.

Par conséquent, on en déduit que :

“+oo “+o0
e”‘h/ e MG 1 (z + s)ds < F(x) < ekh/ e MG (x + 5)ds.
0 h

(4) Soit z € Ry. Montrons que :

—+oo
F.(z) = /0 Ae MG (x4 s)ds.

D’apres la question précédente, on a I’encadrement suivant pour tout h > 0 :

+oo +oo
e*’\h/ Ae MG, (x + 8)ds < Fp(x) < e/\h/ e MG, (x + s)ds.
0 h

Comme e~ tend vers 1 et que [,"° e G\, 1 (2 + s)ds tend vers f0+°° Ae Gy (z + s)ds quand
h tend vers 0, le théoréme des gendarmes entraine que :

—+oo
F,(z) = /0 Ae MG (z + s)ds.

En raisonnant de la méme fagon, on montre et nous admettrons que :
x
Gn(z) = / pe M F,_1(x — s)ds.
0

(5) A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probléme, on suppose que les fonctions F,, et G,, sont
indépendantes de l'entier n, et I’on pose F' = F,, et G = G,, pour tout n € N*. On dit alors qu’on étudie
la file d’attente en Tégime permanent.

(a) Pour tout réel x > 0, établissons 1’égalité :

F(x) = e < / - e MG(t)dt — / ’ e“G(t)dt> .

0 0
D’apres la question précédente et au vu des nouvelles hypotheses, on sait que, pour tout x > 0 :

—+oo
F(z) = / Ae MGz + s)ds.
0

Posons alors t = x+ s pour tout s € R;. Alors ¢ est une bijection strictement croissante de Ry dans
[z, +00[, et elle est de classe C! sur R,. Comme dt = ds, que t = x si s = 0 et que t tend vers +oc
quand s tend vers 400, on obtient par changement de variables que :

+oo +oo
F(z) = / e MDD G (1) dt = / e e MG (t)dt.
Par linéarité de I'intégrale, on trouve que :

+oo
F(z) = )\e)‘“”/ e MG(t)dt.

x

Enfin, d’apres la relation de Chasles, on en déduit que :

F(z) = e </+0<> e MG(t)dt — /ﬂf e"“G(t)dt) .

0 0
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Pour tout réel > 0, montrons 1’égalité :

e ME(x) = F(0) — A /Ow e MG(t)dt

D’apres la question précédente, on constate que, pour z = 0, on a :

F(0) = XM < /O o e MG (t)dt — /0 ’ e“G(t)dt) =\ /O o e MG (t)dt.

Des lors, toujours d’apres la question précédente, on obtient que, pour tout > 0 :

—+oo x
e MF(z) = Ae MM (/ e_)‘tG(t)dt—/ e_’\tG(t)dt>
0 0
+oo xT
)\/ e*”G(t)dt—)\/ e MG(t)dt
0 0

— F(0)— A /O " e NG (1t

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :

P () = F(0) - A / " e NGdt

(6) On considére la fonction H : z — [ e”G(t)dt

(a)

Montrons que la fonction H est de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oc[. Tout d’abord, on
voit que H est une primitive de la fonction ¢ — e *G(t), qui est continue comme produit de
fonctions continues (vu que G est continue par hypothése), et donc H est de classe C* sur [0, +oo].
Comme de plus H'(z) = e **G(x) > 0 pour tout z € [0, +oo[ (vu que G > 0 car c’est une fonction
de répartition), la fonction H est croissante sur [0, +oo[. Enfin, comme l'intégrale | oo e MG(t)dt
converge d’apres la question précédente, et qu’il s’agit de l'intégrale d’une fonctlon positive, on
obtient par positivité de 'intégrale que, pour tout = € [0, oo :

xT +oo
OSH(JJ):/ e—“G(t)dtg/ e MG (t)dt.
0 0

Par conséquent, la fonction H est bornée sur [0, 4o00[, et on en déduit que :

la fonction H est de classe C*, croissante et bornée sur [0, +o0]. ‘

Pour tout réel x > 0, établissons I'égalité : xL(H)(x) = L(G)(x + X). Tout d’abord, comme H est
de classe C*, croissante et bornée sur [0, +ool, elle est continue et bornée sur [0, +ool, et donc elle
appartient & E d’aprés la question (2) de la partie (1). De plus, comme H est de classe C!, croissante
et bornée sur [0, +oo[, on sait d’aprés la question (6) de la partie (1) que H' appartient aussi a E,
et que pour tout x > 0 :

L(H')(x) = —H(0) + xL(H)(z).
En outre, comme H'(t) = e *G(t) pour tout ¢ > 0, on voit que H' = £)\G, et donc :
L(exG)(z) = —H(0) + zL(H)(x).
Par ailleurs, comme H(0) = foo e~ *G(t)dt = 0, on obtient que :
L(exG)(z) = zL(H)(x).

Enfin, comme L(e)\G)(z) = L(G)(x + A) d’aprés la question (5) de la partie (1), on en déduit que,
pour tout x >0 :

| L(G)(z +A) = oL(H)(x). |

Montrons que, pour tout réel x > A, on a :

FO) A

L(F)(z) = m - S LO)(@).

Pour ce faire, partant de la question (5)(b) de la partie (4), on voit que, pour tout = > 0 :

R () )\/ e MG(1)dt = F(0) — AH(z),
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que lon peut réécrire sous la forme ey F = F(0) — AH. En effet, cette relation est vraie pour tout
x > 0, et elle reste vraie en x = 0 puisque les deux fonctions de part et d’autre de cette égalité sont
continues sur R;. En particulier, on obtient par linéarité de L que, pour tout > 0 :

L(exF)(z) = L(F(0) — AH)(z) = F(0)L(1)(x) — AL(H)(z)

Comme 1 = &g, on voit d’aprés la question (4) de la partie (1) que L(1)(z) = 2. Comme de plus
L(exF)(x) = L(F)(x + \) d’apres la question (5) de la partie (1), on a pour tout > 0 :

L(F)(z+\) = F(O)% — AL(H)(z).

Mais comme L(G)(z + A\) = zL(H)(z) pour tout > 0 d’apres la question précédente, on trouve
que, pour tout x > 0 :

F(0 A
L(F)(x+ ) = % — ;L(G)(:E +A).
Si ’on remplace x + A\ par x, on en déduit que, pour tout z > A :
F(0) A
L(F = — L .
(F)(z) = —— = — L(G)(z)

Montrons que la fonction G est de classe C!, croissante et bornée sur [0, +o00[. Tout d’abord, comme
G est une fonction de répartition, elle est croissante et bornée (par 1) sur [0, +00[. De plus, on sait
par hypothese que, pour tout = > 0 :

G(z) = /OT pe M F(x — s)ds.

Posons alors t =  — s pour tout s € R. Alors ¢ est une bijection strictement décroissante de [0, x|
dans [0,z], et elle est de classe C! sur [0,z]. Comme dt = ds, que t = z si s = 0 et que t = 0 si
s = x, on obtient par changement de variables que :

0 x
G(z) =/ —uef“(xft)F(t)dt :/ pe Frert B (t)dt.

0
Par linéarité de I'intégrale, on trouve que :

G(z) = ,ue_*“”/ el F(t)dt.
0

Des lors, on voit que G est de classe C! sur R, comme produit de la fonction x — pe”® et d’une
primitive d'une fonction continue (qui est donc de classe C'). Par conséquent :

la fonction G est de classe C', croissante et bornée sur [0, 4+o00|. ‘

Pour tout réel x > 0, établissons successivement les égalités :

G'(x) = —puG(x) + pF(z) et L(G)(z) = ﬁumm.

D’apres la question précédente, on sait que, pour tout = > 0 :
G(x) = pe # /f el F(t)dt.
0
Par dérivation, on obtient que, pour tout x > 0 :
G'(x) = —pu (ue_‘”” /I e“tF(t)dt> + pe Mt F(x) = —puG(x) + pF(z),
0
d’ou il s’ensuit que, pour tout = > 0 :

‘G’(x) = —uG(x) + pF(x). ‘

A présent, comme la fonction G est de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo[, on sait que G
appartient a E d’apres la question (2) de la partie (1). De plus, d’apres la question (6) de la partie
(1), on voit que G’ appartient aussi & F et que, pour tout 2 > 0 :

L(G")(z) = —G(0) + 2L(G)(x).
Comme G(0) = pe H° fOO e F(t)dt = 0, on obtient que, pour tout & > 0 :
L(G')(z) = zL(G)(x).
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Mais comme G’ = —uG + pF d’apres les calculs précédents, il s’ensuit par linéarité de L que, pour

tout x > 0 :
L(G")(z) = 2L(G)(x) = L(—pG
d’ou il s’ensuit que, pour tout x > 0 :

(v + WL(G)

+ pF)(x) = —pL(G)(x) + pL(F)(x),

(2) = nL(F)(x).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout > 0 :

L(G)(z) =

W
S LE) @),

Montrons que, pour tout réel z > A, on a :
£(0)
L(F)(z)

Pour tout > A, on trouve d’apres les que

_FO) e A
Cpu=A\z zH+pu—-X/)°

stions précédentes que :

LR = 2O A LG
_ F(0) A ]
N x—A_x—Aa:+uL(F)(x)’
d’ou il s’ensuit que, pour tout > A :
F(0) A 1
20— we+ A5
. (o= A+ p) +
R e e
B (22 4+ (p— N
= UDE [

- L(Fxx)_:dx’%“"A)}_

(2 =)@+ p)

En simplifiant les dénominateurs, on obtient alors que, pour tout z > A :

F(0) = L(F)(x

e

d’ou il s’ensuit par inversion que, pour tout x > \ :

L(F)(z) = F(

) |mwiw]

Par des calculs simples, on vérifie que, pour tout = > A :

7 A w+p

— N - (p=NEtp)

:v_:E—I—u—)\:

d’ou il s’ensuit que :

x(x+p—2N)

3

x(x+p—AN)

L TR
p—A\x x+p

>: (= + p)
-2 zl@x+pu—N)

Par conséquent, on en déduit que, pour tout > \ :

PO A
x xH+p—X/

F(0)
L(F =
(F)a) = 5
Montrons que, pour tout réel x > 0, on a :
F(0
w—A

D’aprés la question (4) de la partie (1), on

L(1) = L(eg) = % et L(ey—n) =

(u — )\e_(“_k)x) .

sait que :
1
THp—A
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Par linéarité de L, on trouve que, pour tout x > 0 :
F(0) F(0) F() [ A
L (lt)\ (1 — /\Eu/\)> (z) = m (L(1)(z) = AL(gp—x)(x)) = LA o .
Des lors, il s’ensuit que, pour tout = > A :
F
L(F)(z)=L <(0)
-
D’apres la question (6)(f) de la partie (3), o
F(0
Fe O e,
En particulier, on en déduit que, pour tout x >0 :

F(x) = 5501\ (u - )\ef(‘“)‘)z) .

>

(1= 20)) (@),

trouve que :

=

—~

Justifions que la fonction F' tend vers 1 en 400, et montrons que, pour tout x > 0, on a :
A
Flz)=1— S (nN2,
1

Comme F' est une fonction de répartition, on sait d’apres le cours que :

‘la fonction F tend vers 1 en + oco. ‘

D’apres la question précédente, on obtient par passage a la limite en +00 (vu que p > A) que :
F(0 F(0
lim F(z)= lim Q (u — )\e’(“*k)m> = M =1.
r——400 z—+o0 [ — A H— A

Des lors, on obtient par des calculs simples que, pour tout z > 0 :

Fla) = F(0) (M a )\e—(p—)\)x) _1 (M _ )\e—(u—)\)x) _

p—=A L

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :

A
F(z)=1—Ze 0Nz,
W

Montrons qu’en régime permanent, le temps passé dans la poste suit une loi exponentielle de pa-
rametre p — A. Pour tout x € Ry, on trouve d’apres la question précédente et par linéarité de
Iintégrale que :

G(z) = /0z pe M F(x — s)ds

_ /1 e h (1 _ /\emA)(ms)) ds
0 M
_ /1 (Meﬂw i Aewsefmd)(mfs)) ds
0
/m pe Hds — /m e Hse=(m=A)(@=5)qq
0 0
= / pe Hids — / e e~ =Nz g
0 0

= /,ue_“sds—e_(“_mm/ e M ds
0 0

— 1 —e kT _ ef(p,f/\)w [1 _ 67)\33]

= 11— M _ e—(u—k)x + e KT

= 11— =Nz
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Des lors, il s’ensuit que, pour tout = > 0 :
Glz) =1—e WMz,
Comme G est la fonction de répartition de W, et que W, est le temps passé a la poste, on voit que

W, >0, et donc :
0 si <0

Glz) = { 1—e =M2 g >0
Par conséquent, on en déduit que :

‘ le temps passé a la poste suit une loi exponentielle de parametre p — A.

On suppose qu’un autre jour, les arrivées des clients sont en moyenne deux fois plus fréquentes et la

durée de service deux fois plus rapide, et que l'on se trouve en régime permanent. Dans ce cas, les

parametres A et u sont remplacées par 2\ et 2. Comme le temps W, passé a la poste suit une loi

exponentielle de parameétre 2p — 2, on voit que le temps moyen T passé a la poste est donné par :
1 1 1

:2u—2A:§u—A'

T =EW,)

Deés lors, cela signifie que :

’ dans ces conditions, le temps moyen passé a la poste est divisé par 2.

Par ailleurs, la probabilité P d’étre servi tout de suite correspond a la probabilité que U, = 0.
Comme F est la fonction de répartition de U,,, on trouve que :

P = P(U, = 0)) = P([Un < 0]) = F(0) = 1 — ;ie*@u*%)o — 1= Aemu=Npo,
7 0

Deés lors, cela signifie que :

dans ces conditions, la probabilité d’étre servi tout de suite ne change pas.

A noter que ces résultats peuvent sembler assez paradoxaux a priori. En effet, un client qui entre
a la poste pourrait légitimement se dire que, s’il y a deux fois plus de monde au guichet et s’ils
sont servis deux fois plus vite, alors il risque finalement d’attendre autant de temps en moyenne. De
plus, comme il y a deux fois plus de clients, il risquerait de devoir attendre plus souvent, et donc
la probabilité d’étre servi tout de suite devrait décroitre. En fait, on peut expliquer ces résultats en
modélisant la situation a la poste de la facon suivante. Imaginons que ’on dispose d’une caméra de
surveillance dans la poste qui filme les allées et venues des clients, leur temps d’attente et leur temps
passé au guichet, et ce au cours d’une journée. Dire que les arrivées des clients sont en moyenne
deux fois plus fréquentes et la durée de service deux fois plus rapide revient a se repasser le film de
la journée en accéléré (deux fois plus vite). Dans ce cas, le temps moyen passé a la poste est divisé
par 2, puisque tout se passe deux fois plus vite. Par contre, on verra autant de clients entrer dans
la poste et autant de clients servis tout de suite, ce qui explique que la probabilité d’étre servi tout
de suite ne change pas.



