Lycée Clemenceau Jeudi 12 mars 2026
ECG 2 Durée : 4 heures

Concours blanc de Mathématiques n°2

Remarques : Il est toujours permis d’admettre les résultats de questions précédentes pour traiter les questions
suivantes. Chaque réponse doit étre démontrée et toutes les étapes des calculs doivent étre données. On attachera
un soin tout particulier a la clareté et a la propreté de la rédaction. Les téléphones portables ainsi que tous appareils
électroniques sont interdits. Tous les étudiants auront le choix entre deux sujets, un de type EML et un autre de
type HEC-ESSEC Maths 1. Ils indiqueront lisiblement sur leur premiére copie le probléeme qu’ils auront choisi, et
ne pourront traiter que les questions de ce probléeme.

1. Sujet type EML

Probléeme 1. Soit n un entier > 2. Si A € M, (R), on désigne par a; ; le coefficient de A situé sur la i-eme ligne
et sur la j-eme colonne, et I'on pose A = (a;)1<i j<n. Par ailleurs, si V€ M,, 1(R) est la matrice colonne de com-
posantes v1, ..., U, on lanote V= (v;)1<i<pn. Enfin, si A = (a; j)1<ij<n € My (R), on désigne pour tout j € [1,n] la
matrice colonne C;(A) constituée des coefficients de la j-eme colonne de A. En particulier, on a C;(A4) = (a;,5)1<i<n-

(1) Partie I : étude d’un exemple.
Soient Uy, Vo € My 1(R), de composantes respectives 1,2,3,4 et 1,—1,2, —1, et posons Ay = Uy'Vj.

(a) Vérifier que 0 est valeur propre de Ay et déterminer une base du sous-espace propre associé.
(b) (i) Calculer AgUy.
(ii) Montrer que Ap est diagonalisable dans My (R).
(iii) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que Ag = PDP~1.

(2) Partie II : trace d’une matrice carrée.
On rappelle que la trace d’'une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux.

(a) Montrer que la trace est une application linéaire de M,,(R) dans R.
(b) Démontrer que, pour tout (4, B) € (M,,(R))?, on a : Tr(AB) = Tr(BA).
(c) Vérifier que, pour tout A = (i j)1<ij<n € Mn(R), ona: Tr(*AA) =370, 370 af ;.

(3) Partie III : une caractérisation des matrices de rang 1.

(a) Soient U = (u;)i<i<n €t V = (v;)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de M,, 1(R).
(i) Justifier que U'V € M,,(R) et déterminer les coefficients de U*V a I’aide de ceux de U et V.
(i) Exprimer Tr(U*V) & l'aide des coefficients de U et V.
(iii) Quel est le rang de UV? Justifier.
(b) Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.
(i) Montrer qu’il existe jo € [1,n] tel que : Vj € [1,n], Jo; € R, C;(A4) = a;Cj, (A).
(i) En déduire qu’il existe deux matrices colonnes non nulles U et V de M,, 1(R) telles que A = UV
(¢) Enoncer une caractérisation des matrices de M,,(R) de rang 1.

(4) Partie IV : une application en probabilités.

On considere deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P), telles
que X(2) = Y(Q) = [1,n]. Pour tout (i,5) € [1,n]? on pose m;; = P([X = i N[Y = j]), puis
M = (mij)i<ij<n, Ux = (P([X =i]))1<i<n et Uy = (P([Y = 1)) 1<i<n-

(a) On suppose dans cette question que X et Y sont indépendantes. Calculer Ux Uy et en déduire que la
matrice M est de rang 1.
(b) Dans cette question, on suppose que la matrice M est de rang 1.
(i) Montrer que : C1 (M) + ...+ Cp,(M) = Ux.
(ii) En déduire que, pour tout j € [1,n], il existe 8; € R tel que C;(M) = 5,;Ux.
(i) Montrer que : Vj € [1,n], P([Y = j]) = 5;.
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(iv) En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
(5) Partie V : une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables.

Soit A € M, (R) une matrice de rang 1. On note U et V' deux matrices colonnes non nulles de M, 1(R)
telles que A = U'V et on note a = Tr(A).

(a) Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
(b) Montrer que ‘VU = (a), puis que A% = aA.

(¢) Montrer que, si a = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

(d) On suppose que a # 0. Calculer AU et en déduire que A est diagonalisable.

(e) Enoncer une CNS (condition nécessaire et suffisante) pour qu'une matrice de rang 1 de M,,(R) soit
diagonalisable.

(6) Partie VI : construction d’un produit scalaire et d’un endomorphisme symétrique.

(a) Montrer que 'application (M, N) — (M, N) = Tr(!M N) est un produit scalaire sur M, (R).
(b) On suppose désormais M,,(R) muni de ce produit scalaire. On consideére une matrice colonne V =
(vi)1<i<n € My 1(R) telle que .1, v2 =1, et I'on pose S = V'V,
(i) Montrer que S est une matrice symétrique de M., (R) et que S? = S.
(ii) Montrer que l'application ® : M —— SM est un endomorphisme symétrique de M, (R).
(iii) Vérifier que ®2 = ®. Que peut-on dire des valeurs propres de ®?
(iv) On note e I'application identité de M, (R). Montrer que les sous-espaces vectoriels ker(®) et

ker(® — e) sont supplémentaires orthogonaux dans M, (R).

Probléeme 2.

Partie A : étude de deux suites

On définit les suites (un)nen+ €t (Upn)nen+ pour tout n € N* par :
n 1 n 1
Up = ——In(n+1) et wv,= — —In(n)
k k
k=1 k=1
1 1
(1) (a) Montrer que, pour tout ¢t > 0, on a : 1 <ln(t+1)—In(t) < 7
(b) En déduire que les suites (un)nen €t (vn)nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers une méme
limite notée 7.
1
(2) Montrer alors que : ; P In(n).
Uy + Vp VUp — Up
2 - 2
(b) En déduire une fonction en Python notée approx qui renvoie une approximation du réel v & 1075 pres.

3) (a) Justifier que, pour tout n € N*, on a u, <y < v,, puis que :
Y

Partie B : étude d’une fonction définie par une série

1

1
(1) Montrer que, pour tout z € [0, +o00[, la série Z (k - k+> converge.
x

“+o0
1 1
Par la suite, on pose pour tout x € [0, +o00[ : S(z) = E <k: - k—l—)
x
k=1

(2) (a) Calculer S(0) et S(1).
(b) Montrer que, pour tout n € N*, on a :

n 2n+1 n
1 1 1 2 1 2
Z(/c_k+1>:2_22k:2_2n+1_n 1+ £
k=1 2 k=n+1 k=1 "
(¢) En déduire la valeur de S(1/2).
+oo
1

(3) (a) Montrer que, pour tout (z,y) €]0,+0o[?, on a: S(y) — S(z) = (y — x) Z



(b) En déduire que la fonction S est croissante sur [0, 4+00].
(¢) Montrer que, pour tout = € [0, +00[ et pour tout h € R tel que = + h € [0, +o0o[, on a :

S(x+h)—Sx) X 1 =1
Mfzi SWZ@'
k=1

h — (k+ x)?
+oo 1
(d) En déduire que S est dérivable sur [0, 4+o00[ et que : Vz € [0, 400, S'(z) = kZ:l (R

Par la suite, on admet également que S’ est continue sur [0, 4o00].

1
(4) (a) Montrer que, pour tout = € [0,+o0[, on a: S(x +1) = S(z) + 1
T
n
1
(b) En déduire que, pour tout n € N*, on a: S(n) = T
k=1
(¢) En utilisant la croissance de la fonction S, montrer que : S(x) ~ In(x).
T—r1+00

(5) (a) Siwuy, est le réel défini dans la partie A, vérifier que, pour tout n € N*, on a :

u /li E,L dx
nio k k+.r

k=1

1 +oo
1 1
(b) En déduire que, pour tout n € N*, ona: 0 < / S(x)dz —u, < 3 E w2
0 k=n+1

1
(¢) Conclure que : / S(x)dx = ~.
0

Partie C : application en probabilité

1
On considére la fonction f définie pour tout x € R par f(x) = — si z > 1 et par f(x) = 0 sinon.
x

(1) Montrer que f est une densité de probabilité.

Par la suite, on considere une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f. De plus, on définit
la variable aléatoire Y par : Y = X — | X |, ot |x] désigne la partie entiére du réel x.

(2) (a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
(b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance? Justifier.
(¢) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1[. Montrer que, pour tout 2 € R :

e - p (g <),

(d) En déduire une fonction en Python notée simulX qui réalise et affiche une simulation de X.
+oo
(3) (a) Montrer que, pour tout z € [0,1[: P(Y <z) = ZP(k <X <k+x),pus que: P(Y <z)=5(z).
k=1

(b) En déduire la fonction de répartition de Y.
(¢) Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et préciser une densité de Y.
(4) Justifier que Y admet une espérance puis, & 1’aide d’une intégration par parties, montrer que : E(Y) =1—+.



2. Sujet type HEC-ESSEC Maths 1

Le probleme comporte cing parties. Dans les trois premieres parties, on étudie des propriétés usuelles des matrices
de la forme *AA, ot A € M, (R). Dans la quatriéme partie, on définit la racine carrée d’une matrice symétrique
dont les valeurs propres sont strictement positives, afin d’obtenir une décomposition d’une matrice A inversible de
M, (R). Dans la cinquiéme partie, on applique ce qui précede au calcul de la distance d’une matrice A inversible
de M,,(R) & Pensemble des matrices orthogonales de M,,(R). Dans tout le probléme :

n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
By = (e1, ..., en) désigne la base canonique de R™.
Siz=>"" xe; est un vecteur de R™, on lui associe la matrice :

L1
X =
Tn

de ses coordonnées dans la base By.

On note GL,, (R) I'ensemble des matrices inversibles de M, (R).

(, ) est le produit scalaire canonique sur R™ et la norme euclidienne qui lui est associée est notée || || .

Si A € M,(R), ‘A désigne sa transposée et Tr(A) désigne sa trace.

I,, désigne la matrice unité de M,,(R) et Id 'endomorphisme identité de R™.

Endomorphisme adjoint : Si A € M,,(R) et si f est 'endomorphisme canoniquement associé a A, on note
f* Tendomorphisme canoniquement associé & la matrice A. On notera aussi sy = f* o f 'endomorphisme
canoniquement associé & la matrice AA.

Si A est un nombre réel, on définit :

Ex(f) =ker (f —AId) et Ex(A) =ker(A— M) ={X € M,,1(R), (A—\,,)X =0}.

Liste étendue des valeurs propres : Lorsqu’une matrice A de M, (R) est diagonalisable, on appelle liste
étendue des valeurs propres de A une liste de nombres réels ot chaque valeur propre A de A se trouve
répétée dim E (A) fois. Par exemple, la matrice :

1 00
0 4 0
0 0 4

admet (1,4,4) pour liste étendue des valeurs propres.

S(R™) (respectivement S, (R)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (R)).

ST(R™) (respectivement S, (R)) désigne I'ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M,,(R)) a valeurs propres positives ou nulles.

On note O,,(R) ensemble des matrices orthogonales de M,,(R). Si P € M,,(R), on rappelle que P est une
matrice orthogonale si P est inversible et si P~ = ‘P,

On rappelle la propriété suivante notée (x) : ”toute partie non vide et majorée de R admet une borne
supérieure, et toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure”.

Matrices définies par bloc : Considérons r € [1,n — 1] et (A, B) € M,,(R)” définies par

(A1 As _(B1 B
A_<A3 A4> et B_<B3 B4>’

ol (A1, B1) € M,.(R)?, (A4, Bs) € My_(R))?, (A2, Bs) € My n—r(R))? et (A3, B3) € My_,(R))% On
utilisera sans démonstration les égalités suivantes :

AB — A1By + AyBs A1By + AxBy ot 4 — ‘A, A,
N A3B1 + A4Bg A3B2 + A4By - tAg tA4 ’

Partie I : Un premier exemple.

1 _
Soit a un réel différent de 1 et posons : A = (1 1) .
l—al\a —a

(1)
(2)
3)

Quel est le rang de A? Calculer A%2. Que peut-on dire de ’endomorphisme f canoniquement associé & A?
Est-ce un endomorphisme diagonalisable? Quels sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de f7
Calculer M = 'AA. La matrice M est-elle diagonalisable? Comparer ker f et ker(ss). Quels sont les valeurs
propres et les sous-espaces propres de s5?

A quelle condition nécessaire et suffisante M est-elle la matrice d’un projecteur?



Partie IT : Généralités.

(1) Produit scalaire sur M, (R).
(a) Soient A = (ai;); jyepnge © B = (0ig) 4 e ng
Tr(*AB) en fonction des coefficients de A et de B.
(b) Montrer que 'application (A4, B) — Tr(*AB) est un produit scalaire sur M, (R).

deux matrices de M,,(R). Donner 'expression de

Dans la suite du probleéme, on notera (A, B)y = Tr(!*AB) et ||All2 = /Tr(*AA) la norme euclidienne

associée.

(¢) Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis vérifier que :
VA € M, (R), Tr(A?)<Tr (*fA4) .
Montrer également que : Tr(A?) = Tr(*AA4) < A € S,,(R).

Dans la suite, A € M, (R) et f est toujours 'endomorphisme canoniquement associé a A.

(2) Caractérisation de la matrice de f* en base orthonormée : Soit B’ = (e}, ..., e},) une base orthonormée de
R"™, on note P la matrice de passage de By vers B’ et A’ la matrice de f dans la base B’.
(a) Rappeler la relation liant A et A’.
(b) Rappeler pourquoi P est une matrice orthogonale.

(c) En déduire que ‘A’ est la matrice de f* dans la base B'.

(3) Réduction de sy.

(a) Vérifier que, pour tout X € M, 1(R), on a: X (AA)X = [|AX|?.

(b) Montrer que ker f = ker(s¢) et rg(s¢) = rg(f).

(c) Vérifier que s; est un endomorphisme symétrique de R”™.

(d) Montrer que les valeurs propres de sy sont positives ou nulles.

On note r = rg(f) et on suppose pour la fin de la question (3) que 1 <r <n —1.

(e) Justifier qu’il existe une base orthonormée C = (g1, ...,&, ...,€,) de R™ dans laquelle la matrice de sy
est de la forme :
< D Or,nfr >
Onf'r,r Onfr,nfr ’

ou D est une matrice diagonale d’ordre r dont les éléments diagonaux A1, ..., A, sont strictement positifs
et o Oy p—r, Oy rr, Oy n—r sont des matrices dont tous les coefficients sont nuls.
(f) Montrer que la matrice de f dans la base C est de la forme :

A OT‘ n—r
ma’tc(f)z (A; ’ )7

On—r,n—r

ou A1 € Mr (R) et A3 € Mn—r,r (R) Vérifier que tAlAl + tA3A3 =D.
(4) Etude des valeurs propres de A'A : On note 74 = f o f* endomorphisme canoniquement associé a A'A.
(a) Montrer que rg(sy) =rg(ry) et dimker(sy) = dimker(7y).
o1 une valeur propre strictement positive de sy et x un vecteur propre associe. Vérifier que A es
b) Soit A leur propre strict positive de sy et prop ié. Vérifier que A est
une valeur propre de 7y et que f(z) est un vecteur propre associé. Montrer alors que :

dim Fy(sy) < dim Ex(7y¢).

(c) Montrer que 7; est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu’il possede ex-
actement les mémes valeurs propres que sy et que, pour chacune de ces valeurs propres A, on a :

din’lE)\(Sf) = dim E>\(Tf).
(d) En déduire enfin qu’il existe Q2 € O,,(R) telle que A'A = Q (*fAA) Q.

(5) Une inégalité : Dans cette question, on pose V = [0, 4+o0[", U =]0, +oo[™ et on considére application ¢ de
R"™ dans R définie par :

n
O (T, ey Ty) H.Z‘z
i=1

On admet que V' est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R™.

(a) Montrer que W = {(z1,...,x,) € V| 21 + ... + &, = 1} est une partie fermée bornée de R".
(b) En déduire que ¢ admet un maximum global noté M sur W.

(c) Calculer p(z1,...,zy) lorsque (21, ...,2,) € V\U.

(d) En déduire que M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte 1 + ... + z,, = 1.



(e) Déterminer alors la valeur du maximum M et préciser en quel vecteur de U il est atteint.
(f) Soit S € S, (R). On suppose que les valeurs propres de S sont positives ou nulles et on note (1, ..., fi,)
une liste étendue des valeurs propres de S. Déduire de ce qui précede que :

o Tr(S)\"
[Tw < (BEY"
: n
i=1
Dans quel cas a-t-on égalité dans cette inégalité?
(6) Dans cette question, on note (A1, ..., A, ) une liste étendue des valeurs propres de !AA. On définit ’application
A sur R par :

n

Vo eR, A(z) =[]+ X).
i=1
Montrer alors que, pour tout réel x > 0 :

t n n
Alx) < <Tr(x[n—|— AA)) :<nx—|—/\1—|—...—|—/\n> .

n
Partie III : Etude de deux cas particuliers.

n

Dans cette partie encore, A € M, (R) et f est toujours 'endomorphisme canoniquement associé a A.
(1) On suppose dans cette question que f est un projecteur de rang r € [1,n — 1].
(a) Montrer que la trace de toute matrice représentant ’endomorphisme f est égale & r.
(b) On reprend les notations de la question (3) de la partie IT selon lesquelles :

mate(f) = (ﬁ; Op n—r >

Vérifier que A? = A; et que Tr(A;) = r, et en déduire la matrice A;.
(c) Montrer alors que les valeurs propres non nulles de !A A sont supérieures ou égales & 1 et que Tr(*AA4) > r.
(d) Quels sont les projecteurs orthogonaux pour lesquels Tr(*AA) = r?
(2) On suppose dans cette question que f est une symétrie, c’est-a-dire f? = Id.
(a) Justifier que *AA est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et de *A.
(b) Montrer que, si A est une valeur propre de ‘A A, alors 1/ est aussi une valeur propre de ‘AA et que :

dim E)\ (tAA) = dim El/A(tAA).

(c) Vérifier que pour tout réel x strictement positif, on a :

On—r,n—r

1
x+7227
xT

1
puis établir ’équivalence logique : z 4+ — =2 <= z = 1.
x

(d) On note (A, ..., \,) une liste étendue des valeurs propres de ‘AA. Montrer que :

n

[Ta+x) =2

i=1
(e) Quelles sont les matrices pour lesquelles []1"_; (1+X;) = 2"? Montrer que cette égalité correspond au cas
ou f est une symétrie orthogonale, ce qui signifie que les sous-espaces F1(f) et E_1(f) sont orthogonaux.

Partie IV : Décomposition polaire.

Dans cette partie encore, A € M,,(R), f est toujours ’endomorphisme canoniquement associé & A et on suppose
de plus que A est inversible.

(1) Montrer qu’il existe une base orthonormée C = (g1, ..., €,,) et n réels strictement positifs Aq, ..., A, tels que :
Vi € [[1,77/]], Sf(Ei) = \;&;.
On pose alors : Vi € [1,n], v(e;) = Ve
Montrer que 'on définit ainsi un endomorphisme v de R™ tel que v € ST(R") et v? = s5.

(2) Soit w un endomorphisme de R™ tel que w € ST(R™) et w? = s;. Montrer que, pour toute valeur propre
de w, on a E,(w) C E,2(sy), et montrer ensuite que :

E,(w) = E,(sy) et Sp(w)= {ﬁl Ae sp(sf)} .

(3) En déduire qu'il existe un unique endomorphisme v de R" tel que v € ST(R") et v* = s¢ et tel que, dans
toute base orthonormée de vecteurs propres de sy, la matrice de v est diagonale.



2
(4) En déduire qu’il existe une unique matrice notée vV!AA appartenant a S; (R) telle que (\/ tAA) ="1AA.

-1
(5) Vérifier que la matrice A (\/ tAA) est orthogonale. Montrer alors qu’il existe un unique couple (£2,5) €
O, (R) x SF(R) tel que A =QS. C’est ce qu’on appelle la décomposition polaire de A.

Partie V : Application a la distance d’une matrice inversible & I’ensemble O, (R).

Dans cette partie, A est une matrice inversible de M, (R). Pour tout M € GL,(R), on note d(M) la distance de
M A O,(R), c’est-a-dire :

dM)= inf |M-V]|,.
(M) = inf M=V,

(1) Justifier que d(M) est bien définie.
(2) Soit R € O,(R). Montrer que :
VN € Mu(R), [[RN|ly = [[NRE[, = [[N]5-

Montrer que les applications V +—— VR™! et V +—— R™!V sont des bijections de O, (R) sur lui-méme. En
déduire que :
d(M) =d(RM) =d(MR).
(3) Onnote A = QS la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale D a éléments diagonaux
strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que :
S = PD'P.
Vérifier que d(A) = d(D).
1
(4) Soit V € On(R). On note W = 3 (V 4+'V) et v 'endomorphisme canoniquement associé a V.
(a) Justifier que W est diagonalisable. On note w ’endomorphisme canoniquement associé a W.
(b) Soit x € R™. Vérifier que (w(z),z) = (v(x),x) et que ||[v(x)| = ||z||. En déduire que :
[(w(z),z)] < [l2]* et (2 —w(z),z)>0.
(¢) Montrer alors que les valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles.
(d) On note W = (wi7j)(i7j)e[[17n]]2. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], on a 1 —w;; > 0.
(e) Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], on a w;; =1 si et seulement si W = I,,.
(5) On conserve les notations des deux questions précédentes.
(a) Montrer que :
1D = V5 = 1D = L|I3 = 2(In = V, D)2 = 2{I,, — W, D)».
(b) En déduire que :
ID = VI3 =D~ Ll > 0.
(¢) Montrer alors que :

b

d(4) = D = Lll, = | VAA - 1,
et montrer aussi que I, est I'unique élément V' de O, (R) tel que d(A4) = ||D — V.




