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Corrigé du concours blanc de Mathématiques n°2

1. Sujet type EML

Corrigé du probléme 1. Soit n un entier > 2. Si A € M,,(R), on désigne par a; ; le coefficient de A situé
sur la i-¢me ligne et sur la j-éme colonne, et 'on pose A = (a; j)1<i j<n. Par ailleurs, si V € M,, 1(R) est la
matrice colonne de composantes v1, ..., vp, on la note V= (v;)1<i<n. Enfin, si A = (a; j)1<i j<n € Mn(R), on
désigne pour tout j € [1,n] la matrice colonne C;(A) constituée des coefficients de la j-éme colonne de A.
En particulier, on a C;(A) = (@i ;)1<i<n-

(1) Partie I : étude d’un exemple.

Soient Uy, Vy € My 1(R), de composantes respectives 1,2,3,4 et 1,—1,2, —1, et posons Ay = Up'Vj.

(a) Vérifions tout d’abord que 0 est valeur propre de Ag. Par des calculs simples, on trouve que :

1 1 -1 2 -1
2 2 -2 4 =2
Ag = 3 (1 -1 2 1) =3 _3 ¢ _3
4 4 -4 8 -4

Comme les deux premiéres colonnes de Ag sont proportionnelles, on voit que rg(A4y) < 4. En
particulier, ceci entraine que rg(Ag — 0.Id) < 4, et donc :

’O est valeur propre de Ajg. ‘

A présent, déterminons une base du sous-espace propre associé Eg(Ap). Soit X un vecteur colonne
de composantes x1, X2, x3, 4. Alors :

x1 T 0
o o . 0
X e Eo(Ao) — A 3 —0x 3 = 1o
T4 Ty 0

En termes de coordonnées, cela nous donne que (z1, 2,3, x4) est solution du systéme linéaire :

T — X9 + 23 — x4 = 0
207, — 2x9 + 4x3 — 224 = 0
333‘1 — 3$2 + 6.1‘3 - 31‘4 = 0
41‘1 — 4932 + 8IE3 — 41‘4 = 0

On résout alors ce systeme par la méthode du pivot de Gauss. En effectuant les opérations élémen-
taires L2 «— L2 — 2L1, L3 «— L3 — 3L1 et L4 «— L4 — 4L1, on obtient que :

= 0

T — x9 + 2553 —

SO OoOR
W~
o O O

Si l'on choisit x9, z3, x4 comme parametres, on trouve que x1 = Xy — 23 + X4, To = X, T3z = T3 €t
T4 = T4, et donc :

X e Eo(Ao) — E'(IEQ,.T;;,QZ;;) € R3, X =9

OO = =
+
8
Ny

_ o O =

<— X € Vect

OO = =
o = O
_ o O =



En particulier, si X, X3, X4 sont les vecteurs colonnes de composantes respectives 1,1,0,0, —2,0,1,0
et 1,0,0,1, alors on voit que Ey(Ag) = Vect(Xs2, X3, X4), et donc la famille (Xo, X3, X4) est géné-
ratrice dans Eg(Ap). De plus, on voit que :

-2
rg(XQa X3a X4) =1g

SO ==
o = O
— O O

Comme la famille (X2, X35, X4) est de rang 3 et qu’elle compte 3 éléments, il s’ensuit qu’elle est
libre, d’oti ’'on déduit que :

1 -2 1
1 0 0
ol 11110 est une base de Ey(Ap).
0 0 1

(b) (i) Calculons AgUy. D’apres la question précédente, on trouve que :

1 -1 2 -1\ /1 1
2 —2 4 2|12 2
AOUO_3—36—3 31 |3
4 —4 8 —-4) \4 4

Par conséquent, on en déduit que :

(ii) Montrons que Ag est diagonalisable dans M4(R). D’apres la question précédente, on sait que
AUy = Uy et que Uy # 0, et donc Uy est vecteur propre de Ay pour la valeur propre 1. En
particulier, on voit que 1 est valeur propre de Ag, et donc :

dlmEl(Ao) Z 1.
De plus, on sait d’apres la question (1)(a) que 0 est valeur propre de Ag et que :

En particulier, on obtient que dim Ey(Ap) + dim F1(Ag) > 4. Mais comme Aj est une matrice
carrée d’ordre 4, on sait par ailleurs que dim Fy(Ag) + dim E;(Ag) < 4, et donc :

dim E()(A()) + dlmEl(Ao) =4 = dlmM4,1(R)

Par conséquent, on en déduit d’apres le cours que :

’AO est diagonalisable dans My (R). ‘

(iii) Déterminons une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que Ay = PDP~1L.
D’aprés la question précédente, on sait que dim Ey(Ag)+dim F(Ag) = 4. Comme dim Ey(A4g) =
3 d’apres la question (1)(a), on obtient que dim F(A4p) = 1. Mais comme Uy est vecteur propre
de Ap pour la valeur propre 1, on voit que Uy appartient & F1(Ag). Qui plus est, la famille (Up)
est libre (car Uy # 0). Comme dim F4 (Ag) = 1, il s’ensuit que (Up) est une base de E1(Ap). Mais
comme (Xo, X3, X4) est une base de Ey(Ap), on en déduit que :

1 -2 1 1 0 00O

- 1 5 |1 0 0 2 10 0 0 O
Ay =PDP™ ", avec : P = 0 1 0 3 et D= 00 0 0
0 0 1 4 0 0 01

(2) Partie II : trace d’une matrice carrée.

On rappelle que la trace d’une matrice carrée d’ordre est la somme de ses coefficients diagonaux.

(a) Montrons que la trace est une application linéaire de M,,(R) dans R. Par construction, la trace est
une application qui, & toute matrice carrée d’ordre n, associe la somme de ses coefficients diagonaux,
et donc c’est une application de M, (R) dans R. Reste & montrer qu’elle est linéaire. Soient A = (a; ;)
et B = (b; ;) deux éléments de M, (R) et soient A, x € R. Sil'on pose C' = AA + uB = (¢; ;), alors



on voit d’apres les propriétés du calcul matriciel que ¢; j = Aa; j + ub; ; pour tout (i,j) € [1,n]?, et
donc on trouve par linéarité de la somme que :

Tr(AA + uB) = ch i =Y [Aaij+pbi] = XD aij+p Y bij=ATr(A) + pTr(B).
i=1 i=1 i=1

Par conséquent, on en dedu1t que :

’1& trace est une application linéaire de M,,(R) dans R. ‘

Démontrons que, pour tout (4, B) € (M, (R))?, ona: Tr(AB) = Tr(BA). Pour ce faire, on considére
deux matrices carrées A = (a; ;) et B = (b; ;) d’ordre n. Sil’on pose C' = AB = (¢; ;) et D = BA =
(di.;), alors on a d’apres les propriétés du produit matriciel que, pour tout (i,5) € {1,...,n}?:

n n
Cij = E aigbr; et dij = E bi Kk, ;-
k=1 k=1

Par définition de la trace, on trouve que :

(AB Zczzfzzazkbkz

i=1 k=1
Par interversion des signes sommes et en permutant les indices ¢ et k, on obtient que :

B)=> " aribir=>_ Y birar;=» di;=Tr(D)=Tr(BA).
=1

k=11i=1 k=11i=1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (4, B) € (M,(R))? :

| Te(AB) = Tr(BA). |

Vérifions que, pour tout A = (a;;)1<ij<n € Mu(R), ona: Tr(*AA) = 30 37 af ;. Sil'on pose
‘A = M = (m;;), alors on constate que m; ; = a;; pour tout (i,j) € {1,...,n}?. Dés lors, on obtient
avec les calculs de la question précédente que :

Tr(tAA) TI“ MA szzkakz—zzakzakz—zn:z a;m

1=1 k=1 1=1 k=1 i=1 k=1
En remplacant les indices ¢ et k par j et ¢ respectivement, on trouve que :

Tr('AA) = ZZ (ai)?

j=11i=1

Par conséquent, on en déduit par interversion des sommes que, pour tout A = (a; ;) € M,(R) :

n n

tAA ZZGJ

i=1 j=1

(3) Partie III : une caractérisation des matrices de rang 1.

(a)

Soient U = (u;)1<i<n €t V = (v;)1<i<n deux matrices colonnes non nulles de M, 1(R).

(i) Justifions que UV € M,,(R) et déterminons les coefficients de UV a 'aide de ceux de U et V.
Comme U, V' appartiennent & M,, 1 (R), on voit que U appartient & M,, 1(R) et que V appartient
a Mj ,(R). Deés lors, on obtient d’apres les propriétés du produit matriciel que :

UV € My (R).|
Toujours d’apres les propriétés du produit matriciel, on trouve que :
Uy ULV1 ... ULVUp
Utv = : (v1 ’Un) =
Up, UpV] e UpUp

Par conséquent, on en déduit que :

U101 e ULV
t
UV = (uivj)i<ij<n =

UpV] ...  UpUp




(i)

(iii)

Exprimons Tr(U'V) & 'aide des coefficients de U et V. D’aprés la question précédente et par
définition de la trace, on trouve que :

U101 e ULV
Tr (UtV) =Tr = ULV1 F ... + URV,.
UpV1 ... UpUp

Par conséquent, on en déduit que :

n
Tr (UtV) = Z U;V;.
i=1

Déterminons le rang de U'V. D’aprés les questions précédentes, on voit que toutes les colonnes
de UW sont proportionnelles au vecteur colonne U, et donc :

rg (U'V) < 1.

En outre, comme U et V sont deux vecteurs colonnes non nuls de M,, 1 (R), il existe des indices
i,7 tels que u; # 0 et v; # 0. En particulier, on voit que u;v; # 0. Mais comme u;v; est le
coefficient de UV situé sur la i-éme ligne et la j-éme colonne, il s’ensuit que UV # 0, et donc :

rg (UV) > 0.

Par conséquent, on en déduit que :

rg (UtV) =1

(b) Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.

(1)

Montrons qu’il existe jo € [1,n] tel que : Vj € [1,n], Ja; € R, C;(A) = «;Cj,(A). Comme
A est une matrice de rang 1, elle est non nulle et donc 'une de ses colonnes est non nulle. En
particulier, il existe un indice jo € [1,n] tel que C},(A) # 0. Fixons cet indice jo. Comme A est
une matrice de rang 1, ses colonnes engendrent un espace vectoriel £ de dimension 1. Comme
Cj,(A) # 0, on voit que (Cj,(A)) est une famille libre de E. Mais comme E est de dimension
1, cette famille est aussi génératrice dans E. En particulier, toutes les colonnes de A sont des
multiples de Cj,(A). Par conséquent, on en déduit qu'il existe jo € [1,n] tel que :

¥ €[1,n], Ja; €R, C5(A) = a;C;, ()]

Montrons qu’il existe deux matrices colonnes non nulles U et V de M,, 1(R) telles que A = U'V.
Pour ce faire, fixons la matrice colonne Cj;(A) trouvée a la question précédente, et posons U =
(u;) = Cj,(A). D’apres la question précédente, on sait que : Vj € [1,n], Jo; € R, C;(A) = o, U.
Si 'on pose V' = (v;) avec v; = a; pour tout ¢ € [1,n], alors on trouve que :

Uy

vw = : (111 vn)
Un
U171 e ULV
UpV1 .. UpUp
a1Uq e pun
A1Up ... OpUp

= (0Cj(A) o anCy(4))

= (Ci(A) .. Cn(4)).

Mais comme C;(A), ..., C,,(A) sont les colonnes de A, il s’ensuit que U'V = A. A noter que les
matrices colonnes U et V sont non nulles, sinon la matrice A serait nulle, ce qui est impossible
vu qu’elle est de rang 1 par hypothése. Par conséquent, on en déduit qu’il existe deux matrices
colonnes non nulles U et V' de M,, 1(R) telles que :



5

(c) D’apres la question (3)(a)(ii4), on sait que toute matrice de la forme A = UV, ot U,V sont

des matrices colonnes non nulles de M,, 1(R), est de rang 1. Réciproquement, on sait d’apres la
question précédente que toute matrice de rang 1 de M, (R) est de la forme A = U'V, ou U,V
sont des matrices colonnes non nulles de M,, 1 (R). Par conséquent, on en déduit que, pour tout
Ae M,R):

rg(A) =1 < 3(U,V)e M, \{0})*, A=U'V.

(4) Partie IV : une application en probabilités.

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P),
telles que X (2) = Y(Q) = [1,n]. Pour tout (i, ) € [1,n]?, on pose m; ; = P([X =i|N[Y = j]), puis
M = (mij)i<ij<n, Ux = (P([X =1]))1<i<n et Uy = (P([Y = 1])1<i<n-

(a) On suppose dans cette question que X et Y sont indépendantes. Calculons tout d’abord Ux Uy .

D’apres les calculs de la question (3)(a)(%) et par définition de Ux et Uy, on trouve que :
PX =1)P(y =1)) PX =1)P([Y =n])

UXth =
PIX =n])P([Y =1]) P(IX =n])P([Y = n])

Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on sait que P([X = ¢])P([Y = j]) =
P([X =14 N[Y = j]) pour tout (i,5) € [1,n]?, et donc :

POX =1)A[Y =1) . P(X=1A[ =n]

UXth =
P(X =n]N[Y =1])

Par définition de la matrice M, on en déduit que :

A présent, montrons que la matrice M est de rang 1. Comme X et Y sont des variables aléatoires
a valeurs dans [1,n], les familles ([X = i])i<i<n €t (Y = j])1<j<n sont des systémes complets
d’événements, et donc :

n n

YP(X ==Y P(Y=4)=1

i=1 j=1
Dés lors, la somme des composantes de Uy (resp. Uy ) est non nulle, et donc 'une des composantes
de Ux (resp. Uy) est non nulle. En particulier, les matrices colonnes Ux et Uy sont non nulles.
Mais comme M = Ux Uy, on en déduit avec la question (3)(c) que :

rg(M) =1.

(b) Dans cette question, on suppose que la matrice M est de rang 1.

(i) Montrons que : C1(M) + ... + C,(M) = Ux. Par définition des C;(M), on trouve que :
P(X =1n[y =1))
Ci(M)+..+Cr(M) = : +..+

PUX =n]A[Y = 1)) 4 ... + P(X = n] [V = n))

Comme la famille ([Y = j])1<j<n est un systéeme complet d’événements d’apres la question
précédente, on obtient avec la formule des probabilités totales que, pour tout i € [1,n] :

P(X =i)) = P(X =i N[Y =1]) + ...+ P([X =i| N[V =n)).

Des lors, il s’ensuit avec les calculs précédents que :

Ci(M)+...+C(M) =



Mais par définition de Ux, on en déduit que :

|C1(M) + ... + Co(M) = Ux |

(ii) Montrons que, pour tout j € [1,n], il existe ; € R tel que C;(M) = 5,;Ux. Pour ce faire,
considérons 'espace vectoriel E engendré par les matrices colonnes Cy(M), ..., Cp,(M). Comme
la matrice M est de rang 1, on voit que dim E = 1. De plus, comme Cy (M) + ...+ C,(M) = Ux
d’apres la question précédente, il s’ensuit que Uy appartient a F. En outre, comme la famille
([X =1])1<i<n est un systéme complet d’événements, on trouve que :

ZP([X =) =1.

Des lors, la somme des composantes de Ux est non nulle, et donc I'une des composantes de
Ux est non nulle. En particulier, les matrice colonne Uy est non nulle, et donc (Ux) est une
famille libre de E. Comme dim E = 1, il s’ensuit que (Ux) est une base de E. Mais comme les
matrices colonnes Cy(M), ...,Cp, (M) appartiennent toutes & E par définition, elles sont toutes
des multiples de Ux. Par conséquent, on en déduit que :

]Vj €[1,n], 38, €R, C;(M)=B,;Ux. \

(iii) Montrons que : Vj € [1,n], P([Y = j]) = B;. D’apres la question précédente, on sait que
C;(M) = B;Ux pour tout j € [1,n], ce qui signifie que, pour tout j € [1,n] :

P(X =1]n[Y =j]) P([X =1])
: =Bj :
P(X =n]n[Y =j]) P([X = n])
En sommant les composantes de ces matrices colonnes, on trouve que, pour tout j € [1,n] :
P(X=1N[Y =j])+ ...+ P(X =n]N[Y =j]) = 5;[P(X =1]) + ... + P([X = n])].

Comme ([X = i])1<;<n est un systéme complet d’événements, on sait que P([X = 1]) + ... +
P([X =n]) =1, ce qui entraine que :

PX=1N[Y =j)+..+P(X=n]n[Y =4])=8; x 1 = B,

De plus, d’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements
([X =1])1<i<n, on obtient que, pour tout j € [1,n] :

Bi=P(X=1nY =j)+..+P(X=n]n[Y =j]) =P([Y =j]).
Par conséquent, on en déduit que, pour tout j € [1,n] :
85 = P(IY = j)).]
(iv) Montrons que les variables X et Y sont indépendantes. D’aprés les questions précédentes, on
voit que C;(M) = P([Y = j])Ux pour tout j € [1,n], ce qui signifie que, pour tout j € [1,n] :
P(X =1]N[Y =j]) P(X =1])

P(X =n]N[Y = j)) P(IX = n))

En particulier, on voit sur les composantes de ces matrices colonnes que P([X =i N[Y =j]) =
P([Y = j])P([X = i]) pour tout (i,7) € [1,n]* Mais comme X et Y sont & valeurs dans [1,n],
on en déduit que :

’les variables X et Y sont indépendantes.

(5) Partie V : une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables.

Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1. On note U et V' deux matrices colonnes non nulles de M,, 1 (R)
telles que A = U'V et on note a = Tr(A).

(a) Montrons tout d’abord que 0 est valeur propre de A. Comme U et V sont deux matrices colonnes
non nulles de M,, 1(R) et que A = U'V, on sait d’aprés la question (3)(c) que rg(A) = 1. Comme
n est un entier > 2 par hypotheése, on voit que :
rg(A—0.Id) =rg(4) =1<n.

Par conséquent, on en déduit que :

’O est valeur propre de A. ‘




A présent, déterminons la dimension du sous-espace propre associé. Pour ce faire, considérons ’en-
domorphisme f de R™ canoniquement associé a A. D’apres le cours, on sait que les sous-espaces
propres Eo(f) et Ep(A) sont isomorphes. En particulier, ils ont méme dimension, et donc :

dim Eg(A) = dim Ey(f) = dimker(f — 0.Id) = dim ker(f).

Comme A est la matrice de f dans la base canonique, on sait d’apres le cours que rg(f) = rg(A) = 1.
En particulier, on obtient avec le théoréeme du rang que :

dim Ey(A) = dimker(f) = dimR"” —rg(f) =n — 1.

Par conséquent, on en déduit que :

’dimEo(A) =n-— 1.‘

Montrons tout d’abord que 'VU = (a). D’aprés la question (3)(a)(ii), on trouve que :
a=Tr(A) = Tr(U'V) = Zuﬂh
i=1

En outre, on obtient par des calculs simples que :

U1

n
WU =(v1 . wp) | 0] = (v + .+ upvy) = (Z uivi> )
i=1

Un

Par conséquent, on en déduit que :
VU = (a).
A présent, montrons que A? = aA. D’apres les propriétés du produit matriciel, on trouve que :
A2 = (UV)? = UVUY = U ('VU) 'V

Comme VU = (a), on voit que 'VU est un nombre réel (aux parenthéses prés). Mais comme la
multiplication par un réel commute avec le produit matriciel, on obtient que :

A2 =U("VU)'V =U x (a) x 'V =a (U'V) = aA.
Par conséquent, on en déduit que :
A% = gA.

Montrons que, si @ = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans M,,(R). Pour ce faire, on raisonne
par I’absurde et on suppose que a = 0 et que A est diagonalisable dans M,,(R). Comme A% = 0
d’aprés la question précédente, le polynéme x — 2 est annulateur de A, et donc 0 est la seule
valeur propre possible de A. Comme de plus 0 est valeur propre de A d’aprés la question (5)(a), on
trouve que 0 est la seule valeur propre de A. Dés lors, comme A est diagonalisable dans M, (R), il
existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M,,(R) telles que :

A=PDpP L.

Comme 0 est la seule valeur propre de A, les coefficients diagonaux de D sont tous nuls, et donc
D = 0. Des lors, il s’ensuit que :

A=Px0x P 1 =0,

mais ceci est impossible puisque A est de rang 1 (et ne peut donc étre nulle). Par conséquent, on
en déduit que, sia=0:

’A n’est pas diagonalisable dans M, (R). ‘

On suppose que a # 0. Calculons tout d’abord AU. D’apres les propriétés du produit matriciel, on
trouve que :

AU = (U'V)U =U ("VU).
Comme VU = (a), on voit que *VU est un nombre réel (aux parenthéses prés). Comme la multi-
plication par un réel commute avec le produit matriciel, on obtient que :

AU =U ("VU) =U x (a) = al.

Par conséquent, on en déduit que :



A présent, montrons que A est diagonalisable. D’apres les calculs ci-dessus, on sait que AU = aU
et que U # 0, et donc U est vecteur propre de A pour la valeur propre a # 0. En particulier, on
voit que a est valeur propre de A, et donc :

dim E,(A) > 1.
De plus, on sait d’apres la question (5)(a) que 0 est valeur propre de A et que :
dim Ey(A) =n — 1.

En particulier, on obtient que dim Eyg(A) + dim E,(4A) > n — 1+ 1 = n. Mais comme A est une
matrice carrée d’ordre n, on sait par ailleurs que dim Fy(A) + dim E,(A) < n, et donc :

dim Ey(A) + dim E,(Ap) = n = dim M, 1 (R).

Par conséquent, on en déduit d’apres le cours que :

’A est diagonalisable dans M, (R). ‘

(e) D’apres les questions précédentes, on sait que A n’est pas diagonalisable si a = 0, et qu’elle l'est
sinon. Mais comme a = Tr(A), on en déduit que, pour toute matrice A de rang 1 de M,,(R) :

’ A est diagonalisable si et seulement si Tr(A) # 0. ‘

(6) Partie VI : construction d’un produit scalaire et d’un endomorphisme symétrique.

(a) Montrons que 'application (M, N) — (M, N) = Tr(!M N) est un produit scalaire sur M, (R). Pour
ce faire, on commence par exprimer (M, N) en fonction des coefficients de M = (m; ;) et N = (n; ;).
Si on pose ‘M = (v ;) et C =*MN = (c; ), alors o ; = m;; pour tout (i,5) € {1,...,n}?, et on a
pour tout (i,5) € {1,...,n}?:

n n
Cij = E :ai,knk‘,j = E :mk,ink,j'
k=1 k=1

Par définition de la trace, il s’ensuit que :
n n n
a(MN) = ey =D > mine.
j=1 j=1k=1

Par interversion des signes sommes et en posant k = 4, on en déduit que :

<M, N> = tl'(tMN) = iimi’jni’j.

i=1 j=1

A présent, montrons que (,) est une forme bilinéaire symétrique définie positive :

Premiére étape : (,) est symétrique.

En effet, pour toutes matrices M = (m; ;) et N = (n; ;) de M, (R), on a :

n

<M, N> = ZZmi,jni,j = ZZni,jmw = <]V7 M>,

i=1 j=1 i=1 j=1

d’oti il s’ensuit que (,) est symétrique.

Deuxiéme étape : (,) est bilinéaire.

En effet, pour toutes matrices M = (m;;), N = (n;;) et P = (p;;) de M,(R), et pour tous
A, i € R, on trouve par linéarité de la transposition et de la trace que :

(AM + uN,P) = tr[(AM + puN)P]
= tr[(AMM + p!N)P]
= tr[\MP + p!NP]
= Atr['MP] + ptr ['N P]

= /\<M,P>—|—M<N,P>,



ce qui entraine que (,) est linéaire & gauche, et donc bilinéaire par symétrie.

Troisiéme étape : (,) est définie positive.

En effet, pour toute matrice M = (m; ;) de M, (R), on a :

(M, M) = anzn:mf,j >0,

i=1 j=1

et donc (,) est positive. De plus, si (M, M) = 0, alors on voit que m; ; = 0 pour tous %, j (car une
somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les réels sont nuls), et donc M = 0. En
particulier, la forme bilinéaire (,) est définie positive.

Par conséquent, on en déduit que :

(,) est un produit scalaire sur M, (R). ‘

(b) On suppose désormais M,,(R) muni de ce produit scalaire. On considére une matrice colonne V =
(vi)1<i<n € Mu1(R) telle que Y1 vZ =1, et l'on pose S = V.

(i)

=1 "1
Montrer tout d’abord que S est une matrice symétrique de M,,(R). D’apres les propriétés de la
transposition, on trouve que :

5 =t(VIV) =t('V) 'V = V!V = 8.

Par conséquent, on en déduit que :

’ S est symétrique. ‘

A présent, montrons que S? = S. D’apres les calculs de la question (5)(b) avec U = V (et donc
avec a = V'V), on trouve que :

S2 = (V'V)? = aS.
Comme a ='VV = 3"  v;u; =Y., v =1 par hypotheése, on en déduit que :
S? =5.

Montrons que 'application ® : M — SM est un endomorphisme symétrique de M, (R). Tout
d’abord, on doit vérifier que ® est un endomorphisme de M, (R). Comme le produit de deux
matrices de M, (R) est une matrice de M,,(R), ® est une application de M, (R) dans M, (R).
Reste & montrer que ® est linéaire. Soient M, N deux éléments de M, (R) et soient A\, u € R.
D’apres les propriétés du produit matriciel, on trouve que :

O(AM + puN) = S(AM 4+ uN) = ASM + puSN = AP(M) + pdP(N).

Par conséquent, on en déduit que :

’ ® est un endomorphisme de M,,(R). ‘

A présent, montrons que ® est symétrique. Pour tout (M, N) € (M,,(R))2, on a :
(®(M),N) = (SM,N) = Tr((SM)N).
D’apres les propriétés de la transposition, on obtient que :
(®(M),N) = Tr((SM)N) = Tr("M"'SN).
Comme la matrice S est symétrique d’apres la question (6)(b)(¢), on trouve que :
(®(M), N) = Te('M'SN) = Te("MSN).

Comme la trace d’une matrice est la somme de ses coefficients diagonaux, elle ne change pas par
transposition (puisque les coefficients diagonaux restent les mémes), et donc on obtient avec les
propriétés de la transposition que :

(®(M),N) = Tr(*‘MSN) = Tr('('MSN)) = Tr(*N'S*(‘M)) = Tr('‘N'SM) = Tr((SN)M).
En particulier, on vient de trouver que :
(®(M),N) = (®(N), M).
Mais comme le produit scalaire est symétrique, il s’ensuit que :
(©(M),N) = (M, (N)).
Comme ceci est vrai pour tout (M, N) € (M, (R))?, on en déduit que :

® est un endomorphisme symétrique de M, (R). ‘




10

(iii)

Vérifions tout d’abord que ®2 = ®. Comme S? = S, on trouve que, pour tout M € M,,(R) :
O*(M) = &(®(M)) = S®(M) = SSM = S*M = SM = &(M).
Par conséquent, on en déduit que :
% = 9.

Comme ®2? = ®, on voit que z — 22 — x est un polynéme annulateur de ®, et donc 0 et 1 sont
les seules valeurs propres éventuelles de ®. En d’autres termes, on a l’inclusion :

Sp( c {0,1}.
Comme Tr(S) = 'VV = 3"  v? = 1 d’aprés les questions précédentes, la matrice S est non
nulle. De plus, comme S2 = S, on voit que ®(S) = S? = S, et donc 1 est valeur propre de ®.
En outre, comme S = V!V et que V est une matrice colonne non nulle, S est de rang 1 d’aprés
la partie III. En particulier, elle est distincte de I'identité (car n > 2), et donc S —Id # 0. Mais
comme S? = S, on voit que ®(S —Id) = S(S —1d) = S-S =0=0x 3, et donc 0 est aussi
valeur propre de ®. Par conséquent, on en déduit que :

[Sp(®) = {0.1} |

On note e l'application identité de M, (R). Montrons que les sous-espaces vectoriels ker(®) et
ker(® — e) sont supplémentaires orthogonaux dans M,,(R). Comme ®2 = & d’apres la question
précédente, 'endomorphisme ® est un projecteur de M,,(R), et donc les sous-espaces vectoriels
ker(®) et Jm(P) = ker(® — e) sont supplémentaires dans M,,(R). Comme de plus 0 et 1 sont
des valeurs propres de ® d’apres la question précédente, on voit que :

Eo(®) =ker(® — 0.e) =ker(®) et E;(P)=ker(® —e).

Mais comme ® est un endomorphisme symétrique, ses sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux d’apres le cours, et donc :

’kcr(‘b) et ker(® — e) sont supplémentaires orthogonaux dans M, (R). ‘

Corrigé du probléeme 2.

Partie A :

étude de deux suites

On définit les suites (un)nen+ €t (Upn)nen+ pour tout n € N* par :

(1) (a) Montrons que, pour tout ¢t > 0, on a :

n

1 n
Uy, = ——In(n+1) et wv, Z
k=1

w\»—‘

k
k=1

t+1 <In(t+1)—In(t) < 1. Tout d’abord, fixons un réel ¢t > 0.

Comme la fonction In est continue sur [¢,¢ + 1] et dérivable sur |¢,¢ + 1], on obtient avec I’égalité
des accroissements finis qu'il existe un réel ¢ €]¢,t + 1] tel que :

In(t+ 1) — In(¢) , 1
n(t+ 1)~ Int) = =Y (o) =
Comme 0 < t < c<t+1, on voit que t+1§C§7 et donc :
1 1
—— <In(t+1)—-In(t) < =.
frq S+l —In{t) <4
Par conséquent, on en déduit que, pour tout ¢t > 0 :
L <In(t+1) - 1(t)<1
—— <In n —.
t+1 —t

(b) Montrons que les suites (u,)nen+ €t (vUn)nen+ sont monotones, puis qu’elles convergent vers une
méme limite notée . Pour tout n € N*, on trouve que :

n+1 n

1 1
Upt1 — Up —k 1%—1n(n+2) ];E—Hn(n—i—l):

—. —In(n+2)+In(n+1).

D’apres la question précédente, on voit que %ﬂ > In(n+2) —In(n + 1), ce qui entraine que :

1
Uptl — Up = i (In(n+2) —In(n+1)) > 0.

Par conséquent, on en déduit que :

’1& suite (uy)nen+ est croissante. ‘
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De méme, pour tout n € N*| on trouve que :

n+1 n
1 1 1
Upt1 — Up = ——In(n+1) - —+4+In(n) = —— —In(n+ 1) + In(n).
— k — k n+1

D’aprés la question précédente, on voit que %H <In(n+ 1) —In(n), ce qui entraine que :

1
Untl = Un = oy - (In(n+ 1) —In(n)) < 0.

Par conséquent, on en déduit que :

’1& suite (vp,)nen+ est décroissante. ‘

Enfin, pour tout n € N*, on obtient que :

n

1 n
Up — Up = E—ln(n)—kz::l

Comme la fonction In est continue en 1, on trouve par composition des limites que :

+In(n+1)=In(n+1) —In(n) =1n (1 + i) .

T =

1
vnun—ln<1+> — In(1) =0.
n

n—-+o0o

En particulier et au vu des points précédents, on constate que les suites (up)nen+ et (Vp)nen+ sont
adjacentes. D’apres le théoréme sur les suites adjacentes, on en déduit que :

’ les suites (t,)nen+ €t (vn)nen+ convergent vers une méme limite (notée 7). ‘

2) Montrons que : > r_ .+ ~ In(n). D’aprés la question précédente, on sait que la suite (v, )nen-
4 k=1 k n—+oo

converge vers -y, ce qui signifie que :

n

1
Up = 7~ In(n) e
k=1

Comme In(n) tend vers 400 quand n tend vers 400, on obtient par quotient des limites que :

Dkt % 1= Dkt % —In(n) —. 0.
In(n) In(n) n—+00

En particulier, ceci entraine que :

Par conséquent, on en déduit que :

(3) (a) Justifions tout d’abord que, pour tout n € N*; on a u, < v < v,. Comme la suite (up)nen- est
croissante et qu’elle converge vers v d’aprés la question (1)(b), on voit que u, < 7 pour tout n € N*.
De méme, comme la suite (vy,)nen+ est décroissante et qu’elle converge vers v d’aprés la question
(1)(b), on voit que v < v, pour tout n € N*. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

A présent, montrons que, pour tout n € N* on a :

% —7| < % Pour tout n € N*, on

trouve que :
untvn |t n 29| |n = un =y
2 2 2 2 2 ’
D’apres I'inégalité triangulaire, ceci entraine que :
un"’”n_ Un_’y_’_un_’y
2 - 2 2 ’

Comme v,, > v d’aprés ce qui précede, il s’ensuit que v, — > 0, et donc ‘”"57‘ = =1 De méme,
comme u,, < v d’aprés ce qui préceéde, il s’ensuit que u,, — vy < 0, et donc ‘“"2—_7‘ = —=. Des

lors, ceci nous donne avec 'inégalité ci-dessus que :

Up + Up
2

i Un—’Y_Un—’Y_Wn—Un

-2 2 2
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Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

Unp, + Un ‘ Un — Un

2

(b) Ecrivons une fonction en Python notée approx qui renvoie une approximation du réel v & 107> prés.
D’apres les questions (1)(b) et (3)(a), on constate que, pour tout n € N* :

Uy, + Up, Uy, — Up, 1 1
— v < ——==-In(1+—).
2 ﬂ 2 2“( +n>

En particulier, on voit que ""JQFU" est une approximation de v & 107° prés si %ln (1 + %) <1075,
Deés lors, pour écrire la fonction en Python recherchée, on pourra procéder comme suit :

import numpy as np

def approx():

s=1

n=1

while 0.5%np.log(1+(1/n))>10**(-5):
s=s+1/(n+1)
n=n+1

u=s-np.log(nt+1)

v=s-np.log(n)

a=(u+v)/2

return a

Partie B : étude d’une fonction définie par une série

(1) Montrons que, pour tout x € [0, +o0l, la série Y (% - ﬁ) converge. Soit x un réel positif fixé. Par

un calcul simple, on trouve que, pour tout k € N* :
1 1 kt+x—k x

ko k+z  k(k+z) kk+z)

Des lors, comme x > 0, on voit que % — k_%x > 0et k(k+x) > k? > 0 pour tout n € N*. En particulier,

ceci entraine que, pour tout k € N* :

1 1 T
0<-——< —.
k' k+x ~ k2
Comme la série de Riemann ) k% converge, il s’ensuit que ) % converge par linéarité, et donc la série
> (% — ﬁ) converge d’apres le critere de comparaison des séries a termes positifs. Par conséquent :

1 1
la série Z <k; — k:—|—> converge pour tout x € Ry.
x

+oo
1 1
Par la suite, on pose pour tout x € [0, +o0] : S(z) = Z (k: - k—|—>
x
k=1

(2) (a) Calculons S(0) et S(1). Par définition, on voit que :
“+o0 1 1 +oo
S5(0) = —-——=]= =0.
0= (;-1)=x0=0
k=1 k=1
De plus, on obtient par télescopage que, pour tout n € N* :
53(1_1>_1_1
P k k+1 n
En particulier, ceci nous donne que :

S(l)—f E—L = lim Zn: E—L = lim 1-— 1 =1
o k k+1 __nA%Hmkzl E k+1) no¥e n+1

k=1
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Par conséquent, on en déduit que :

[S(0) =0 et S(1) =1.]

(b) Montrons que, pour tout n € N*, on a :

n 1 1 2n+1 9 1 n 9
D FoReL) % 22, k 2+l nie14k
k=1 2 k=n+1 k=1 n

Pour ce faire, on va établir par récurrence la propriété P définie pour tout n € N* par :

e () —2e 35 0

k=1 k= n+1
Tout d’abord, on voit que P(1) est vraie. En effet, on trouve par des calculs simples que :
L1 1 1 2 1
) i e e e R}
=1 ta 2

De plus, on obtient que :

241

1 ’1 1 2 1
2—22 = Zk_2—2<2 3> 2-1-2=1,

k:1+l

ce qui entraine que Z}lq:1 (% — k+1) =2 - 2Zi+i+1 #, et donc P(1) est bien vraie. A présent,
supposons la propriété P(n) vraie pour un certain n > 1, et montrons que P(n + 1) l'est aussi. Par
hypothese de récurrence, on trouve que :

B - B st e
ko k+i) ko k+3) n+1l n+1+1

k=1 k=1

1

RUasy
;% TL+%

Z+ 1 2
kn+1k n+1 2n + 3

Ul 1 1 1 1 9
I LT D
Qk n-+1 2n+2 2n+3 n+1 2n+ 3

2n+
k=n-+

= 2-2

+
1 1 1 1 1 2
<k§k n+1 2n+1 2n—0—3>+n+1 2n+ 3
1+1 1 B 1 n 1 B 2
k 2n+1 2n+3 n+1 2n+3

2n+3
1 1 2 1 2
= 2-2 - — -
Z k n—|—1+2n—|—3+n—|—1 2n+3

k=n+2

d’ou il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie a
tout ordre n > 1. Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

n 1 1 2n+1
- =2-2
kz_:l<k k+§) Z

k= n+1




Montrons & présent que, pour tout n € N* :

2n+1 1 n 9
2-2 ), ST
ank 2n—|—1 ne 14y
Tout d’abord, on peut commencer par écrire que :

2n+1 9 2n 1

2—2 — =2 —.

e RS RO

k=n-+1 k=n-+1

En effectuant le changement d’indice i = k — n dans la somme de droite ci-dessus, on obtient que :

2n+1 9 n 1
2—2 — -2 .

Z k 2n+1 .ZTL+i

k=n+1 i=1

Enfin, en utilisant la linéarité de la somme, ceci nous donne que :

2n+1 n n

2 1 1 2 1 2

2-2 Z k D) 1_2 . =2 9 1 Z i
k=n+1 L i:1n1+ﬁ L nz11+ﬁ

Par conséquent, on en déduit avec la premiere égalité que, pour tout n € N* :

n 1 1 2n+1 2 1 n 2
Z(k k+ 2 ) —2 ) k 2n+1_E;1+§‘

k=1 k=n-+1

(c) Déterminons la valeur de S(1/2). D’apres la question précédente, on trouve que :

*(3) - 2(-eip)

=1

Comme la fonction x — H—Z est continue sur [0, 1], on obtient d’aprés le théoréme sur les sommes

de Riemann que :

lim © En: 2 /1 2t 2In(1 + 1))} = 2In(2) — 2In(1) = 2In(2).
0

nﬁ-i-oonk:ll—k% 1+1¢

Par conséquent, on en déduit avec I’égalité (x) que :

S (;) =2 2In(2).
+oo 1

(3) (a) Montrons que, pour tout (z,y) €]0,+oc[?, ona: S(y)—S(z) = (y—x) > 12 Gy - Par linéarité
de la somme, on trouve que, pour tout (z,y) €]0, +oo[?

S(y) = S(@) =
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Toujours par linéarité de la somme, on obtient que, pour tout (z,y) €]0, +oc[? :

X1 1
S(y)—S(x) = ;(m—w)
_ +O°k—|—y—k:—m
N kz::l(k+x)(k+y)
400 y—x
- ’;(k+z)(k+y)

+oo 1

= V0L aEy

k=1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z,y) €]0, +-o0[? :

o0 1

56) =50 = -9 X Ty

Montrons que la fonction S est croissante sur [0, +oo[. Pour ce faire, considérons deux réels z,y > 0

tels que x > y. Comme m > 0 pour tout k € N* et que y — x > 0, on obtient par somme et

produit et d’apres la question précédente que :

+00 1
5(y>—8<x)=(y—x);mzo

En particulier, on vient de montrer que, pour tous réels x,y > 0 tels que = < y, on avait S(z) < S(y).
Par conséquent, on en déduit que :

’1& fonction S est croissante sur [0, +00]. ‘

Montrons que, pour tout = € [0, 400 et pour tout h € R tel que x + h € [0, 400[, on a :
S(x+h)— S X 1 X1
) gt B Y} S8
k=1

h < (k+ x)?
D’apres la question (3)(a) de la partie B, on obtient par linéarité de la somme que :

S(x+h)—SE) X 1 _ T+ h— 2R 1 X1
h _’;(k—FI)Q - h ;(k+x)(k+x+h)_;(k+x)2

00 1 +oo 1

- ;(k+x)(k+z+h)_kz:1(k+x)2

= 1 1
- Z((k+x)(k+x+h) - (k+x)2)‘

k=1
X k+x—k—z—h
- ;((k+x)2(k+x+h)>|
+oo _h
- ;(k+x)2(k+x+h)

“+oo
1
—h
kZ::l (k+2z)2(k+z+h)

Comme tous les termes m sont > 0, ceci entraine que :

Se+h)—SE) &1 | =X 1
h _kZ:l(k+x)2 _‘h|;(/€+x)2(k+w+h)'
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Comme x et z + h sont > 0, on voit que m < k—ls_ pour tout k£ > 1, et donc :

S(x+h)—Sx) X 1 = 1 =1
_ = < —.
‘ h kz::l(k—i—x)2 ‘h|;(k+x)2(k+x+h)*‘h|kzzlk3

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € [0, 400 et pour tout h € R tel que z+h € [0, +o0] :

S(x+h)— S X1 X1
— <|h —.
L S T
k=1 k=1
Montrons que S est dérivable sur [0, +0o[ et que : Yz € [0, +oo], S'(z) = 7% W D’apres la

question précédente, on sait que, pour tout z € [0, +o0o[ et pour tout h € R tel que z+h € [0, 4+00] :

S(x+h)—Sx) <X 1 =1
SWZ@-
k=1

I ’Z(mxw

k=1

0<

Par encadrement, ceci entraine que :

S(x+h)—Sx) X 1
h _Z(k—i—x)Q

—
h—0
k=1
ce qui nous donne en particulier que :
S(x+h)—S R |
(x+h) (z) N Z .
h h—0 (k4 x)?

k=1

En d’autres termes, le taux d’accroissement de S entre = + h et  admet une limite finie quand le
pas h tend vers 0. Comme ceci est vrai pour tout x € R, on en déduit que :

+o00
1
la fonction S est dérivable sur Ry et : Vo € Ry, S'(z) = Z (G
k=1

Par la suite, on admet également que S’ est continue sur [0, +o0l.

Montrons que, pour tout = € [0,4+o00[, on a : S(z+1) = S(x) + %ﬂ Pour tout n € N*, on voit par

linéarité de la somme que, pour tout x € [0, +00[ et pour tout n € N* :

" /1 1
Z(k_k+z+1)

k=1

1 1 n 1 1
E k+1 k+1 k+2+1

1 1 - 1 1
(kk+1>+kz_a:(k+1k+x+1>

Par télescopage dans la premiere somme de droite, on obtient que :

i1_¥_1_1+i1_1
E k+z+1) n+1 E+1 k+zxz+1)°

k=1 k=1

En effectuant le changement d’indice ¢ = k 4 1 dans la deuxieme somme de droite, on trouve que :
n n+1
1 1 1 1 1
[ - 1_ -
Z<k k+x+1) n+1+;<i i+x>

k=1
1 1 (e T |
(1= -
n+1 ( 1—|—x>+;(i i+x)
1 e B |
Tar1 1+x+; (z‘_z‘+x>' ()
Par passage a la limite quand n tend vers +oo dans 1’égalité (x), il s’ensuit que, pour tout = € R :

*i:"’ 11 1 ++i:’° 11
k k+z+1) 1+z i oita)’

k=1 =1
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Mais par définition de S, on en déduit que, pour tout x € Ry :

1

S(x+1)=S(x)+x+l.

Montrons que, pour tout n € N*, on a : S(n) = > ,_, % D’apres la question précédente, on voit
que, pour tout ¢ € N :
1

i+1
Par sommation sur Ientier ¢, ceci nous donne que, pour tout n € N* :

S(i+1) - S(i) =

n—1 n—1

Z(S(iJrl)fS(i)):Ziil.

1=0

Par télescopage sur la somme de gauche ci-dessus, on obtient que, pour tout n € N* :

S(n Zoz—i-l

Comme S(0) = 0 d’apres la question (2)(a) de la partie B, il s’ensuit que, pour tout n € N* :

Sy =3

7=

1
i+1

En effectuant le changement d’indice k = ¢ + 1 dans la somme de droite ci-dessus, on en déduit que,
pour tout n € N* :

??'M—‘

n=Y

k=1

Montrons que : S(x) ~ In(z). Pour ce faire, on pose n, = |[z] pour tout z € R.. Comme
r—r+00

|z] <a < |x]+1 d’apres les propriétés de la partie entiére, on voit que n, < z < n, + 1. Dés lors,
comme la fonction S est croissante sur Ry d’aprés la question (3)(b) de la partie B, on obtient que
S(ng) < S(x) < S(n, + 1) pour tout € Ry. D’aprés la question précédente, ceci entraine que,
pour tout x € R :

nw+1

Zk<5 Zk

Aprés division par In(n,), ceci nous donne que, pour tout z € R :

z 1 Ne 1 1 z 1
he1 & < S(x) k=1% T g1 _ ko1 & L (%)
In(ngy) ~ In(ng) — In(n,) In(n,) (ng +1)In(ny)
Comme n, > x — 1 par construction, on voit que n, tend vers +oco quand x tend vers +oo. Deés
lors, comme Y, + ~ In(n) d’apres la question (2) de la partie A, on obtient par substitution
n—-—+0oQ

que Y7 ¢ In(n,), et donc :

—>+
ny 1
k=1% 1
In(n,) z—+o
Par encadrement dans (x), ceci entraine que :
S(x)

ln(nx) T—+00

3

d’ot il s’ensuit que :

S(z) ~ In(ng). (xx)

T—r+00
En outre, comme z — 1 < n, < z et que la fonction In est croissante sur R , on obtient que
In(z — 1) < In(ny) < In(x) pour tout > 1. Apres division par In(z) (qui est > 0siz > 1), on
trouve que, pour tout x > 1 :
In(z —1) _ In(ng) <1
In(z) — In(z) —
ce que l'on peut réécrire sous la forme suivante :
In(1—1) ~ In(z) +In(1 - 1) < In(n,)
In(z) In(z) ~ In(z)

1+

< 1. (kxx)
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Par encadrement dans (* x *), ceci entraine que :

In(n,)
ln(x) T—+00

)

d’ot il s’ensuit que :

In(n,) ool In(z). (k% xx)

En mettant bout & bout les équivalences (%) et (x * **), on en déduit que :

S(x) ~ In(z).

T—+00

Soit u, le réel défini dans la partie A. Vérifions que, pour tout n € N*, on a :

we [ ()
Par linéarité de I'intégrale, on voit que, pour tout n € N* :
1 ot 1
e = S )
[Grm)e = 2 G

n

= Z {%fln(ker)];

k=1
= kzi:l (/1 —0—In(k+1) —|—ln(k))
_ ;é (; (k1) — ln(k))> .

Par linéarité de la somme, ceci nous donne que, pour tout n € N* :

/okl(_’f“?> Z——Zlnkz—i—l In(k)) .

k=1
Par téslescopage dans la deuxiéme somme de dr01te m—dessus, on obtient que, pour tout n € N* :

1n 1 1 noq "
/0;<k_;m)d“’_ 7~ (n(n+1) - 1n(1)):k:1%—ln(n—|—l).

Mais par définition de u,,, on en déduit que, pour tout n € N* :

/oz<k+x)d”

Montrons que, pour tout n € N*, on a : 0 < fol S(x)dr —u, < 5 Zk il % % Pour tout n € N* et
pour tout z € R, on obtient que :

S(x)_zn:<llc_lciac)::i(lle_kiJ_kZ:(llc_kix):kg <;_kix>

k=1 =1 +1

Apres calculs, ceci nous donne que, pour tout n € N* et pour tout x € R :

k+x—
k:(k+:c Z kk+x

A noter que, comme x > 0, on a 0 < (k+ ) 77 pour tout k£ € N*. Par sommation sur I'entier k,
on trouve par linéarité de la somme que, pour tout x € R et pour tout n € N* :

"1 1 =X g =1
05503 (3 5i3) S X per L @

k=1 k=n-+1 k=n-+1

n —+oo

),

k=1 k=n+1

Par croissance de I'intégrale, ceci entraine que, pour tout n € N* :

°</1< i(‘km))d“/ >

k= n+1
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Par linéarité de I'intégrale, on obtient que, pour tout n € N* :
1 1 1 eyt
0< S(z)dx — - — dr < — xdzx.
< [s@a- [ Y (i-ms)es X ow )
k=1 k=n+1
D’apres la question précédente, il s’ensuit que, pour tout n € N* :

400 1

: /

— xdx.
|

k=n-+1

1
OS/ S(x)dx — u, <
0
1

Mais comme fol xdr = [%2} = %, on en déduit que, pour tout n € N* :
0

1 1 +o00 1
OS/O S(Jc)da:—un§§ Z =k
k=n+1
(c) Montrons que : fol S(z)dx = ~y. D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n € N* :
1 1 +oo 1
OS/O S(a:)d:z:fungi Z =k
k=n+1

/. . 1 “+oo 1
Comme la série de Riemann ) 5 converge, son reste ) ;= | 75 tend vers 0 quand n tend vers
+00. Par encadrement, ceci nous donne que :

1
/ S(x)dx —u, — 0,
0 n—-+00

ce que l'on peut réécrire sous la forme suivante :

1
li = dx.
LM /0 S(x)dx

Mais comme cette limite est égale a « par définition, on en déduit que :

/01 S(x)dx = .

Partie C : application en probabilité

1
On consideére la fonction f définie pour tout « € R par f(x) = — stz > 1 et par f(z) = 0 sinon.
T

(1) Montrons que f est une densité de probabilité.

— Tout d’abord, comme la fonction f est nulle sur | — 0o, 1], elle est positive sur | — 0o, 1[. De plus,
comme f(z) = m—lg pour tout 2 > 1, on voit que f est positive sur [1, +00[, et donc f est positive sur R.

— Par ailleurs, comme la fonction f est nulle sur | — oo, 1[, elle est continue sur | — oo, 1[. En outre,
comme f(z) = % pour tout = > 1, on voit que f est continue sur |1, +oo[ comme inverse d’une
fonction continue sur |1, +oo[, qui ne s’annule pas sur |1, 4+o00], et donc f est continue sur R\ {1}.

— Reste a montrer que l'intégrale fjocf f(t)dt converge et est égale & 1. Comme la fonction f est nulle

sur | — oo, 1], l'intégrale f_loo f(z)dz converge et de plus :

/_100 F@)dz = 0.

En outre, on trouve que, pour tout a > 1 :

oo [ 5= -k

En particulier, ceci nous donne que :

/af(a:)dle—l — 1
1

a a——+oo

Des lors, I'intégrale f1+°° f(x)dx converge et vaut 1. D’apres la relation de Chasles, il s’ensuit que
lintégrale f_JrOOOO f(x)dx converge et vaut 0+ 1 = 1.
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Par conséquent, on en déduit que :

la fonction f est une densité de probabilité. ‘

Par la suite, on considére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f. De plus, on définit la
variable aléatoire Y par : Y = X — | X|, ot |x| désigne la partie entiére du réel x.

(2) (a)

Déterminons la fonction de répartition Fx de X. Si x < 1, alors on voit que :
x xr
Fﬂ@:/‘f@ﬁz/ 0.dt = 0.
—o0 —o00
Si maintenant x > 1, alors on trouve avec la relation de Chasles que :

T 1 T T
Fﬂ@/mfmﬁ/,0ﬁ+ﬁmg0+{i]1;
—oc0 —oc0 1

Par conséquent, on en déduit que :

0 si x<1
Fx@=3 11 § o1
X

Montrons que la variable aléatoire X n’admet pas d’espérance. Par définition, la variable aléatoire X
admet une espérance si et seulement si l'intégrale fj;: tf(t)dt converge absolument. Comme f est
nulle sur | — 0o, 1], on voit que X admet une espérance si et seulement si I'intégrale 1+°O tf(t)dt =

1+°O % converge absolument. Mais ceci n’est pas le cas car on reconnait ici une intégrale de Riemann
divergente. Par conséquent, on en déduit que :

’ la variable aléatoire X n’admet pas d’espérance. ‘

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0, 1[. Montrons que, pour tout z € R :

Eﬂ@:P<11U§x>

Supposons tout d’abord que & < 1. Comme U suit la loi uniforme sur ]0, 1], on voit que 0 < U < 1
et 0 <1—U < 1, ce qui entraine que ﬁ > 1> z. D’apres la question (2)(a) de la partie C, ceci
nous donne que :

P(ljU§x>:0:Fﬂm.

Supposons maintenant que z > 1. Comme U suit la loi uniforme sur ]0, 1], on voit que 0 < U < 1
et 0 <1—U. Des lors, comme x > 0, on trouve que :

P<1EU§x>Pﬂ§xﬂU»P<1§1U>P<U§11>

T T

Comme 1 — % est compris entre 0 et 1 et que U suit la loi uniforme sur |0, 1], il s’ensuit que :

L R Y ) PR

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € R :

e P (10 <5).

Déterminons une fonction en Python notée simulX qui réalise et affiche une simulation de X. D’apres
la question précédente, on sait que, si U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur |0, 1],
alors on a pour tout z € R :

FX(x):P< <$>:F1 (z).

1-U -~ =

En particulier, on voit que X et ﬁ suivent la méme loi. Dés lors, on procédera comme suit :
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import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulX(Q):
u=rd.random()

x=1/(1-u)
return x
3) (a) Montrons que, pour tout x € [0,1[,ona P(Y < x) = +:°° P(k < X <k+ x). Notons que, comme
k=1
f est nulle sur | — oo, 1[, la variable aléatoire X est & valeurs dans [1,4o0[, et donc la variable

aléatoire | X | est a valeurs dans N*. Dés lors, d’apres la formule des probabilités totales appliquée a
I'événement [Y < z] et au systéme complet d’événements (| X | = k)gen+, on trouve que, pour tout
réel z € [0,1] :

+oo
P(Y <) = Y P(IY <a]n[lX] = k)
k=1

+oo
= Y P(X - [X) < a)n[1X] = k)
k=1

+oo

— ZP([kagx]m[k§X<k+1])
k=1
“+oo

— ZP([X§k+x]O[k§X<k+1])
k=1
+oo

= Y P(k<X<k+a).
k=1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x € [0, 1] :

+oo
P(Y<z)=) Pk<X<k+ua)
k=1

A présent, montrons que, pour tout z € [0,1[, on a P(Y < z) = S(x). Comme X est une variable &
desnité, de densité f, on a d’aprés la question de la partie C' que, pour tout x € [0, 1] :

P(Y <z) = ioP(kSXSker)

Par conséquent, on en déduit par définition de S que, pour tout = € [0, 1] :

|P(Y <2)=S(a) |

(b) Déterminons la fonction de répartition de Y. D’apres les propriétés de la partie entiére, on sait que
| X| <X < |X]+1, ce qui entraine que 0 <Y = X — | X | < 1, et donc Y est a valeurs dans [0, 1].
En particulier, ceci nous donne que Fy(x) =0six < 0 et Fy(x) = 1 si x > 1. Par conséquent, on
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en déduit avec la question précédente que :

0 si <0
Fy(z)=4 S(x) si z€][0,1]
1 si x>1

(¢) Montrons que Y est une variable aléatoire a densité. Comme la fonction Fy est constante sur |—oo, 0]
et sur ]1, +ool, elle est de classe C° et C! sur ces deux intervalles. De plus, comme la fonction S est
dérivable et que sa dérivée est continue sur [0, 1] d’aprés la question (3)(d) de la partie B, on voit
avec la question précédente que Fy est de classe C° et C! sur [0, 1[, et donc Fy est de classe C° et C!
sur R\ {0,1}. Reste & montrer que Fy est continue en 0 et en 1. Comme la fonction S est dérivable
sur R, d’apres la question (3)(d) de la partie B, la fonction S est continue en 0. De plus, comme
S(0) = 0 d’apres la question (2)(a) de la partie B, on obtient que :

lim Fy(x)= lim 0=0 et lim Fy(z)= lim S(z)= 5(0) =0 = Fy(0).
z—0— z—0— z—0t z—0t
En particulier, ceci nous donne que :
lim Fy(x) = 0 = Fy(0),
x—0

et donc Fy est continue en 0. De méme, comme la fonction S est dérivable sur R} d’apres la question
(3)(d) de la partie B, la fonction S est continue en 1. De plus, comme S(1) = 1 d’apres la question
(2)(a) de la partie B, on obtient que :

lim Fy(z)= lim S(z)=S5(1)=1=Fy(l) et lim Fy(z)= lim 1=1.

—1- rz—1—

T z—1t r—1t

En particulier, ceci nous donne que :
;1_>H11 Fy(ﬁ) =1= Fy(].),

et donc Fy est continue en 1. En résumé, on vient de montrer que Fy était continue sur R et de
classe C* sur R\ {0,1}, et donc :

’1& variable aléatoire Y est a densité. ‘

Par dérivation, une densité de Y est donnée par :

0 si <0
fr(@) =1 S'(z) si zel0,1]
0 si z>1

Par conséquent, on en déduit avec la question (3)(d) de la partie B que :

400 1
fy(l‘) = ; (k + 1’)2 sl € [07 1[
0 sinon

(4) Justifions tout d’abord que Y admet une espérance. D’apres la question (3)(d) de la partie C, on sait

que 0 <Y < 1. Dés lors, comme la variable aléatoire constante égale a 1, on obtient par existence de
I’espérance par domination que :

’ Y admet une espérance. ‘

A présent, montrons que E(Y) = 1 — 4. Comme fy est nulle en dehors de [0,1] d’aprés la question
précédente, on voit que :

E(}/)=/+Do tfy(t)dt:/ol tfy(t)dt:/ltS’(t)dt.

—0o0 0

Posons alors u(t) = t et v(t) = S(t) pour tout t € [0,1]. Alors les fonctions u et v sont de classe C*
sur [0,1] et de plus, on a u/(t) = 1 et v/(t) = S'(t) pour tout ¢ € [0, 1]. Par intégration par parties, on
trouve que :

BE(Y) = /O Wt (Hdt = [u(t)o(t))} — /0 ! (Bot)dt = [1S(1)]} — /O S(t)dt.

D’apres les questions (2) et (5)(c) de la partie B, on en déduit que :

B(Y)=S(1) - /01 S(t)dt =1 — .
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2. Sujet type HEC-ESSEC Maths 1

Le probleme comporte cing parties. Dans les trois premieres parties, on étudie des propriétés usuelles des
matrices de la forme A4, ot A € M,,(R). Dans la quatriéme partie, on définit la racine carrée d’une matrice
symétrique dont les valeurs propres sont strictement positives, afin d’obtenir une décomposition d’une matrice
A inversible de M,,(R). Dans la cinquieéme partie, on applique ce qui précede au calcul de la distance d’une
matrice A inversible de M, (R) & ensemble des matrices orthogonales de M., (R). Dans tout le probléme :

n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
By = (e1, ..., e,) désigne la base canonique de R™.
Siz =", e est un vecteur de R", on lui associe la matrice :

T1
X =
Tn

de ses coordonnées dans la base By.

On note GL,, (R) ’ensemble des matrices inversibles de M, (R).

(', ) est le produit scalaire canonique sur R™ et la norme euclidienne qui lui est associée est notée || || .
Si A € M, (R), *A désigne sa transposée et Tr(A) désigne sa trace.

I,, désigne la matrice unité de M, (R) et Id ’endomorphisme identité de R™.

Endomorphisme adjoint : Si A € M, (R) et si f est I'endomorphisme canoniquement associé a A,
on note f* l'endomorphisme canoniquement associé a la matrice ‘A. On notera aussi sy = f*o f
I’endomorphisme canoniquement associé & la matrice ‘AA.

Si A est un nombre réel, on définit :

Ex(f) =ker (f —AId) et Ex(A) =ker(A— M) ={X € M,,1(R), (A—\,,)X =0}.

Liste étendue des valeurs propres : Lorsqu’une matrice A de M,,(R) est diagonalisable, on appelle liste
étendue des valeurs propres de A une liste de nombres réels ou chaque valeur propre A de A se trouve
répétée dim E(A) fois. Par exemple, la matrice :

1 00
0 4 0
0 0 4

admet (1,4,4) pour liste étendue des valeurs propres.

S(R™) (respectivement S, (R)) désigne 'ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respective-
ment des matrices symétriques de M, (R)).

ST(R™) (respectivement S, (R)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respecti-
vement des matrices symétriques de M,,(R)) a valeurs propres positives ou nulles.

On note O,,(R) I'ensemble des matrices orthogonales de M,,(R). Si P € M,,(R), on rappelle que P est
une matrice orthogonale si P est inversible et si P~ = P.

On rappelle la propriété suivante notée (x) : "toute partie non vide et majorée de R admet une borne
supérieure, et toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure".

Matrices définies par bloc : Considérons r € [1,n — 1] et (A, B) € M,,(R)? définies par

_ A1 A2 _ Bl B2
A_<A3 A4) et B—<B3 B4)’

ot (A1, B1) € M,.(R)2, (A4, By) € M,—(R))?, (A2, Ba) € M, ,_(R))? et (A3, B3) € My, (R))2.
On utilisera sans démonstration les égalités suivantes :

AB — Ai1By + ABs A1By + AxBy ot 4 — ‘A, A,
- A3B1 + A4B3 A3B2 + A4By - tA3 tA4 ’

Partie I : Un premier exemple.

1 _
Soit a un réel différent de 1 et posons : A = (1 1> .
l—a\a —a

(1)

Déterminons tout d’abord le rang de A. Comme les deux colonnes de A sont proportionnelles et qu’elles
sont non nulles, on voit que :

rg(A) = 1.

Calculons ensuite A2. Par des calculs simples, on trouve que :

e L (1 -1y, 1 (1 -1\__1 (1-a -l+a
T 1—-a\a —a l—a\a —a) (1-a)? a—a®> —a+ad?)’
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Par conséquent, on en déduit apres simplification que :
A? = A.

Comme A2 = A, il s’ensuit que f2 = f, et donc :

I’endomorphisme f canoniquement associé a A est un projecteur. ‘

Comme f est un projecteur de R?, on sait d’apres le cours que :
R? = ker(f) @ Im(f) = ker(f) @ ker(f —1d).

De plus, comme rg(f) = rg(A) = 1, on voit d’apres le théoréme du rang que dimker(f) = 2—rg(f) =1,
et donc 0 est bien valeur propre de f. En outre, comme R? = ker(f) @ ker(f — Id), ceci entraine que
dim ker(f) + dim ker(f —Id) = 2, et donc dim ker(f —Id) = 1. En particulier, 1 est aussi valeur propre
de f, et donc la somme directe ci-dessus peut se réécrire sous la forme :

R? = Eo(f) @ Ev(f).

Par conséquent, on en déduit que :

I’endomorphisme f est diagonalisable. ‘

Par ailleurs, on constate que :

[Sp(f) = {0,1}.]

Enfin, déterminons les sous-espaces propres de f. Par des calculs simples, on trouve que :

)=l Z)0)=6) o )= Z)()=0)

En particulier, ceci entraine que (1,1) et (1,a) sont vecteurs propres de f pour les valeurs propres
respectives 0 et 1, et donc Vect((1,1)) C Eo(f) et Vect((1,a)) C E1(f). De plus, comme (1,1) # (0,0),
la famille ((1,1)) est libre, et donc c’est une base de Vect((1,1)). De méme, comme (1,a) # (0,0), la
famille ((1,a)) est libre, et donc c’est une base de Vect((1,a)). En particulier, on voit d’apres ce qui
précede que :

dim Vect((1,1)) =1 =dim Eo(f) et dim Vect((1,a)) =1 = dim F; (f).
Mais comme Vect((1,1)) C Eo(f) et Vect((1,a)) C E1(f), on en déduit que :

| Eo(f) = Vect((1,1)) et Ei(f) = Vect((1,a)). |

Calculons tout d’abord M = *AA. Par des calculs simples, on trouve que :

1 1 a 1 /1 -1 1 1+a®> —(1+ad?
_t — —
M_AA_l_a(—l —a>X1—a<a —a>_(1_a)2 (_(1+a2) 1+a® )°

Par conséquent, on en déduit que :

- i 10

A noter que, comme M est symétrique, on obtient d’apres le théoréme spectral que :

’1& matrice M est diagonalisable. ‘

Comparons & présent ker f et ker(sy). Pour ce faire, considérons un élément x de ker(f). Alors on voit
que f(x) = 0, ce qui entraine que f* o f(x) = f*(f(x)) = f*(0) = 0 car f* est linéaire, et donc x
appartient & ker(sy). En particulier, on a :

ker(f) C ker(sy).

Comme les deux colonnes de M sont proportionnelles et qu’elles sont non nulles, on voit que rg(s;) =
rg(M) = 1. D’apres le théoréme du rang, ceci entraine que dimker(sy) = dimR? —rg(sf) =2 —1=1.
Des lors, comme dimker(f) =1 = dimker(sy) et que ker(f) C ker(sy), on en déduit que :

’ker(f) = ker(sf).‘

Enfin, déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de s;. Comme dimker(sy) = 1, on
voit que 0 est valeur propre de sy et que Ey(sy) = ker(sy) = ker(f) = Eo(f) = dim Vect((1,1)) d’apres
la question précédente. De plus, comme M est diagonalisable, la somme des valeurs propres de M (et

2 2
donc de sy) est égale a 2((11:;1)2), et donc A\, = 2((11:;1)2) est valeur propre de s¢. Par ailleurs, on voit que :

()=t (e ) () - ()
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En particulier, ceci entraine que (1, —1) est vecteur propre de sy pour la valeur propre A,, et donc
Vect((1,—1)) C Ex,(ss). De plus, comme (1,—1) # (0,0), la famille ((1,—1)) est libre, et donc c’est
une base de Vect((1, —1)). En particulier, on voit d’aprés ce qui précede que :

dim Vect((1, —1)) = 1 = dim Ej_(s¢).

Mais comme Vect((1,—1)) C E\,(sf), il s’ensuit que E,(sy) = Vect((1, —1)). Par conséquent, on en
déduit que :

CL2
Sp(sy) = {oiﬁlf))} Bo(sf) = Vect((1,1)), Bapaz, (s7) = Veet((1,—1)).

(1—a)?

Déterminons a quelle condition nécessaire et suffisante M est la matrice d’un projecteur. Par des calculs
simples, on trouve que :

o _ 1 [ 1+a® —(1+a?)) 1 [ 1+a —(1+a?
M ( )< )

(1—a)? \-(1+a®) 14a? 1—a2 \—(1+a) 1+a?
_ 1 20 +a®?  —2(1+a»?\ _  2(1+d?)
T (1-a)t <—2(1 +a%)?  2(1+ a?)? ) - WM

Des lors, on voit que M est la matrice d’un projecteur si et seulement si M? = M, c’est-a-dire si

((11+;)2) = 1. En particulier, ceci revient & écrire que 2(1 + a?) = (1 — a)?, c’est-a-dire a® +2a + 1 =
(14 a)? =0, ou en d’autres termes que a = —1. Par conséquent, on en déduit que :

’M est la matrice d’un projecteur si et seulement si a = —1. ‘

Partie IT : Généralités.

(1)

Produit scalaire sur M, (R).

(a) Soient A = (ai,j)(i Hepnpz €6 B = (bivj)(ij)e[[l.n]]Q deux matrices de M,,(R). Donnons Iexpression
de Tr(*AB) en fonction des coefficients de A et de B. Si l'on pose ‘A = (a; ;) et C ='AB = (¢;5),
alors «; ; = aj; pour tout (i,5) € {1,...,n}% Par produit ligne-colonne, on trouve que, pour tout

(i,5) € {1,....,n}*:
n n
Cig = D @ipbrg = Y aibi;.
k=1 k=1

Par définition de la trace, il s’ensuit que :

tAB ZCJJ—ZZCL]CJI)]C]

j=1k=1

Par interversion des signes sommes et en posant k = i, on en déduit que :

r('AB) = ZZam i

=1 j5=1

(b) Montrons que Papplication (,)s : (4, B) — Tr(*AB) est un produit scalaire sur M,,(R). Pour ce
faire, on va vérifier que {, )2 est une forme bilinéaire symétrique définie positive :

Premiére étape : (,)2 est symétrique.

En effet, pour toutes matrices M = (m; ;) et N = (n; ;) de M,(R), on a :

(M,N)s =33 "mijnij=> > nijmij=(N,M)s,

i=1j=1 i=1 j=1

d’ott il s’ensuit que (, )5 est symétrique.

Deuxiéme étape : (,)2 est bilinéaire.
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En effet, pour toutes matrices M = (m;;), N = (n;;) et P = (p;;) de M, (R), et pour tous
A, 1w € R, on trouve par linéarité de la transposition et de la trace que :

(AM + uN,P)y = tr[(AM + uN)P]
= tr[(A'M + p'N)P]

= tr[MMP + NP

Atr ['M P] + ptr ['N P)

= A<M7P>2+,U<N7P>2a

ce qui entraine que (,)o est linéaire & gauche, et donc bilinéaire par symétrie.

Troisiéme étape : (, ) est définie positive.

En effet, pour toute matrice M = (m; ;) de My, (R), on a :
n n
(M, M)s =3 3 mi; >0,
i=1 j=1
et donc (, )2 est positive. De plus, si (M, M), = 0, alors on voit que m; ; = 0 pour tous 4,j (car

une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les réels sont nuls), et donc M = 0. En
particulier, la forme bilinéaire (, ) est définie positive.

Par conséquent, on en déduit que :

(,)2 est un produit scalaire sur M,,(R). ‘

Dans la suite du probléme, on notera ||A]2 = 4/Tr(*AA) la norme euclidienne associée a (, )o.

Rappelons tout d’abord l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour toutes matrices A, B € M,,(R), on a :

’ [(A, B)a| < ||All2.]|B|l2 avec égalité si et seulement si A et B sont colinéaires. ‘

A présent, vérifions que :
VA € M,(R), Tr(A%) < Tr(*AA).
Pour tout A € M,,(R), on trouve avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz que :
Te(42) = (14, A)s < [Allo-|Alls. (+)
D’apres les propriétés de la trace, on obtient que :
IFAI13 = Tr(*(*4)'A) = Tr(A'A) = Tr(*AA) = | A|3.

En passant a la racine carrée, on trouve que [|!Allz = || 4|2 pour tout A € M, (R). En reportant
cette égalité dans (x), il s’ensuit que :

Te(4?) < 4] = Tr (‘44)
Par conséquent, on en déduit que, pour tout A € M, (R) :
Tr(A?) < Tr ("AA).

Montrons & présent que : Tr(A2?) = Tr(*AA) <= A € S,(R). D’aprés le cas d’égalité dans I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on voit que |Tr(A?%)| = Tr(*AA) si et seulement si les matrices A et ‘A sont
colinéaires. Comme A est nulle si et seulement si 'A I'est, on obtient que |Tr(A?)| = Tr(*AA) si et
seulement s’il existe une constante \ telle que ‘A = AA. En particulier, si Tr(A42?) = Tr(*4A4), alors
on trouve par linéarité de la trace que :

Tr(A?%) = Tr(*AA) = Tr(AA?%) = ATr(4?).

Des lors, on voit que, soit Tr(A4%) = 0, soit Tr(A42%) # 0 et A = 1. A noter que, si Tr(4%) = 0, on
obtient avec I’égalité ci-dessus que Tr(*AA) = ||A||2 = 0, ce qui entraine que A = 0, et donc A est
symétrique. Si maintenant Tr(A2?) # 0, alors on voit que A = 1, ce qui implique que A = A, et
donc A est encore symétrique. Dans tous les cas, on vient de montrer que, si Tr(A?) = Tr(*4A4),

alors A est symétrique. Quant & la réciproque, elle est évidente puisque, si ‘A = A, alors on a
Tr(A?%) = Tr(AA) = Tr(*AA). Par conséquent, on en déduit que :

Tr(A?) =Tr ("AA) < A€ S,(R).
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Dans la suite, A € M, (R) et f est toujours 'endomorphisme canoniquement associé a A.

(2) Caractérisation de la matrice de f* en base orthonormée : Soit B’ = (e}, ..., €},) une base orthonormée
de R™, on note P la matrice de passage de By vers B’ et A’ la matrice de f dans la base B'.

(a)

Rappelons la relation liant A et A’. Comme A est la matrice de f dans la base By et que A’ est
la matrice de f dans la base B, on obtient d’apres la formule de changement de bases pour les

endomorphismes que :
A =P 'AP.

Rappelons pourquoi P est une matrice orthogonale. Comme P est la matrice de passage entre deux
bases orthonormées de R™ pour le produit scalaire canonique, il s’ensuit que :

’ P est une matrice orthogonale. ‘

Montrons que A’ est la matrice de f* dans la base B’. Comme f* est 'endomorphisme canonique-
ment associé & *A, on trouve d’aprés la formule de changement de bases que :

matgl(f*) = Pgol’B,mCl’(BO (f*)PBO,B’ =p! (tA) P.
En outre, comme P est orthogonale, on sait que ‘P = P~!, et donc on obtient d’apres la question
(2)(a) que :
matg (f*) = P~ ("A) P ="P'"AP = "P'"A(P~) =" (P'AP) = '(4)).

Par conséquent, on en déduit que :

’tA’ est la matrice de f* dans la base B'.

(3) Réduction de sy.

(a)

Vérifions que, pour tout X € M,, 1(R), on a : 'X({AA)X = ||AX]|?. D’apres l'écriture matricielle
du produit scalaire canonique dans M,, 1(R), on trouve que, pour tout X € M,, 1(R) :

X (TAA)X = 'X'AAX = H(AX)(AX) = ||AX] >
Par conséquent, on en déduit que, pour tout X € M, 1(R) :

X (AA)X = |AX|

Montrons tout d’abord que ker(f) = ker(sy). Pour ce faire, considérons un élément x de ker(f).
Alors, on voit que f(z) = 0, ce qui entraine que f*o f(z) = f*(f(z)) = f*(0) = 0 car f* est linéaire
par définition, et donc sy(z) = 0 et « appartient & ker(sy). En particulier, on voit que :

ker(f) C ker(sy).

A présent, considérons un élément = de ker(sy). Alors, on voit que s¢(x) = 0, ce qui signifie que
f*o f(x) =0.8Si X est le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base canonique de R",
alors 'égalité précédente entraine en termes matriciels que AAX = 0. En particulier, on trouve
que ‘X'AAX ='X0 = 0, ce qui entraine que ||AX||?> = 0, et donc AX = 0. En retraduisant cette
relation matricielle, il s’ensuit que f(x) = 0, et donc z appartient & ker(f). En d’autres termes, on
a montré que :

ker(f) C ker(sy).
Par double inclusion, on en déduit que :

’ker(f) = ker(sy). ‘
Vérifions maintenant que rg(sy) = rg(f). Comme ker(f) = ker(sy), on obtient d’apres le théoreme
du rang que :
rg(sy) = dim R" — dimker(s¢) = dim R" — dimker(f) = rg(f).

Par conséquent, on en déduit que :

[ra(ss) = r8(f)-|

Vérifions que s est un endomorphisme symétrique de R™. Comme f et f* sont des endomorphismes
de R”, sy = f* o f est un endomorphisme de R” comme composée d’endomorphismes de R™. Reste
a montrer que sy est symétrique. Comme sy = f* o f, on voit que :

matg, (sf) = "AA.

D’apres les propriétés de la transposition, on trouve que :
t(matg, (sf)) = t(tAA) =1t (tA) ="AA = matg, (sy).
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En particulier, la matrice matg,(s;) est symétrique. Mais comme By est une base orthonormée de
R™ (vu que c’est la base canonique de R™), on en déduit que :

’ sf est un endomorphisme symétrique de R". ‘

Montrons que les valeurs propres de sy sont positives ou nulles. Pour ce faire, considérons une valeur
propre A de sy, et soit  un vecteur propre de s; pour la valeur propre A. Si X est le vecteur colonne
des coordonnées de x dans la base canonique de R™, alors on voit que sy(z) = Az, ce qui entraine
en termes matriciels que AAX = AX, et donc :

IXTAAX = N'X X.
D’apres I’écriture matricielle du produit scalaire canonique dans M,, 1(R), on trouve que :
IXTAAX = ||AX|)? = )| X2

Comme z est un vecteur propre de sy, il est non nul, ce qui entraine que X # 0, et donc || X||? > 0.
Des lors, on voit que :

|AX >
A= > 0.
X1

Par conséquent, on en déduit que :

lles valeurs propres de sy sont positives ou nulles. ‘

On note r = rg(f) et on suppose pour la fin de la question (3) que 1 <r <n—1.

Justifions qu’il existe une base orthonormée C = (¢4, ..., &, ...,&,) de R™ dans laquelle la matrice de
sy est de la forme :
D Onn—r
On—r,'f On—r,n—r ’

ou D est une matrice diagonale d’ordre r dont les éléments diagonaux i, ..., A, sont strictement
positifs et ot 0, 5,—y, 0p—rr, O,—yn—r sont des matrices dont tous les coefficients sont nuls. Comme
I’endomorphisme sy est symétrique d’apres la question (3)(c), sy est diagonalisable en base ortho-
normée d’apres le théoréme spectral. Fixons une base orthonormée de diagonalisation C = (&1, ..., &,)
de sy telle que les valeurs propres associées Ay, ...., A, soient rangées en ordre décroissant. Comme
1 <rg(f) <n—1etquerg(sy) = rg(f) d’apres la question (3)(b), 'endomorphisme sy n’est ni
nul ni inversible. En particulier, tous les A; ne sont pas nuls et il y en a au moins un qui l'est. Des
lors, comme les valeurs propres de sy sont > 0 d’apres la question précédente, il existe un entier
r’ € [1,n—1] tel que A\; > 0 pour tout ¢ € [1,7'] et A\; = 0 pour tout i € [r’,n]. Si D’ est la matrice
diagonale d’ordre r’ dont les éléments diagonaux A1, ..., A,s, alors on voit que :

DI Or’ n—r’

mate(sg) = ’ .
tC( f) <Onr’,r’ Onfr’,nfr'

En particulier, comme A; > 0,...,A\» > 0, on voit que rg(sy) = r’. Mais comme rg(sys) = rg(f)

d’apres la question (3)(b), il s’ensuit que 7' = 7. Par conséquent, on en déduit qu’il existe une base

orthonormée C = (g1, ...,&p, ..., &) de R™ et une matrice diagonale D d’ordre r dont les éléments

diagonaux Ap, ..., A, sont strictement positifs, telles que :

D Orn—r
mutc(sf) = <0 ’ > .

n—r,r On—r,n—r

Montrons tout d’abord que la matrice de f dans la base C est de la forme :
_ Al Or,n—r
matC(f> N (AS On—r,n—r ’

ou A; € M, (R) et Az € M, (R). D’apres la question précédente, on sait que la matrice de sy
dans la base C est de la forme :

mate(sy) = (0

En particulier, les (n — r) derniéres colonnes de cette matrice sont nulles, et donc on voit que
sf(erq1) = 0,...,87(e) = 0. Comme ker(sy) = ker(f) d’apres la question (3)(b), il s’ensuit que
f(ers1) =0,..., f(en) = 0, et donc les (n — r)derniéres colonnes de la matrice de f dans la base C
sont nulles. En particulier, il existe des matrices A1 € M, (R) et A3 € M,,_,, (R) telles que :

mate(f) = <ﬁ; Orn—r > )

D Or,n—r )

n—r,r Onfr,nfr

On—r,n—'f
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Vérifions maintenant que ‘A; A; 4+ ‘A3 A3 = D. Comme la base C est orthonormée, on sait d’apres la
question (2)(c) que, si A’ est la matrice de f dans la base C, alors ‘A’ est la matrice de f* dans la
base C. Des lors, il s’ensuit que :

mate(sy) = mate(f*) x mate(f) = (mate(f*)) x mate(f).

En particulier, ceci entraine d’apres les regles de calcul rappelées au début du probléme que :

( D Or,n—r > _ < tAl tA3 ) (Al Or,n—r ) _ (tAlAl +tA3A3 Or,n—r >
On—r,r On—r,n—r On—r,'r' On—'r',n—'r' A3 On—r,n—r On—r,r On—r,n—r '

Par identification, on en déduit que :

"4, A + 'A345 = D.|

(4) Etude des valeurs propres de A’A : On note 7y = fo f* 'endomorphisme canoniquement associé a A’A.

(a)

Montrons tout d’abord que rg(sy) = rg(7s). Remarquons au départ que f* est ’endomorphisme
canoniquement associé & 'A si f est I’endomorphisme canoniquement associé & A. Comme {*4) = A,
on voit que (f*)* = f, et donc 77 = fo f* = (f*)* o f* = sp-. D’apres la question (3)(b) et les
propriétés de la transposition, on trouve alors que :

1g(7y) = rg(ss-) = 1g(f*) = 15 (*A) = 1g(A4) = rg(f) = ra(ss).

Par conséquent, on en déduit que :

|re(sy) = rg(ry)- |

Vérifions maintenant que dimker(sy) = dimker(7y). D’aprés le théoréme du rang, on obtient que :
dimker(sy) = dim R" —rg(sy) = dim R" — rg(7¢) = dimker(7y).

Par conséquent, on en déduit que :

’ dimker(sy) = dim ker(7;). ‘

Soit A une valeur propre strictement positive de sy et x un vecteur propre associé. Vérifions tout
d’abord que A est une valeur propre de 7y et que f(x) est un vecteur propre associé. Par définition,
on voit que s¢(z) = Az, ce qui signifie que f* o f(x) = Az. Par composition et par linéarité de f,
ceci nous donne que :

foftof(x)=(fof)(f(x)=7s(f(2)) = f(Ax) = Af(x).

A noter que f(z) # 0. En effet, si f(z) = 0, alors on voit que f* o f(x) = f*(0) = 0 = Az par
linéarité de f*, mais ceci est impossible car A > 0 par hypothése et x # 0 en tant que vecteur
propre. Dés lors, comme f(z) # 0, il s’ensuit d’apres I’égalité ci-dessus que :

’ f(z) est vecteur propre de 7y pour la valeur propre A. ‘

Montrons maintenant que :
dim EA(Sf) S dim E)\(Tf).

Pour ce faire, on considere la restriction g de f & E5(sy), ¢’est-a-dire 'application g définie pour tout
x € Ex(sy) par g(z) = f(z). D’aprés ce qui précede, on voit que g est une application de Ex(sy)
dans E(7¢). De plus, g est linéaire comme restriction d’une application linéaire & un sous-espace
vectoriel de R™. Vérifions alors que g est injective. Pour ce faire, considérons un vecteur « de Ex(sy)
tel que g(z) = 0. Alors ceci signifie que f(z) = 0 et s¢(z) = f* o f(z) = Az, ce qui entraine que
f*(0) =0 = Az, et donc x = 0 car A > 0. En particulier, on a ker(g) = {0}, et donc g est injective.
D’apres le théoreme du rang, on constate que :

dim Ey(sy) = dimker(g) + dim Jm(g) = dim Jm(g).
Comme Jm(g) est un sous-espace vectoriel de E(7y), il s’ensuit que :
dim Ey(sy) = dim Im(g) < dim Ex(7y).

Par conséquent, on en déduit que :

’dimEk(sf) S dimE)\(Tf). ‘
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()

Montrons que 7¢ est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu’il possede
exactement les mémes valeurs propres que sy et que, pour chacune de ces valeurs propres A, on a :

dimE)\(sf) = dim E)\(Tf).

D’apres la question (4)(a), on peut commencer par remarquer que 75 = sy-. Comme s, est dia-
gonalisable en base orthonormée pour tout endomorphisme h de R", et ce d’aprés la question
(3)(e), il s’ensuit que 7; est diagonalisable en base orthonormée. De plus, comme 7; = sy+, on
sait d’apres la question (3)(d) que toutes les valeurs propres de 7; sont > 0. En outre, comme
dimker(sy) = dimker(7s), on voit que 0 est valeur propre de 7; si et seulement si 0 est valeur
propre de sy et que, dans ce cas, on a :

dim Ey(sy) = dimker(sy) = dimker(7;) = dim Eo(7y).
Par ailleurs, si A est une valeur propre > 0 de sy, on sait d’apres la question précédente que X est
aussi valeur propre de 7¢ et que :
dimEk(sf) S dim E)\(Tf).

Comme toutes les valeurs propres de sy sont > 0 et que sy est diagonalisable, on obtient d’apres ce
qui précede que :

Z dim Ey(sf) < Z dim E(7y).
AESp(sy) AeSp(sy)
Par ailleurs, comme 7 est aussi diagonalisable, on trouve que :
Z dim Ey(sy) < Z dim Ey(17) < Z dim Ey(77) =

XESP(sy) AESP(sy) AESP(Ty)
En particulier, ceci entraine que :

Z dim E(sy) Z dim E) (7y) Z dim E)(75) =

AESP(sy) AESP(sy) AESP(Ty)

En d’autres termes, ceci signifie que 7¢ n’a pas d’autre valeur propre que celles de sf, et de plus
on a dim Ey(sy) = dim Ex(7¢) pour tout A € Sp(sy). Par conséquent, on en déduit que 75 est
diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, et que de plus :

’Sp(sf) = Sp(7y) et VA € Sp(sy), dimE\(sy) = dim Ey(7y). ‘

Montrons qu'il existe 2 € O, (R) telle que A*A = Q (*AA) 2. Comme 7 est diagonalisable en base
orthonormée, que 7¢ et sy ont les mémes valeurs et que les dimensions de leurs sous-espaces propres
correspondants sont égales d’apres la question précédente, il existe une base orthonormée D de R™
telle que :

D 07‘,77/77'
n—r,r On—r,n—r

matp(7y) = (O ) = mate(sy).

Si P désigne la matrice de passage de By vers C et si () est la matrice de passage de By vers D, on
obtient d’aprés la formule de changement de bases que :

Q 1AAQ = P~ YAAP.
En particulier, ceci nous donne que :
A'A = QQTAAQQ ™! = QP MAAPQTY. (%)

Si l’on pose = QP 1, alors on constate que €2 est inversible comme produit de matrices inversibles
et que, de plus on a :

QPQ™'=QPT'PQT =QLQT =QQ ™ = I,
En particulier, on voit que Q= = PQ™!, et donc Iégalité () se réécrit sous la forme :
AlA =QA407L,
A noter que, comme P est la matrice de passage de By vers C et que @ est la matrice de passage
de By vers D, 2 = QP! est la matrice de passage de C vers D. Dés lors, comme les bases C et D

sont orthonormeées, il s’ensuit que la matrice Q est orthogonale, ce qui signifie que Q= ! = *Q. Par
conséquent, on en déduit qu’il existe bien 2 € O, (R) telle que :

AMA = Q (TAA) Q.
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(5) Une inégalité : Dans cette question, on pose V' = [0, +o0[", U =]0, +00[" et on considére 'application
¢ de R™ dans R définie par :

n
@ (X1, ) — sz
i=1

On admet que V est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R™.

(a)

Montrons que W = {(x1,...,xp) € V| 21 + ... + 2, = 1} est une partie fermée bornée de R”. Com-
mencons par vérifier que W est bornée. Pour ce faire, considérons un élément = (z1,...,z,) de
W. Comme x appartient a V, on voit que z1, ..., x, > 0. Comme x; + ... + £, = 1, on constate que
0 < x; <1 pour tout i € [1,n], et donc :

242l <14.+1=n

En particulier, ceci entraine que ||z|| = /2% + ... + 22 < \/n pour tout x € W, et donc W est une
partie bornée de R™.

Montrons a présent que W est une partie fermée de R™. Pour ce faire, on considére I'application
g:(x1,.eyp) — 21 + ... + 2, et Pon pose :

Wy ={(z1,..,xn) ER* x1+ ...+ 2, <1} et Wo={(z1,....2n) ER" 21 + ... + 2, > 1}.

Comme g est polynomiale, elle est continue sur R™ et les ensembles W7 et Wy sont fermés dans R™.
Des lors, comme W =V N W, N W5 et que V est fermé dans R", il s’ensuit que W est fermé dans
R™ comme intersection de fermés.

Par conséquent, on en déduit que :

W est une partie fermée bornée de R™.

Montrons que ¢ admet un maximum global noté M sur W. Par définition, la fonction ¢ est po-
lynomiale, et donc elle est continue sur R™. Dés lors, comme W est une partie fermée bornée de
R™ d’apres la question précédente, la fonction ¢ est bornée sur W et elle y atteint ses bornes. Par
conséquent, on en déduit que :

’(p admet un maximum global noté M sur W. ‘

Calculons ¢(z1, ..., x,) lorsque (z1,...,2,) € V \ U. Pour tout (z1,...,2,) € V \ U, on constate que
tous les x; sont > 0 et qu’ils ne sont pas tous > 0. En particulier, 'un des x; est nul, et donc
o(z1, .o, Tp) = 21...2, = 0. Par conséquent, on en déduit que, pour tout (z1,...,2,) € V\U :

’ o(x1, ..., Tpn) = 0. ‘

Montrons que M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte x; + ... + x,, = 1. Par construction,
on voit que M est le maximum de ¢ sur W sous la contrainte 1 + ... + x, = 1. De plus, on peut
commencer par remarquer que (1/n,...,1/n) est un élément de W car tous les 1/n sont > 0 et
1/n+ ...+ 1/n = 1. Par ailleurs, on trouve que :

1 1 \"
¢(3m3)=(3) >0
n n n

En particulier, ceci entraine que ¢ prend des valeurs > 0 sur W, et donc le maximum M de ¢ sur
W est > 0. Dés lors, comme ¢ est nulle sur V'\ U, il s’ensuit que ce maximum M est atteint en un
point extérieur a V'\ U, et donc il est atteint en un point de U. Mais comme M est le maximum de
@ sur W, on en déduit que :

’ M est le maximum de ¢ sur U sous la contrainte 1 + ... + x, = 1.

Déterminons la valeur du maximum M et précisons en quel vecteur de U il est atteint. Pour ce faire,
considérons un point z = (x1,...,x,) de U en lequel ce maximum M est atteint. D’aprés le cours,
le point = est un point critique de ¢ sur U sous la contrainte g(z) = 1, et donc :

g1, .., xn) =1
T1yeeey @y >0 ,
N ER, V(o) (x1, ..., xpn) = AV(g) (21, ..o, Tn)

ce que l'on peut réécrire sous la forme suivante :

1+ ..+z,=1
L1,y Ty >0

MER, (Baza, . Bt ) Z 31,0, 1)
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En particulier, ceci équivaut a dire que :

T1yeeey @y >0 ,
A eR, (%, e %) = (T1, ., Tp)

et donc on voit que (x1,...,%,) est un point critique de ¢ sur U sous la contrainte g(z) = 1 si et
seulement si :

T+ ..+z,=1

T1yes Ty >0

T = ... =XTp

Apres résolution, il s’ensuit que (x1,...,2,) est un point critique de ¢ sur U sous la contrainte
g(x) = 1 si et seulement si :
1 1
Ty ey L) = | —y ey — | -
( 1 n) (’ﬂ TL)

D’apres ce qui précede, le maximum de M sur U sous la contrainte g(z) = 1 est atteint au point

(T1, ey Tp) = (%, ey %), et il est égal a :

()= )

Par conséquent, on en déduit que :

1\" 11
M = () et ce maximum M est atteint au point (21, ...,2,) = (, ceny ) .
n n n

Soit S € S,(R). On suppose que les valeurs propres de S sont positives ou nulles et on note
(41, -y pbry) une liste étendue des valeurs propres de S. Montrons que :

= (")

i=1

Pour ce faire, on distingue deux cas. Tout d’abord, si Z:-L:l u; = 0, alors tous les p; sont nuls car
une somme de réels > 0 est nulle si et seulement si tous les u; sont nuls. Dans ce cas, on voit que
[T, #i = 0. Comme de plus S est diagonalisable, sa trace est égale a la somme de ses valeurs
propres, et donc Tr(S) = Y., u; = 0. En particulier, I'inégalité ci-dessus est bien vérifiée (et c’est
méme une égalité).

Supposons maintenant que >_1" ; y; > 0, et posons 7 = > | p; et x; = £ pour tout i € [1,n].
Par construction, on voit que tous les x; sont > 0, et de plus :

+ o n
g(xl, ,xn) =1+ ...+x, = % =1.

D’apres la question précédente, on voit que :
n M n 1 n
(3
[l . < | =
[ -10-= ()
=1 =1

ce qui nous donne I'inégalité suivante :

Des lors, il s’ensuit que :
. Tr(S)\"
[T < (522)
, n
i=1

Par conséquent, on en déduit dans tous les cas que :

fn= ()"
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Par ailleurs, on peut remarquer qu’on a égalité dans l'inégalité ci-dessus si et seulement si soit
tous les y; sont nuls, soit tous les £+ sont égaux a %, c’est-a-dire si tous les p; sont égaux vu que

r =1, pt;. Par conséquent, on en déduit que :

n Tr(S)\" . .
I I ni = si et seulement si p; = ... = py.
n
i=1

(6) Dans cette question, on note (A1,...,\,) une liste étendue des valeurs propres de ‘AA. On définit

I'application A sur R par :

n

VeeR, A(z)= H(x + i)
i=1
Montrons que, pour tout réel z > 0, on a :

A) < (Tr (aI, + tAA))"

n

Pour ce faire, fixons un réel > 0 et considérons une base orthonormée B = (Ey, ..., E,) de vecteurs
colonnes propres de *AA pour les valeurs propres respectives \p, ..., \,. Comme '"AAE; = \;E; pour
tout ¢ € [1,n], on voit que, pour tout i € [1,n] :

(z1, +'AA) E; = zI,E; + "AAE; = (z + \;) E;.

nr+A+..+x\"
- .

En particulier, (E1, ..., E,) est aussi une base de vecteurs colonnes propres de xI,, +*AA pour les valeurs
propres respectives T+ Ay, ..., T+ Ay, et donc A(z) est égal au produit des valeurs propres de =1, +AA.
En outre, comme la trace d’'une matrice diagonalisable est égale a la somme de ses valeurs propres, ceci
nous donne par linéarité de la somme que :
n n
Tr (m[n =+ tAA) = Z(ac + X)) =nx+ Z A
i=1 i=1

Des lors, il s’ensuit d’aprés la question précédente que :

. <Tr(x[n+tAA)>n(n:c+)\1+...+/\n>n

Alz) =[] +x) <

i=1

n n

Par conséquent, on en déduit que :

Tr (z1, +tAA) n_ ne+A 4.+ \"
n N n '

Alz) < (

Partie III : Etude de deux cas particuliers.

Dans cette partie encore, A € M, (R) et f est toujours 'endomorphisme canoniquement associé a A.

(1) On suppose dans cette question que f est un projecteur de rang r € [1,n — 1].

(a) Montrons que la trace de toute matrice représentant ’endomorphisme f est égale & r. D’apres
le cours, on sait que la trace de ’endomorphisme f est égale a celle de sa matrice dans toute
base de R™ (puisque toutes les matrices représentant un méme endomorphisme sont semblables, et
que deux matrices semblables ont méme trace). En particulier, la trace de f est indépendante de
la base choisie pour la calculer. Dés lors, fixons une base (e, ..., e,) de Jm(f) (ce qui fait sens car
dim Jm(f) = rg(f) = r). Comme dimR" = rg(f)+dimker(f), on voit que dim ker(f) = n—r. Fixons
alors une base (e,41, ..., e,) de ker(f). Comme f est un projecteur, on sait que Jm(f)dker(f) =R",
et donc la concaténation B = (eq, ..., €r, €r41, ..., €,) est une base de R™. De plus, comme f est un
projecteur et que e, ..., e, appartiennent & Jm(f), on constate que f(e;) = e; pour tout i € [1,n].
Par ailleurs, comme e,.41, ..., €, appartiennent a ker(f), on voit que f(e;) = 0 pour tout i € [r—+1,n].
En particulier, la matrice de f dans la base B est diagonale, ses r premiers coefficients diagonaux
sont égaux a 1 et les autres a 0, ce qui entraine que :

Te(f) = Tr(matg(f)) =1+..+14+0+ ...+ 0=

Par conséquent, on en déduit que :

’1& trace de toute matrice représentant ’endomorphisme f est égale a r.

(b) On reprend les notations de la question (3) de la partie II selon lesquelles :

mate(f) = Cll;, Or n—r >

On—nn—r
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Vérifions tout d’abord que A? = A; et que Tr(A;) = r. Comme f est un projecteur, on voit que :

mate(f2) = (mate(f))? = mate(f).

D’apres les propriétés rappelées au début du probleme, ceci nous donne que :

2
Al Or,n—r — AlAl Or,n—r _ Al Or,n—r
A3 On—r,n—r A3A1 On—r,n—r A3 OTL—T,TL—'I"
En particulier, ceci entraine que A? = A;. En outre, comme tous les coefficients diagonaux non nuls
de mate(f) sont ceux de A, on obtient d’apres la question précédente que :
Tr (f) =r = Tr(Ay).

Par conséquent, on en déduit que :

A3 = Ay et Te(A)) =1 |

A présent, déterminons la matrice A;. Comme A; est une matrice carrée de taille r et que A3 = A;,
Aj est la matrice d'un projecteur g de R™ dans la base canonique. D’apres la question précédente, la
trace de g est égale & son rang. Dés lors, comme Tr(A;) = r, ceci entraine que g est de rang r. Mais
comme ¢ est un projecteur de R", il s’ensuit d’apres les arguments de la question précédente qu’il
existe une base dans laquelle la matrice de g est égale a I,., et donc g est I’endomorphisme identité
de R". Mais comme g est I’endomorphisme canoniquement associé & A;, on en déduit que :

Montrons tout d’abord que les valeurs propres non nulles de !AA sont supérieures ou égales a 1.
Avec les notations de la question précédente, on voit d’apres les propriétés rappelées au début du
probleme que :

LA = tAy tAs A Oppr _ ‘A1 A + A543 Opn—y
On—r,r On—r,n—r A3 On—r,n—r On—r,r On—r,n—r '
Comme A; = I, d’aprés la question précédente, ceci entraine que :
I +'A3A3  Oppe
t _ T 3413 rn—r
Ad = ( On—r,r On—r,n—7'> '

Considérons un vecteur propre X de !AA pour un valeur propre A # 0, que ’on écrit sous la forme :

X
ou X, appartient & M, 1 (R) et X, appartient & M,,_, 1 (R). Par des calculs simples, on trouve que :

¢ (L, +"A3A35  Opp—y X1\ (X1 +'A3A3X0\ | (Xu
AAX = < Onfr,r Onfr,nf'r X2 N Onfr,l =2 '

Comme \ # 0, on voit que Xo = 0 et X; +‘A3A43X; = AX1, et donc 'A343X; = (A —1)X;. Comme
X est un vecteur propre et que X, = 0, on obtient que X; # 0, et donc X; est un vecteur propre
de A3 A3 pour la valeur propre A — 1. Or, on sait d’aprés la question (3)(d) de la partie II que les
valeurs propres de ‘A3 A3 sont positives ou nulles, ce qui entraine que A — 1 > 0, et donc A > 1. Par
conséquent, on en déduit que :

les valeurs propres non nulles de *AA sont supérieures ou égales a 1. ‘

Montrons maintenant que Tr(*AA) > r. D’aprés les calculs précédents, on sait que :
tAA _ IT + tA3A3 0T7n—r
OTL—’I",T' On—’r,n—’r

Comme la trace d’'une matrice est la somme de ses coefficients diagonaux, on trouve par linéarité
de la trace que :

Tr (tAA) =Tr (Ir + tAgAg) =Tr (IT) + Tr (tAgAg) =r4+Tr (tA3A3) .

Or, on sait d’apres la question (1)(b) de la partie IT que 'application (, )5 est un produit scalaire.
En particulier, ceci nous donne que :

Tr (tA3A3) = <A3,A3>2 > 0.

Par conséquent, on en déduit que :

Tr (tAA) >,
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Déterminons les projecteurs pour lesquels Tr(*AA) = r. Pour ce faire, fixons un projecteur quel-
conque f de R™. D’apres la question (3)(f) de la partie II, on sait qu’il existe une base orthonormée

C de R™ telle que :
A Or n—r
mate(f) = (A; ' ) .

On—r,n—r

D’apres les questions précédentes, on sait aussi que Ay = I,. et que :
Tr (tAA) =r+4 <A3, A3>2.

Comme Dapplication ( , )2 est un produit scalaire, on voit que Tr (*AA) = r si et seulement
si (As, As)e = 0, clest-a-dire si A3 = 0. En d’autres termes, le projecteur f vérifie la relation
"Tr (YAA) = r" si et seulement si :

= (7 ).

n—r,r On—r,n—r
En particulier, on voit que la base C est adaptée a la décomposition R™ = Jm(f)Dker(f), c’est-a-dire
que les r premiers vecteurs de C forment une base C; de Jm(f) et les (n — r) suivants une base Cy
de ker(f). Des lors, comme C est une base orthonormée de R™, on voit que les éléments de C; sont
orthogonaux a ceux de Cq, et donc Jm(f) et ker(f) sont orthogonaux. En d’autres termes, on voit
que, si Tr(*AA) = r, alors f est un projecteur orthogonal.
Réciproquement, si f est un projecteur orthogonal, alors sa matrice A dans la base canonique est
symétrique (car la base canonique est orthonormée). En particulier, on trouve d’apres la question
(1)(a) de la partie III que :

Tr ("AA) = Tr (AA) = Tr (A?) = Tr (A) =1

Par conséquent, on en déduit que, pour tout projecteur f de R" :

Tr (tAA) = r si et seulement si f est orthogonal.

(2) On suppose dans cette question que f est une symétrie, c’est-a-dire f? = Id.

(a)

Justifions que ‘AA est inversible et exprimons son inverse en fonction de A et de *A. Comme f? = Id,
on obtient en termes matriciels que A% = I,,. Par transposition, ceci nous donne que :

(A% = ("A)? =", = I,.
Par des calculs simples, on trouve que :
TAAATA = TAL,'A = 'A'A = (*A)? = I,,.

Par conséquent, on en déduit que :

‘A A est inversible et : (tAA)f1 = A'A.

Montrons tout d’abord que, si A est une valeur propre de ‘A A, alors 1/ est aussi une valeur propre
de ‘AA. Pour ce faire, fixons une valeur propre X de ‘AA. Comme ‘AA est inversible d’aprés la
question précédente, 0 n’est pas valeur propre de !AA, et donc A # 0. Fixons alors un vecteur propre
X de 'AA pour la valeur propre A. Comme *AAX = AX, ceci entraine que :
X =I,X = ("AA) T AAX = ("AA) T (AX) = A (A4) 7" X,
Comme (tAA)_1 = A'A d’apres la question précédente, ceci nous donne que :
X = MA'AX.

En d’autres termes, on peut écrire que :
AAX = lX .
A
En particulier, X est vecteur propre de A'A pour la valeur propre 1/\. Mais comme ‘A A et A'A ont
les mémes valeurs propres d’aprés la question (4)(d) de la partie II, il s’ensuit que 1/ est valeur
propre de ‘AA. Par conséquent, on en déduit que :

1
si A est valeur propre de ‘AA, alors X est valeur propre de ‘AA.

A présent, montrons que, pour toute valeur propre A de ‘AA :
dim E)\ (tAA) = dim El//\ (tAA)

D’apres ce qui préceéde, on vient de vérifier que, si X est vecteur propre de ‘AA pour la valeur propre
A, alors X est aussi vecteur propre de A*A pour la valeur propre 1/), et donc on a I'inclusion :

Ex(*AA) C Ey )5 (A'A).
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De la méme fagon, on peut montrer que, si X est vecteur propre de A*A pour la valeur propre 1/\,
alors X est aussi vecteur propre de !AA pour la valeur propre )\, et donc on a aussi I'inclusion :

E1/\(A"A) C E\("AA).
Par double inclusion, il s’ensuit que :
E\(*AA) = By )5 (A%A).
En passant aux dimensions, on trouve que :
dim By (*AA) = dim E; /,(A"A).
Toujours d’apres la question (4)(d) de la partie II, on sait que :
dim By, ("AA) = dim E; /,(A'A).

Par conséquent, on en déduit que, pour toute valeur propre A de ‘AA :

dim E)\ (tAA) = dim El/)\ (tAA)

Vérifions que pour tout réel x strictement positif, on a :

1
T+ — > 2,
T

1

puis établissons ’équivalence logique : z + — = 2 <= x = 1. Pour ce faire, on peut remarquer que,
x

pour tout réel x > 0 :

<\f\}5>2x+i220.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 0 :

x4+ — > 2.

T

De plus, on voit d’apres ce qui précede que x + % = 2 si et seulement si \/x — % = 0, c’est-a-dire

si (v/7)? = x = 1. Par conséquent, on en déduit aussi que, pour tout x > 0 :

1
T+ —=2 <— x=1.
T

On note (Ag, ..., Ap) une liste étendue des valeurs propres de *AA. Montrer que :

(14 X) > 2"

n
=1

K3
D’apres la question (2)(b) de la partie III, on sait que, si A est valeur propre de 'AA, alors 1/
est aussi valeur propre de !AA et que les dimensions des sous-espaces propres correspondants sont
égales. On distingue alors trois cas.
Supposons tout d’abord que 1 est la seule valeur propre de ‘AA. Alors 1, ..., 1 est une liste étendue
des valeurs propres de ‘AA, et I’on trouve que :
n n n
[Ta+x)=J[a+1=]]2=2"
i=1 i=1 i=1
Supposons maintenant que 1 n’est pas la seule valeur propre de !AA. On note s la dimension du
sous-espace propre associé a 1, et on désigne par A}, ..., A les valeurs propres > 1 de ‘A A, répétées
autant de fois que la dimension des sous-espaces propres correspondants. Alors 1/}, ..., 1/l est
la liste des valeurs propres < 1 de 'AA, répétées autant de fois que la dimension des sous-espaces
propres correspondants. De plus, on voit que A}, ..., A, 1/A],...;1/N.1,...,1 est une liste étendue
des valeurs propres de ‘AA, et de plus on a 2r + s = n. Dés lors, on trouve que :
n ks 1 S T 1 S
[Ta+x)=]] [(1+A;) (1+/\,)] <[[Ta+v=]] [2+A;+X] <[] 2
i=1 i=1 i i=1 i=1 i i=1

Comme X, > 1 pour tout ¢ € [1,r], ceci entraine d’aprés la question précédente que :

(1+\) >f[[2+2] xﬁ2:ﬁ4xﬁ2:4rzszz2r+8:2n.
=1 =1 i=1 =1

Enfin, supposons que 1 n’est pas valeur propre de ‘AA. On note A}, ..., A les valeurs propres > 1
de 'AA, répétées autant de fois que la dimension des sous-espaces propres correspondants. Alors

n

i=1
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ey AL /N o 1/ est une liste étendue des valeurs propres de ‘AA, et de plus on a 2r = n.
Dans ce cas, on obtient que :
1 ]
N

n
H (1+X)=
Comme \; > 1 pour tout ¢ € [1,r], ceci nous donne avec la question précédente que :

i=1
]ﬁ[(1+Ai) >ﬁ[2+2] :ﬁ4:4T:22T:2".
i=1 =1

=1

i)

i=1 =1

P+M+

Dans tous les cas, on en déduit que :

n

[Ta+x) =2

i=1

Déterminons les matrices pour lesquelles [T!_; (1+XA;) = 2" et montrons que cette égalité correspond
au cas ol f est une symétrie orthogonale, ce qui signifie que les sous-espaces E1(f) et E_1(f) sont
orthogonaux. D’aprés la distinction de cas de la question précédente, on voit que [T\, (14 X;) =2"
si et seulement si 1 est la seule valeur propre de !AA. Or, comme cette matrice est symétrique d’apres
la question (3)(c) de la partie II, elle est diagonalisable en base orthonormée d’apres le théoréme
spectral. En particulier, si 1 est la seule valeur propre de AA, il existe une matrice orthogonale P
telle que :

‘tAA=PI,P'=PP =1,
et donc A est une matrice orthogonale. Réciproquement, si A est orthogonale, alors on sait que

'AA = I, et donc 1 est la seule valeur propre de ‘AA. Par conséquent, on en déduit que, pour toute
symétrie f de R™ :

n

H(l + ;) =2" <= A est orthogonale.
i=1

A noter que, dans ce cas, on a ‘AA = I, et A2 = I, (car f2 = Id par hypothese). Comme A est

inversible, ceci entraine que :
A=A"1=A

En particulier, la matrice A est symétrique, ce qui implique que f est un endomorphisme symétrique
(car A est la matrice de f dans la base canonique de R™, qui est orthonormée), et donc les sous-
espaces propres F1(f) et E_1(f) sont orthogonaux.

Réciproquement, supposons que les sous-espaces propres Ei(f) et E_1(f) sont orthogonaux.
Comme f est une symétrie de R™, on sait d’apres le cours que :

R" =ker(f —Id) @ ker(f +1d) = E1(f) @ E_1(f).

Dans ce cas, la concaténation d’une base orthonormée de Fi(f) et d’une base orthonormée de
E_1(f) donne une base orthonormée de R™, qui est de plus une base de diagonalisation de f. En
d’autres termes, il existe une base orthonormée de R™ dans laquelle la matrice de f est diagonale,
et donc symétrique. D’apres le cours, il s’ensuit que f est un endomorphisme symétrique de R™.
Comme A est la matrice de f dans la base canonique de R™ (qui est elle aussi orthonormée), il
s’ensuit que A est une matrice symétrique. Dés lors, comme f? = Id, on obtient que A% = I, et
tA = A, ce qui nous donne que ‘AA = AA = A% = I,,, et donc A est orthogonale.

Par double implication, on en déduit que :

n
H(l + ;) =2" <= f est une symétrie orthogonale.
i=1

Partie IV : Décomposition polaire.

Dans cette partie encore, A € M, (R), f est toujours 'endomorphisme canoniquement associé & A et on

suppose de plus que A est inversible.

(1) Montrons qu’il existe une base orthonormée C = (g1, ..

que :

Vie [1,n], sf(e

., En) €t n réels strictement positifs Ay, ..., A, tels

i) = Ai€i.
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D’apres la question (3)(c) de la partie II, 'endomorphisme sy est symétrique. Des lors, on voit avec le
théoreme spectral que 'endomorphisme f est diagonalisable en base orthonormée. En d’autres termes,
il existe une base orthonormée C = (e1,...,&,) et n réels A1, ..., A, tels que :

Vie[l,n], sple)=Nei.

A noter que les valeurs propres Ay, ..., A, sont > 0 d’aprés la question (3)(d) de la partie II. De plus,
comme A est inversible par hypothése, sa transposée l'est aussi, et donc 'AA est inversible comme
produit de matrices inversibles. Dés lors, comme s est 'endomorphisme canoniquement associé a ‘AA,
I’endomorphisme s¢ est bijectif, et donc 0 n’est pas valeur propre de s¢. En particulier, toutes les valeurs
propres de sy sont > 0. Par conséquent, on en déduit que :

il existe une base orthonormée C = (g1, ...,€,) et n réels \y,..., A, >0
tels que : Vi € [1,n], sfp(e;) = Nieie

On pose alors : Vi € [1,n], v(g;) = Vg

Montrons que l'on définit ainsi un endomorphisme v de R™ tel que v € ST(R") et v? = s;. Comme C
est une base de R et qu’un endomorphisme est uniquement déterminé par I'image, il existe un unique
endomorphisme v tel que : Vi € [1,n], v(g;) = v/Aig;. Dans ce cas, la matrice de v dans la base C est
diagonale, et donc symétrique. Comme la base C est orthonormée, I’endomorphisme v est symétrique.
De plus, comme les valeurs propres de v sont les v/);, elles sont toutes positives, et donc v appartient
a ST(R™). Enfin, on trouve par linéarité de v que, pour tout i € [1,n] :

V() = v((e) = v(Vhigi) = VAV Nigs = Nigs = sp(e).

Comme les endomorphismes v? et s¢ coincident sur la base C, ils sont donc égaux. Par conséquent, on
en déduit que :

I'endomorphisme v est bien défini, il appartient & ST(R") et de plus : v = s -

Soit w un endomorphisme de R™ tel que w € ST(R") et w? = s t- Montrons tout d’abord que, pour
toute valeur propre p de w, on a E,(w) C E,2(s¢). Pour ce faire, fixons une valeur propre p de w. Si
est un élément de E,(w), on sait que w(z) = px. Comme w? = s7, on trouve par linéarité de w que :

W (@) = w(w(@) = wlpr) = pua = 1%z = s¢(x).

En particulier, on voit que x appartient a E,2(sy). Par conséquent, on en déduit que, pour toute valeur
propre p de w :

’Eu(w) c Eﬂz(sf).\

Montrons ensuite que :
E,(w)=E,(sf) et Sp(w)= {\f/\| AE Sp(sf)} .

Pour toiut € Sp(w), on sait d’apres ce qui précede que E,,(w) C E,2(sy), ce qui entraine en passant
aux dimensions que :
dim E),(w) < dim E,2(sy).
Par sommation, ceci nous donne que :
Z dim E,,(w) < Z dim E,2(s¢).
pESP(w) 1ESp(w)
Comme w est symétrique par hypothese, w est diagonalisable d’apres le théoréme spectral, et donc :
dmR" = Y dimE,(w) < Y dimE,z(sy) < dimR".
HESP(w) HESP(w)
Des lors, il s’ensuit que :
dimR" = Z dim E,,(w) = Z dim E2 (sy).
pESp(w) nESpP(w)

En particulier, sy n’admet pas d’autre valeur propre que les réels de la forme p?, olt p est valeur propre
de w. Deés lors, comme w n’a que des valeurs propres positives par hypothese, on obtient que les valeurs
propres de w sont exactement les réels de la forme v/A, olt A est valeur propre de s £, et donc :

Sp(w) = {ﬁ| S Sp(sf)} .
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Par ailleurs, on sait d’aprés ce qui précede que :

Z [dim E,2(ss) — dim E,,(w)] = 0.
HESP(w)
Comme dim E,,2(sy) —dim E, (w) > 0 pour tout p € Sp(w), on voit que dim E,,2(sy) = dim E,(w) pour
tout p € Sp(w) car une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les réels le sont. Mais
comme E, (w) C E,2(sy) pour tout u € Sp(w), on en déduit que, pour tout p € Sp(w) :

’Eﬂ(w) = Eﬂz(sf).\

Montrons qu’il existe un unique endomorphisme v de R” tel que v € S*(R") et v? = s 1 et tel que, dans
toute base orthonormée de vecteurs propres de sy, la matrice de v est diagonale. D’apres la question
(1) de la partie IV, on sait qu’il existe un endomorphisme v de R" tel que v € ST(R") et v? = sy.
De plus, d’apres la question précédente appliquée a ’endomorphisme w = v, on voit que tout vecteur
propre de sy est un vecteur propre de v. En particulier, toute base orthonormée de vecteurs propres de
sy est une base orthonormée de vecteurs de v, ce qui entraine que la matrice de v dans une telle base
est diagonale, d’ou I'existence d’un endomorphisme satisfaisant les conditions recherchées.

En ce qui concerne I'unicité, considérons un endomorphisme v’ de R™ tel que v’ € ST(R") et
()2 = s # et tel que, dans toute base orthonormée de vecteurs propres de sf, la matrice de v’ est
diagonale. Soit C = (e1,...,&n) €t A1,..., A, la base orthonormée et les n réels strictement positifs
donnés a la question (1) de la partie IV, c’est-a-dire tels que :

Vie [1,n], sfle:) = N
Comme les ¢; sont des vecteurs propres de sy, ce sont aussi des vecteurs propres de v’ (car la matrice de
v’ dans cette base est diagonale), et donc il existe pour tout i € [1,n] un réel «; tel que v'(g;) = aye;.
Dés lors, comme (v')? = sy, on obtient que a? = );. Comme v’ appartient & ST(R"), toute valeur

propre de v’ est positive, et donc a; = /\; pour tout i € [1,n]. En d’autres termes, on vient de
montrer que, pour tout ¢ € [1,n] :

v'(ei) = \//\7‘61‘ = v(ei).
Mais comme un endomorphisme est entiérement déterminé par I'image d’une base, il s’ensuit que v’ = v,
d’ot I'unicité recherchée.
Par conséquent, on en déduit que :

il existe un unique endomorphisme v de R™ tel que v € ST(R") et v? = s 1 et tel que,
dans toute base orthonormée de vecteurs propres de s, la matrice de v est diagonale.

2
Montrons qu’il existe une unique matrice notée v*AA appartenant a S;F (R) telle que (\/ tAA) =1AA.

D’aprées la question précédente, on sait qu’il existe un unique endomorphisme v de R™ tel que v € ST (R™)
et v2 = s ¢ et tel que, dans toute base orthonormée de vecteurs propres de sy, la matrice de v est
diagonale. En considérant la matrice de v dans la base canonique de R", cela signifie qu’il existe une
unique matrice B de S, (R) telle que (1) B? ='AA et (2) toute base orthonormée de vecteurs propres
de ‘AA est une base orthonormée de vecteurs propres de B. En particulier, cela établit ’existence de
la matrice recherchée.

En ce qui concerne l'existence, considérons une matrice B’ de S, (R) telle que (B')? = 'AA. Soit w
I'endomorphisme de R™ canoniquement associé & B’. Comme B’ appartient & S, (R) et que (B')? = AA,
on voit que w appartient & ST(R™) et w? = s¢. D’apres les questions (2) et (3), il s’ensuit que w = v,
et donc on obtient en termes matriciels que B’ = B, d’ou 'unicité recherchée.

Par conséquent, on en déduit que :

2
il existe une unique matrice notée V*AA appartenant a S;F(R) telle que (\/ tAA) =T1AA.

Vérifions tout d’abord que la matrice A (M) ' est orthogonale. Pour simplifier, on pose B = VAA.
Comme B? ='AA, on trouve par des calculs simples que :
YAB ™ HYAB™' =B Y AAB™' =B HB*B ' =B 1)B.
De plus, comme B est symétrique, son inverse B~! 'est aussi, et donc :
{ABHWAB ' =B YB=B"'B=1I,.

Par conséquent, on en déduit que :

A (\/ tAA) est orthogonale.
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A présent, montrons qu’il existe un unique couple (2,5) € O, (R) x S;F(R) tel que A = QS. Si I'on

pose 2 = A (ﬂ)_l et S = V/!AA, alors on voit d’aprés ce qui précéde que Q et S appartiennent

respectivement & O, (R) et & ST (R), et que de plus = AS~!. En particulier, ceci nous donne que :
A=AS"18 =QS,

d’ou l'existence d’une telle décomposition. Pour montrer 1'unicité, supposons qu’il existe un couple
(21,51) € O,(R) x S;F(R) tel que A = Q15;. Comme ; est orthogonale, on trouve par des calculs
simples que :
PAA =%Q,81)Q:81 =190 S =1511,,8, ='915;.
De plus, comme S; est symétrique, ceci entraine que :
fAA =185, = 515, = 5%,
Comme S? = ‘AA et que S appartient & S, (R), il s’ensuit d’aprés la question précédente que S = S.
Dés lors, comme A = 9,51, on voit que A = 1.9, et donc Q = AS™! = w5871 = Qy, d’o1 'unicité
d’une telle décomposition.
Par conséquent, on en déduit que :

il existe un unique couple (2, 5) € O, (R) x S;F(R) tel que A = QS.

Partie V : Application a la distance d’une matrice inversible a4 I’ensemble O, (R).

Dans cette partie, A est une matrice inversible de M,,(R). Pour tout M € GL,(R), on note d(M) la
distance de M a O, (R), ¢’est-a-dire :

(1)

d(M) = _inf M-V|,.
(M) = nf M=V,

Justifions que d(M) est bien définie. Pour ce faire, considérons I’ensemble :
Ey ={l[M =Vlly, V € On(R)}.

Alors on voit que Ej; est une partie non vide de R. De plus, comme toute norme est un réel positif,
E)s est minorée par 0. D’aprés la propriété (x) rappelée au début du probléme, E); admet une borne
inférieure. Par conséquent, on en déduit que :

’ d(M) est bien définie. ‘

Soit R € O, (R). Montrons tout d’abord que :
VN € Mn(R), [[RN[, =[INR|, =[Nl
Pour ce faire, fixons une matrice N de M,,(R). Comme R est orthogonale, on trouve que :
|RN|5 = Tr ((RN)RN) = Tt ('N'RRN) = Tr ('NI,N) = Tr ('NN) = |N |3,

d’ou I'égalité | RN||, = || NV||, en passant aux racines carrées. De méme, on trouve d’apres les propriétés
de la trace que :

INR|; = Tr ((NR)NR) = Tr ('"RINNR) = Tt (R'R'NN) = Tt (I,'NN) = Tt ('NN) = |N|3,

d’ou 'égalité |RN||, = || V||, en passant aux racines carrées. Par conséquent, on en déduit que, pour
tout N € M, (R) :

[IBN], = INE]l, = [N ]

A présent, montrons que les applications I, : V +— VR ! et Iy : V — R™'V sont des bijections de
O, (R) sur lui-méme. On va se contenter de le vérifier pour /1, la démonstration pour lo étant analogue.
Pour tout V € O, (R), on peut remarquer que :

WRNHR'=YRYHYVVR'=YRHL,R'=YR "R '="(R)R=RR=1I,.
En particulier, on voit que I1(V) appartient & O,(R) pour tout V € O,(R), et donc l; est bien
une application de O, (R) dans lui-méme. Posons alors I3(V) = VR pour tout V € O,(R). Comme

précédemment, on peut vérifier que I3 est bien une application de O, (R) dans lui-méme. De plus, on
trouve que, pour tout V € O,(R) :

Liols(V)=01(I3(V))=(VR)=VRR ' =VI, =V.
De méme, on obtient que, pour tout V € O, (R) :

lzolh(V)=13(L(V)=3(VR Y)Y =VR 'R=VI,=V.
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En particulier, cela signifie que I ol3 = l30l; = Idp, (»), et donc [; est bijective. De la méme fagon, on
peut vérifier que l5 est bijective. Par conséquent, on en déduit que :

li :Vi— VR tetly: Vi RV sont des bijections de O, (R) sur lui-méme.

Enfin, vérifions que :
d(M)=d(RM) = d(MR).
Pour ce faire, on consideére les ensembles :
Ey ={IM -V, VeOuR)} et Ery={|RM-Vl,, VecOn(R)}.
Pour tout V' € O, (R), on voit d’aprés la premiére partie de la question que :
|RM — V|, = |[RM = RR™V|, = [|ROM - BV) |, = M = BV, = M — (V).

Comme I3 est une bijection de O, (R) dans lui-méme, I5(V') décrit O,,(R) tout entier quand V parcourt
O, (R), et donc :

Ery =A{[|RM = Vi3, V € On(R)} = {[|M = 2(V)ly, V € On(R)} ={[[M =V, V € On(R)} = Enr.

Comme Eprpy = Ejy, ces deux ensembles ont méme borne inférieure, et donc d(M) = d(RM). De
méme, on peut vérifier que d(M) = d(MR). Par conséquent, on en déduit que :

| d(M) = d(RM) = d(MR). |

(3) On note A = QS la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale D & éléments
diagonaux strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que :

S = PD'P.
Vérifions que d(A) = d(D). Comme les matrices € et P sont orthogonales, on obtient d’apres la question
précédente que :
d(A) = d(QS) = d(S) = d(PDP~') = d(DP™1).
Comme P est orthogonale, la matrice P~! est aussi orthogonale car :
pYHpPt={PPt=PP =1,
Toujours d’apres la question précédente, ceci entraine que :
d(A) = d(DP~') = D(D).

Par conséquent, on en déduit que :

1
(4) Soit V € O,(R). On note W = 3 (V 4+ V) et v 'endomorphisme canoniquement associé¢ a V.

(a) Justifions que W est diagonalisable. Par linéarité de la transposition, on trouve que :
1 1 1
=t (2 (v+tv)) —Lvemy=Levivy=w

En particulier, la matrice W est symétrique. D’apres le théoréme spectral, on en déduit que :

’ W est diagonalisable. ‘

On note w ’endomorphisme canoniquement associé a W.

(b) Soit z € R™. Vérifions tout d’abord que (w(z),z) = (v(x),z) et que ||[v(z)| = ||z||. Pour ce faire,
on désigne par X le vecteur colonne des coordonnées de x dans la base canonique de R™. D’apres
I’écriture matricielle du produit scalaire en base orthonormée, on trouve que :

(w(z),z) ="WX)X = X'WX.
Comme W est symétrique et que W = % (V +1tV) , ceci nous donne que :
(w(),z) = XWX = XWX =X B (V + tv)} X.
Par des calculs simples, on trouve que :
(w(z),z) =X B (V + tv)] X = % (XVX +'X'VX) = % (X(VX)+(VX)X).
En termes de produit scalaire, ceci entraine que :

(w(@), ) = 3 (X(VX) +(VX)X) = 3 (fr,v@) + (), )
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Par symétrie du produit scalaire, il s’ensuit que :

(w(z),z) = % ((z,v(2)) + (v(z), z))

Par conséquent, on en déduit que :

[(w(@),2) = (v(),2). |
Toujours d’apres 1’écriture matricielle du produit scalaire en base orthonormée, on trouve que :
v()|? = (v(z),v(z)) = (VX)VX = X'VVX.
Comme V est orthogonale, ceci entraine que :
lo(z)||? = X'VVX ='XI,X ='XX = ||z°.

En passant aux racines carrées, on en déduit que :

[o(@)]| = [l=]]-

I
I
=
&
&
+
=)
—~
&
=
~—
Il
=
—~
8
~—
8
~

A présent, montrons que :
[(w(z),z)| < [l2]* et (2 —w(z),z)>0.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire ( , ) et aux vecteurs x et v(z),
et aussi d’apres les égalités montrées plus haut, on trouve que :

(w(@), z)| = [(v(z),2)] < ||z x [lo(@)[| = [lz]| % [|=]].
Par conséquent, on en déduit que :

[lw(@), =) < lz]*]

Par linéarité a gauche du produit scalaire et d’apres 1’inégalité ci-dessus, on obtient que :
(x —w(x),z) = {x,2) — (w(x),2) > (,2) — (x,2) = 0.
Par conséquent, on en déduit que :

’ (x —w(zx),z) > 0.‘

Montrons que les valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles. Pour ce faire, considérons
une valeur propre A de I, — W. Alors A est aussi valeur propre de ’endomorphisme Idg» — w
canoniquement associé a I,, — W. Considérons un vecteur propre z de Idg» —w pour la valeur propre
A. Comme z —w(x) = (Idg» —w)(x) = Az, on trouve par linéarité & gauche du produit scalaire que :
(x —w(x),z) = Az, x) = Mz, z).
Comme (x — w(x),z) > 0 d’apres la question précédente, on voit que :
(x —w(z),z) = Ma,x) > 0.

Mais comme 2 est un vecteur propre, il est non nul et donc (x,x) > 0, d’ott il s’ensuit que A > 0.
Par conséquent, on en déduit que :

lles valeurs propres de I,, — W sont positives ou nulles. ‘

On note W = (wi,j)(i Heln]?: Montrons que, pour tout ¢ € [1,n], on a 1 —w;; > 0. Pour ce faire,
on rappelle que By = (eq, ..., e,,) désigne la base canonique de R"™. Comme W est la matrice de w
dans la base canonique de R™, on voit que, pour tout i € [1,n] :

n
w(e;) = Z wji€;.
j=1

Par bilinéarité du produit scalaire, on trouve que, pour tout ¢ € [1,n] :

n n
(i —w(es),ei) = <€z‘ - ij,iej»€i> = (eses) — Y wiilej e) .
j=1 j=1

Comme By est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique de R™, ceci entraine que,
pour tout ¢ € [1,n] :
<€i — w(ei), €i> =1- Wi — ij,i x0=1-— Wi 5+
J#i
Mais comme (z — w(x),z) > 0 pour tout x € R™ d’apres la question (4)(b) de la partie V, on voit
en particulier que (e; — w(e;),e;) > 0 pour tout ¢ € [1,n]. Par conséquent, on en déduit que, pour

tout i € [1,n] :
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(e) Montrons que, pour tout ¢ € [1,n], on a w; ; = 1 si et seulement si W = I,,. Pour ce faire, supposons
que W = I,,. Alors il est clair que w; ; = 1 pour tout ¢ € [1,n]. Dés lors, établissons la réciproque, et
supposons que w;; = 1 pour tout ¢ € [1,n]. Pour tous vecteurs =,y de R™, on obtient par linéarité
de w et par bilinéarité du produit scalaire que :

(zt+ty—wE@+y)hzty = (z-w@)+y-—wy)z+y)

= (v —-w(@),z) +(z—w@),y) +{y—wy)z) +{y—wy)y).

Comme la matrice W de w dans la base canonique de R™ est symétrique d’apres la question (4)(a)
de la partie V, la matrice I,, — W de Id — w dans la base canonique de R" est elle aussi symétrique.
Des lors, comme la base canonique de R™ est orthonormée pour le produit scalaire canonique de
R"™, 'endomorphisme Id — w est symétrique pour le produit scalaire canonique de R™, et le calcul
précédent nous donne que, pour tous x,y € R” :

<.’L' +y— OJ({IJ + y),x + y> = <(E - UJ((L’)7$> + 2<£L' - LU(.’L'), y> + <y - W(y)7y>
En particulier, si = ¢; et y = Aej avec i # j et A € R, on a par bilinéarité du produit scalaire que :
(ei + Nej — wle; + Aej), ei + Aej) = (e; — w(ei), er) + 2Me; — w(ei), ej) + N (e; — w(ej), e5).
D’apres les calculs de la question précédente, on voit que, pour tous indices i, j tels que i # j, on
a(e; —w(e),e) =1—w;; =0et (e; —w(ej),e;) =1—w;; =0. Des lors, ceci entraine que, pour
tous indices i, j tels que i # j et pour tout réel A, on a :
(ei + Xej —wle; + Aej), e + Aej) = 2X(e; —w(e;), e;5).
D’apres la question (4)(b) de la partie V, ceci nous donne que, pour tous indices i, j tels que i # j
et pour tout réel A :
(ei + Xej —w(e; + Aej), e, + Aej) = 2X(e; —w(e;),e;) > 0.
Comme ceci est vrai pour tout réel A, on trouve en choisissant A = —(e; —w(e;), €;) que, pour tous
indices 4, j tels que i # j :
— ({e; — w(ei), ¢5))* > 0,
d’ott il s’ensuit que ((e; — w(ei),ej))2 <0, et donc (e; —w(e;),ej) =0 (x).
A présent, comme W est la matrice de w dans la base canonique de R™, on a pour tout ¢ € [1,n] :

n
w(ei) = Z Wk, i€k-
k=1

Par bilinéarité du produit scalaire, on trouve que, pour tous ¢, j € [1,n] tels que i # j :

n n
(e; —w(es), e5) = <6i - Zwk,iek76j> = (eiej) = Y wiiens e5) -
k=1 k=1

Comme By est une base orthonormée pour le produit scalaire canonique de R™, ceci entraine avec
Pégalité (x) que, pour tous ¢,j € [1,n] tels que i # j :

<€i — w(ei),ej> =0- Wji — Zwk,i x 0= —Wj; = 0.
=

Mais comme ceci est vrai pour tous indices 7, j tels que ¢ # j, et que w;; = 1 pour tout i € [1,n],
il s’ensuit que W = I,,. Par double implication, on en déduit que :

Vie[Ln], wi=1 < W=1I,]

(5) On conserve les notations des deux questions précédentes.
(a) Montrons que :
1D = VI3 = ID = I||3 = 2{In = V, D)2 = 2{I,, — W, D)>.
D’apres I'identité de polarisation et par bilinéarité du produit scalaire, on trouve que :
ID = VI3 =D — |13 [Dll2 + V2 = 2(V, D)2 = [|Dll2 = [[Inll2 + 2(In, D)2

IVll2 = nll2 = 2(V; D)2 + 2(In, D)2

= |Vllz = Mnllz + 2(In = V, D)s.
Comme V appartient & O, (R), on sait d’apres la question (2) de la partie V que :
V2 = IV X Inll2 = [ In]l2,
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d’ou il s’ensuit que :
1D = VI3 = 1D~ Lnll3 = V|2 = [lnllz + 2(In = V, D)2 = 2{I, = V. D)2. ()

Par ailleurs, comme la matrice W est symétrique d’apres la question (4)(a) de la partie V, on trouve
par définition du produit scalaire {, )9 et par linéarité de la trace que :

(I, —W,D); = Tr (I, —W)D)

— Te (L, — W)D)

Tr ((In —~ % (V+tV)> D)

= Tr(I,D)-— %Tr (VD) — %Tr (‘'vD).

Comme la trace d’'une matrice est la somme de ses éléments diagonaux, elle ne change pas par
transposition. De plus, comme D est diagonale par hypothese, elle est symétrique. Deés lors, on
obtient d’apres les propriétés de la trace que :

(I,—W,D); = Tr(I,D)— %Tr (VD)) - %Tr ('vD)

= T(1D) ~ ;T (D'V) — ST (VD)

= T (1,D) - ;T (D'V) - S Te (VD)

= Tr (tInD) — %Tr (tVD) — %Tr (tVD)
= Tr (tInD) —Tr (tVD)

= (In,D)2 = (V,D)2.
Par bilinéarité du produit scalaire, il s’ensuit que :
(I, — W, D)y = (I, =V, D)a. (xx)

Par conséquent, on en déduit d’apres (x) et (%) que :

|ID—V|3— D — 1|3 = 2{I, — V, D)5 = 2(I, — W, D)s.

Montrons que :
ID = V|3 =D — L3 > 0.
D’apres la question précédente, on sait que :

1D = VI3 = 1D = L3 = 2{In = W, D)>.

Posons alors D = (d; j)1<ij<n €t In = (0;)1<i j<n. D’apres la question (1)(a) de la partie II, on

obtient que :
n n
||D—V||§—|\D—fn||§=222 — wij)di ;.
i=1 j=1
Comme D est diagonale, on voit que d; ; = 0 si 7 # 7, et donc :
n
ID = VI3 =D = L[5 =2 (85, — wii)dis
i=1
Comme I,, = (J; ;)1<i,j<n, O0 constate que d; ; = 1 pour tout i € [1,n], et donc :
D= VI3 =D~ Ll = 22 —w;i)d
Des lors, comme 1 —w; ; > 0 pour tout ¢ € [1,n] d’aprés la question (4)(d) de la partie V, et que

d;i > 0 pour tout i € [1,n] par hypothese, il s’ensuit que ||D — V||3 — ||D — I,||3 est une somme de
produits de termes positifs. Par conséquent, on en déduit que :

D~ VI3— D~ L|3>0.|
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(¢) Montrons tout d’abord que :
d(4) = | D~ L], = | Vi - 1,

2
D’apres la question (3) de la partie V, on sait que :
d(A)=d(D)= inf [[D-V|,.
() =dD) = int D=V,

D’apres la question précédente, on voit que ||D — V|, > ||D — IL,||,, et donc ||D — I,||, est un
minorant de ’ensemble Ep défini & la question (1) de la partie V. Dés lors, comme I,, est une matrice
orthogonale, le réel |D — I, appartient & Ep, et donc ||D — I,||, est le plus grand minorant de
Ep. Par conséquent, on en déduit par définition de D que :

d(4) =D ~ 1], = [ VA - 1,

2

A présent, montrons que I,, est 'unique élément V' de O, (R) tel que d(A) = ||D — V||,. Pour ce
faire, considérons un élément V' de O, (R) tel que d(A) = |D — V||,. D’apres ce qui précede, on a :

d(A) = d(D) = ||D = L]y = [|D = V]|,

D’apres les calculs de la question précédente, ceci entraine que :

n
1D = VIE— 1D~ L3 = 23 (1 — wyi)di; = 0.

i=1
Comme une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes en question sont
nuls, on obtient que (1 — w;;)d;; = 0 pour tout ¢ € [1,n]. Comme tous les coefficients diagonaux
d; ; de D sont strictement positifs par hypothese, ceci entraine que 1 —w;; = 0 pour tout 7 € [1,n],
et donc on a w; ; = 1 pour tout ¢ € [1,n]. D’apres la question (4)(e) de la partie V, on constate que
W = I,,. D’apres la question (5)(a) de la partie V (dont le résultat est valable pour toute matrice
diagonale D a coefficients diagonaux strictement positifs), on obtient en remplacant D par I, que :

10 = VI3 = 10 = VI3 = 10 = Lnll3 = 2(In = W, 1)z = 2{I — In, In)2 = 2(0, In)2 = 0,
d’ou il s’ensuit que I,, — V = 0 d’apreés le caractere défini du produit scalaire, et donc V' = [,,. Quant

a la réciproque, elle est évidente d’apres la premiere partie de cette question. Par conséquent, on en
déduit que :

I,, est I'unique élément V' de O, (R) tel que d(4) = || D —V|,.




