
Ecricome 2005, option S. (avec programme pascal modifié)

E X E R C I C E 1

L’espace R3 est muni de son produit scalaire usuel. Trois réels a, b, c étant donnés, on pose :

M (a, b, c) =




a c b
c a + b c
b c a





1) D éterminer trois matrices I , J , K dont les coe  cients ne dépendent pas de a, b, c, telles
que :

M (a, b, c) = aI + bJ + cK

Calculer J2 , K2 et K3 . D éterminer une relat ion entre I , J et K2 , ainsi qu’un polynôme
annulateur de K .
Quelles sont les valeurs propres possibles de K ?

2) Just ifier qu’il existe une matrice P ∈ M3(R) inversible, telle que D = ( tP )KP soit une
matrice diagonale.
D éterminer P et D v érifiant les condit ions précédentes et telles que d1,1 < d2,2 < d3,3 (où
di,j est le coe  cient d’indices i, j de D.)

3) En écrivant M = M (a, b, c) en fonct ion de I , K , K2 , déterminer la matrice ( tP )MP .
En déduire les valeurs propres de la matrice M .
Discuter suivant les valeurs de a, b, c le nombre de valeurs propres dist inctes de M et préciser
dans chaque cas les sous-espaces propres associés.

4) On suppose dans cet te quest ion a = 4, b = 2, c =
√

2 et on note M = M (4, 2,
√

2).

On pose X ′ =




x′

y′

z′



 = ( tP )X , où X =




x
y
z





a ) On définit la fonct ion f sur R3 \ {(0, 0, 0)} par :

f (x, y, z) =
( tX )MX

||X||2

i. Montrer que ||X||2 = ||X ′||2 puis que :

f (x, y, z) =
4x′2 + 2y′2 + 8z′2

x′2 + y′2 + z′2

i i. Montrer que 2 et 8 sont respect ivement les minimum et maximum de f sur R3 \ (0, 0, 0)
et déterminer les points en lesquels ils sont at teints.

b ) On cherche désormais à résoudre l’équation B2 = M d’inconnue B ∈M3(R).

i. Soit B une solution de l’équation (s’il en existe). Montrer que B et M commutent .
En déduire que si X appartient au sous-espace propre Eλ de M at taché à la valeur propre
λ, alors BX appartient aussi à Eλ .
Montrer que les vecteurs propres de M sont également vecteurs propres de B .
Just ifier alors que ∆ = ( tP )BP est une matrice diagonale.

i i. R ésoudre l’équation ∆2 = ( tP )MP d’inconnue ∆ et donner le nombre de solutions de
l’équation B2 = M .



E X E R C I C E 2

On définit une suite réelle (un)n∈N par :

u0 ! 0 ; ∀n ! 1, un =
√

n + un−1

1) Montrer que pour tout entier n, un ! √n.

2) a ) Montrer que : ∀x ∈ R+,
√

x " 1
2 (1 + x).

b ) En déduire que pour tout entier n, un " n +
u0

2n
puis que la suite

(un−1

n2

)
n!1

converge
vers 0.

c) Montrer que la suite
(un

n

)
n!1

converge vers 0, puis en remarquant que, pour tout entier n

non nul, 1 " un√
n

"
√

1 +
un−1

n
, en déduire un équivalent de un en +∞.

3) On pose wn = un−
√

n. A l’aide d’un développement limit é en 0 de
√

1 + x, montrer que la
suite (wn)n∈N admet une limite L que l’on précisera.

4) Calculer lim
n→+∞

(
√

n−
√

n− 1) puis lim
n→+∞

(un − un−1).

Just ifier alors qu’il existe un entier naturel N0 tel que pour tout entier n, si n ! N0 alors

un ! un−1 −
1
2

.

Montrer que un+1 − un est du signe de 1 + un − un−1 , puis que la suite (un) est croissante
à part ir d’un certain rang.

5) E crire en langage Pascal une fonct ion récursive ayant pour nom suite qui calcule le terme
d’indice n de la suite lorsque u0 = 1.

P R O B L È M E

X et Y étant deux variables aléatoires réelles, définies sur un même espace probabilisé,
indépendantes, admet tant pour densi t és respect ives fX et fY , on rappelle que la fonct ion h
définie par

h(x) =
∫ +∞

−∞
fX (t)fY (x− t) dt

est une densi t é de la variable aléatoire X + Y .

P a r t ie I : U n calcu l d ’i n t égr ale.

1) D éterminer pour quelles valeurs du réel α l’int égrale Jα converge où

Jα =
∫ +∞

0

dt

(1 + t2)α

2) A l’aide d’une int égration par parties, montrer que, pour tout réel α supérieur ou égal à 1,
on a : ∫ +∞

0

t2

(1 + t2)α+1
dt =

1
2α

Jα

En déduire que, pour tout réel α supérieur ou égal à 1 on a :

Jα+1 =
2α− 1

2α
Jα

3) Calculer J1 .
Pour n entier supérieur ou égal à 1, calculer Jn .
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P a r t ie I I : L oi de S t u den t à n degrés de li b er t é.

Pour n ∈ N∗ , on définit sur R la fonct ion gn par :

∀t ∈ R, gn(t) =
(
1 +

t2

n

)−n+1
2

1) Just ifier que, pour tout n ∈ N∗ , il existe un réel kn tel que la fonct ion fn =
1
kn

gn soit une

densi t é de probabili t é. E xprimer kn à l’aide de Jn+1
2

. (On pourra, en just ifiant sa validit é,

utiliser le changement de variables u =
t√
n

).

2) Soient (Ω,A, P ) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ), de
densi t é fn . (On dira que X suit une loi de Student à n degrés de libert é).

a ) Montrer que X admet une espérance si et seulement si n > 1 et la calculer dans ce cas.
b ) Montrer que X admet une variance si et seulement si n > 2, exprimer V (X ) en fonct ion de

kn , n et Jn−1
2

puis v érifier que :

V (X ) =
n

n− 2
Lorsque n = 1 la loi de Student à 1 degré de liberté s’appelle loi de Cauchy et une densité
sur R est donc :

f1 : t &→ 1
π

1
1 + t2

P a r t ie I I I : Si m u la t ion d ’ u ne loi.

Dans le plan rapport é à un repère orthonormal direct (O,$i,$j), un rayon lumineux part de l’origine
O et frappe un écran représent é par la droite d’équation x = 1, en un point M . On suppose que
θ, mesure de l’angle ($i,−−→OM ), est une variable aléatoire de loi uniforme sur ]− π

2 , π
2 [.

1) D éterminer la fonct ion de répartit ion de la variable aléatoire tan θ. En déduire que tan θ est
une variable aléatoire à densi t é, dont on explici tera une densi t é.

2) E xprimer Y , variable aléatoire égale à l’ordonnée du point M , en fonct ion de θ. Reconnaı̂tre
la loi de Y .

3) On rappelle qu’en langage Pascal, la fonct ion random simule une variable aléatoire de loi
uniforme sur ]0, 1[. On considère le programme informatique suivant :

program simu ;
var u,x:real ;
begin
randomize ;
u:=random ;
x :=sin(pi*u-pi/2)/cos(pi*u-pi/2) ;

end.

Quelle loi de probabili t é ce programme permet-il de simuler ? E xpliquer.

P a r t ie I V : O b t en t ion d ’ u ne loi de C a uch y à p a r t i r de lois nor m ales.

On considère un espace probabilisé (Ω,A, P ).
1) Soit Y une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ), de fonct ion de répartit ion F . On notera

G la fonct ion de répartit ion de la variable aléatoire |Y |.
a ) On suppose dans cet te quest ion que Y est une variable aléatoire de densi t é f continue sur

R .
E xprimer une densi t é de −Y à l’aide de f et montrer que Y et −Y ont même loi si et
seulement si f est paire.
On suppose cet te condit ion v érifiée. E xprimer G à l’aide de F et montrer que |Y | est une
variable aléatoire à densi t é. E xprimer une densi t é g de |Y | en fonct ion de f .
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b ) Inversement , on suppose dans cet te quest ion que |Y | est une variable aléatoire de densi t é
g, et que Y et −Y ont la même loi. Montrer que, pour tout réel x, P ([Y = x]) = 0, puis
exprimer F (x) en fonct ion de F (−x).
E xprimer F (x) en fonct ion de G et de x. (on pourra dist inguer deux cas : x < 0 et x ! 0).
En déduire que Y est une variable à densi t é et exprimer une densi t é f de Y en fonct ion de
g.

2) Soit c un réel strictement posi t if. A l’aide du changement de variable u = e2t , montrer que
l’int égrale

∫ +∞

−∞
e2te

−ce2t

2 dt

converge et la calculer.
3) Soient X et X ′ deux variables aléatoires définies sur (Ω,A, P ), i n dép en d a n t es, à valeurs

dans R∗ , de même densi t é ϕ définie par :

∀x ∈ R, ϕ(x) =
1√
2π

e
−x2

2

a ) Montrer que la variable aléatoire Z = ln |X| est une variable aléatoire à densi t é, et en
déterminer une densi t é. Quelle est une densi t é de la variable aléatoire −Z ?

b ) Montrer qu’une densi t é h de la variable aléatoire ln
∣∣∣∣
X

X ′

∣∣∣∣ est donnée par :

∀x ∈ R, h(x) =
2
π

ex

e2x + 1

c) D éterminer une densi t é de la variable aléatoire
∣∣∣∣
X

X ′

∣∣∣∣ puis reconnaı̂tre la loi de
X

X ′ .
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