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Corrigé du devoir Surveillé de Mathématiques n°l

Corrigé de D’exercice 1. Soit p € N et soit f une fonction continue, strictement positive, décroissante sur

+oo n
[p, 400, telle que / f(t)dt converge. Pour tout n > p, on pose : S, = Z fk).
p k=p

n
(1) (a) Montrons que, pour tout n > p, on a : S, — f(p) < / f@)dt. Comme la fonction f est décroissante
P

sur [p, +oo[, on a pour tout entier k > p et tout t € [k, k+ 1] :
flk+1) < f(1).

Par croissance de I'intégrale, ceci nous donne que, pour tout k > p :

k+1 k+1
/ b+ 1)t < / Ft)dt,
k k

ce qui entraine que, pour tout k > p :
k+1

(k+1-k)fk+1)< / F(t)dt.

k
En d’autres termes, on vient de trouver que, pour tout k > p :
k+1

Fl+1) < / F(b)dt.

k
En sommant cette inégalité sur k, on obtient que, pour tout n > p :

k+1

Sy [ s
k=p k=p k

D’apres la relation de Chasles, ceci nous donne que, pour tout n > p :

n—1

> stern < [ s
k=p p

Si 'on effectue le changement d’indice ¢ = k+ 1 dans la somme de gauche ci-dessus, alors on obtient
que, pour tout n > p :

50— 1) =310~ f0) = Y 1@< [ s

i=p+1 p

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > p :

S, - 1)< | " f(oy.

(b) Montrons que la série de terme général f(n) est convergente. Comme f est une fonction continue
—+o0 +oo
positive et que Uintégrale / f(t)dt converge, on voit que 'intégrale / f(t)dt converge pour
p n
tout n > p. De plus, on obtient par positivité de 'intégrale que, pour tout n > p :

+oo
/ F(#)dt > 0.

Avec la relation de Chasles, ceci nous donne que, pour tout n > p :

/ﬂo f(t)dt:/nf(t)dt+/n+oof(t)dt2/nf(t)dt.

Des lors, on obtient avec la question précédente que, pour tout n > p :
+oo
P

S.< 1w+ [ " Kot < fp) + [ s



En particulier, la suite (Sp)n>p+1 est majorée. Comme f est positive, (S,)n>p+1 est la suite des
sommes partielles d'une série & termes positifs, et donc elle converge. Mais comme (Sy,),>p+1 €st la
suite des sommes partielles de la série Y f(n), on en déduit que :

la série Z f(n) converge.

+oo
(2) Pour tout n > p, on pose R, = Z f(k).
k=n+1
+oo —+o0
(a) Montrons que, pour tout n > p, on a: / f@®)dt—f(n) <R, < / f(t)dt. Pour ce faire, fixons

n n
un entier n > p. Comme f est décroissante sur [p, +o0o[, on a pour tout k > n et tout t € [k, k+1] :
f(k+1) < f(t) < f(k).
Par croissance de I'intégrale, ceci nous donne que, pour tout k > n :

k+1 k+1 k+1
/k f(k+1)dt§/ f(t)dtg/ F(R)dt,

k k
ce qui entraine que, pour tout k > n :
k+1

(k+1—-k)f(k+1) < / ft)ydt < (k+1—k)f(k).
k
En d’autres termes, on vient de trouver que, pour tout k > n :
E+1
fler 1)< [ f(ode < ),
k

En sommant cette inégalité sur k, on obtient que, pour tout entier m > n :

m m k—+1 m
Y flk+1)< Z/ Ftydt < f(k).
k=n k=n"k k=n
D’apres la relation de Chasles, ceci nous donne que, pour tout m > n :

Do fk+1) < / Ft)ydt <> f(k).
k=n n k=n

Si 'on effectue le changement d’indice ¢ = k+ 1 dans la somme de gauche ci-dessus, alors on obtient
que, pour tout m > n :

m—+1

m+1 m—+1 m m
SNCEN BNIUIED SHOEF RS ST}
i=n+1 n k=n k=n+1

Comme la série > f(n) et intégrale L j_oo f(t)dt convergent, on trouve par passage a la limite quand
m tend vers 4+oco dans I’encadrement ci-dessus que :

+00 iy
S f6) < / FOdt < fy+ Y Fk),

i=n+1 n k=n-+1

—+oo

ce que l'on peut réécrire sous la forme :

+oo
R, g/ F)dt < F(n) + Ro.

En d’autres termes, on vient de montrer que :

Iy i e /+oof(t)dt§f(n)+Rn.

En particulier, il s’ensuit que :

Rn§/+oof(t)dt ot /+°Of(t)dt—f<n)g3n.

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > p :

+oo

—+o0
/ f(t)dt—f(n)SRns/ f(t)dt.

n




+oo
(b) Déterminons une condition suffisante sur f(n) et / f(t)dt pour que R,

n
D’apres la question précédente, on sait que, pour tout n > p :
+oo

“+o0
/ f()dt — f(n) < Rn g/ f(t)dt.

n

3

~ /:OO F(t)dt.

n—-+oo

+oo
Comme la fonction f est strictement positive et continue, on voit que / f(t)dt > 0 pour tout

n
n > p par stricte positivité de l'intégrale. En divisant I’encadrement ci-dessus par cette intégrale,

on obtient que, pour tout n > p :
T ()N TS

[F pwar =[5 p(ear

Si le rapport #
PPOTE 7 ar

gendarmes que :
R,
lim T =1,
n——+00 f (t)dt

“+oo
et donc R, ~ / f(t)dt. Par conséquent, on en déduit que :
n

n——+o0o

tend vers 0 quand n tend vers +oo, alors il s’ensuit avec le théoréme des

+o0
fn) = o (/ f(t)dt) est une condition suffisante pour que : R, ~
n

n——+oo

n—-+oo

/n = F(t)dt.

(3) Dans cette question, on pose pour tout x € [2,+o00[ : f(z) =

-
z(In(z))?’

(a) Montrons que f vérifie les quatre hypothéses de I’énoncé, ainsi que la condition trouvée en (2)(b).

Tout d’abord, on voit que f est continue et strictement positive sur [2,+o00[, comme inverse d’une
fonction continue et strictement positive sur [2,+oo[ (en particulier, c’est I'inverse d’une fonction
qui ne s’annule pas sur [2, +o00[). De plus, comme les fonctions  — x et In sont croissantes et
strictement positives sur [2, +oo[, on obtient par produit que la fonction x — 2(In(x))? est crois-
sante sur [2,+o0o], et donc f est décroissante sur [2, +o0o[ comme inverse d’une fonction strictement

+oo
positive et croissante sur [2, +oo[. En particulier, I'intégrale / f(t)dt est impropre en +o0. De
2

plus, on a pour tout a > 2 :

/f / O dt:[—m@)}:?@m}”

Comme 1/1n(a) tend vers 0 quand a tend vers +o0o, ceci entraine que :

@ 1
/2 ft)t a5 eo In(2)

+oo
Des lors, il s’ensuit que 'intégrale / f(t)dt converge. Par ailleurs, on trouve aussi que, pour tout
2

n > 2 et pour tout a > n :

/ 1) / <1ntt>>2dt:[‘mtt)]::‘lnzaﬁlngn)'

Comme 1/1n(a) tend vers 0 quand a tend vers 400, ceci entraine que :

/ 1) a—>+o<> ln(1 )

+oo
1

Des lors, il s’ensuit que / f®)dt = n(n)’ En particulier, on voit que :

n n(n

1
n(in(n 1
+OJ:(n) _ Mm@y _ 0
[T f(t)at ) nln(n) n—+oo
“+o0

ce qui entraine que f(n) =0 ( / f (t)dt). Par conséquent, on en déduit que :

n—-+0o0o n

f vérifie les quatre hypotheses de I’énoncé et la condition trouvée en (2)(b). ‘




+oo

1

(b) Déterminons un équivalent de R,, = Z W quand n tend vers +o00. Comme la fonction f

n
k=n-+1

vérifie les quatre hypothéses de ’énoncé, ainsi que la condition trouvée en (2)(b), on sait d’apres la

question (2)(b) que :
“+oo
L

n——+o0o
D’apres les calculs de la question précédente, on en déduit que :

1

" psteo In(n)’

(c) Montrons que la série de terme général R,, est divergente. Pour ce faire, on sait d’apres la concavité
de la fonction In que 0 < In(n) < n—1 < n pour tout n > 2. En particulier, on obtient par inversion
que, pour tout n > 2 :

>

3=

In(n)

1
Comme la série harmonique E — diverge, on obtient par comparaison de séries a termes positifs
n

1
que Z —— diverge. Comme de plus > 0 pour tout n > 2 et que R, d’apres
In(n)

n—+o0 In(n)

1
In(n)

la question précédente, on en déduit par équivalence que :

la série Z R,, diverge.

no ok
Corrigé de I’exercice 2. Soit a un réel fixé > 1. Pour tout n € N, on considere la fonction f,, : © — Z %
k=0
(1) Justifions que, pour tout n € N*  I’équation f,(x) = a admet une unique solution sur R, que l'on
notera u, par la suite. Comme la fonction f,, est polynomiale, elle est dérivable sur R et de plus, on

a pour tout x > 0 :

1 |
— k! Pt k!

En effectuant le changement d’indice i = k — 1 dans ’égalité ci-dessus, on trouve que, pour tout x > 0 :

o kegk1 " gkl nooogpkl
!/ _ —
fula) = 3Nt

n—1
Fal@) =3 5 = faca(@) > 0.
i=0
En particulier, la fonction f,, est strictement croissante sur R;. Comme elle est de plus continue sur
R, (car polynomiale), elle définit une bijection de R dans f,,(R;) d’apres le théoréme de la bijection.
A noter que f,,(0) = 1 par construction. De plus, comme f,, est polynomiale, elle est équivalente & son
terme de plus haut degré en 400, et donc :

xn
lim f,(z)= lim — = 4o0.
r—+00 r—+o0 n'
Dés lors, comme f,, est strictement croissante sur R, on voit que f,,(Ry) = [1,4+00[, et donc f,, définit
une bijection de Ry dans [1, +o00[. Mais comme a > 1, on voit que a appartient & [1,4o00[, et donc il
admet un unique antécédent par f,, sur R, . Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

‘l’équation fn(x) = a admet une unique solution sur R. ‘

(2) (a) Soit = un réel > 0. Montrons que la suite (f,(x))n>1 est croissante et déterminons sa limite. Pour
tout n € N*, on trouve que :

3
+

fn+1(x)_fn(x): xil_z%:mzo

1k n ok Zntl

=

=0 k=0

De plus, on sait d’aprés le cours que (fn(x))n>1 est la suite des sommes partielles de la série
exponentielle, et donc elle converge vers e*. Par conséquent, on en déduit que :

‘la suite (fn(x))n>1 est croissante et converge vers e”.




(b)

@
(4) Pour tout n € N et pour tout z € R, on pose : R, (z) = / e(
0

(a)

Déterminons la monotonie de la suite (uy,),>1. Pour ce faire, fixons un entier n > 1. Par définition
de la suite (up)n>1, on voit que fr41(unt1) = a. Dés lors, comme la suite (fy,(z)),>1 est croissante
d’apres la question précédente, on voit que :

a = fn+1(un+1) > fn(un+1)~

Comme de plus f,(u,) = a par construction, on trouve que :

fn(un) =a=> fn(unJrl)-

Comme la fonction f,, est strictement croissante sur R, d’apres la question (1), il s’ensuit que
Uy, > Upt1. Mais comme ceci est vrai pour tout n € N*, on en déduit que :

’1a suite (uy)n,>1 est décroissante. ‘

Démontrons que la suite (uy,),>1 converge. D’aprés la question précédente, on sait que la suite
(un)n>1 est décroissante. Mais comme u,, > 0 pour tout n € N* par construction, la suite (uy,)n,>1
est minorée par 0. D’apres le théoréme de la limite monotone, on en déduit que :

‘la suite (uy)n>1 converge.

Montrons que, pour tout n > 1, on a : In(a) < u,. Pour ce faire, fixons un entier n € N*. Comme
la suite (fx(z))r>1 est croissante et qu'elle converge vers e* d’apres la question (2)(a), on voit que
fn(z) < €” pour tout > 0. En particulier, on obtient par définition de la suite (u,)n>1 que :

a = fn(un) <ehn.

Des lors, comme la fonction In est croissante, on trouve que In(a) < In(e*n). Par conséquent, on en
déduit que, pour tout n € N* :

In(a) < uy,.

Soit K un réel > 0 et minorant de la suite (uy,)n>1. Montrons que e < a. Comme K < u,, pour
tout n € N* et que la fonction f,, est croissante sur R pour tout n € N* d’apres la question (1), on
voit que () fn(K) < fn(un) = a pour tout n € N*. Dés lors, comme la suite (f,(K)),>1 converge
vers e d’aprés la question (2)(a), on obtient par passage a la limite quand n tend vers +oo dans
I'inégalité (x) que :

K <a.

Montrons que lir_~r_1 un, = In(a). D’apres la question (3)(a), on sait que () In(a) < u, pour tout
n—-+0o0

n € N*. Comme la suite (u,),>1 converge d’aprés la question (2)(c), on obtient par passage a la

limite dans l'inégalité (%) que :

In(a) < lm .
n—-+oo

De plus, comme la suite (un)n>1 est décroissante d’apres la question (2)(b), elle est minorée par sa
limite. D’apres la question précédente, on trouve que :

exp( lim un) < a.
n—-+oo

Comme la fonction In est croissante, on obtient par composition que :

lim u, <lIn(a).

n—-+o0o

Par conséquent, on en déduit que :

ngrfoo u, = In(a).

n

=ty
n!
Justifions que la suite (u,)n>1 est majorée. Comme la suite (u,),>1 converge d’aprés la question
(2)(c), elle est bornée. En particulier, on en déduit qu’elle est mjorée. Une autre fagon de le voir
consiste & remarquer que, comme (u,),>1 est décroissante d’apres la question (2)(b), on a u, < wy
pour tout n € N*, et donc cette suite est majorée. Dans tous les cas, on en déduit que :

‘la suite (uy)n>1 est majorée. ‘




(b)

Soit M un réel positif tel que Vn € N*| |u,,| < M. Montrons que, pour tout n > 1, on a :

Mn+1
Ry (up)| < eM ——.
| R ()| < (n+1)!
Pour ce faire, fixons un entier n > 1. Comme |u,| < M, on voit que u, < M. Dés lors, comme
I'exponentielle est croissante sur R, on obtient que ef < e < M pour tout t € [0, u,]. Comme
(up — )™ > 0 pour tout t € [0, u,], on trouve par produit que, pour tout ¢ € [0, u,] :

t _ n M _ n
0<© (up, — 1) <© (up — 1) -
n! n!
Par croissance de I'intégrale, ceci entraine que :
Un Lt _ \n Un M _\n M _ 4\n+17Un
oan<un>=/ Mdtg/ e un =" e (un = )"

Apres simplification, on obtient alors que :
M(un _ 0)n+1 _ eM(un)n+1
(n+1)!  (n+1)

Comme 0 < u,, < M par définition, il s’ensuit que :

0 < Ru(uy) < —0+ &

eM
< Balun) < T2y

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N* :

n+1
u M

| Ry (un)| <e m

1
Montrons que : R, (uy,) 0 (2> D’apres la question précédente, on a pour tout n € N* :
n

n—-+o0o

Mn+1
M
Par produit avec n(n + 1), ceci nous donne que, pour tout n € N* :
Mn+1n(n+ 1) Mnfl
0< DR <eMZ T _Mpp2 7
S In(n 4 D Bnlun)] < e —2 25 S
Comme la série exponentielle converge, son terme général tend vers 0, et donc :
Mnfl
lim ——— =0.

n—+oo (n — 1)' N
Par encadrement, on obtient alors que :

lim |n(n+ 1)R,(uy)| =0.

n—-+oo

En particulier, il s’ensuit que lim n(n+ 1)R,(u,) =0, et donc :
n—-+oo

Ru(un) = o (n(nlﬂ)) ‘

Comme un polyndme est toujours équivalent a son terme de plus haut degré en 400, on voit que

1
n(n+1) e n?, ce qui entraine que D) Wl Par conséquent, on en déduit que :

Justifions que, pour tout * € R et pour tout n € N, on a : e* = f,(z) + R,(z). Pour tout
z € R, on trouve d’apres la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n appliquée a la fonction
exponentielle f (laquelle est C*) que, pour tout n € N :

SRR LIy Y IR
k=0 ) 0 :




7

Comme f est la fonction exponentielle, on voit que f®*) () = €* pour tout k € N* et pour tout
z € R, et donc f(*) (0) = €° pour tout k € N. Dés lors, ceci nous donne que, pour tout n € N :

n k Tt n
T e'(x —t
S A / dle_t"y,
k! 0 n!
k=0
Par conséquent, on en déduit par définition de f,, et R, que, pour tout n € N et pour tout x € R :

" = fu(2) + Ru(2).]

——+o0
par construction, on a pour tout n € N* :

e'n = fn(un) + Rn(un) =a+ Rn(un)- (*)

Comme la suite (u,)n>1 converge vers In(a) d’apres la question (3)(c), on voit que (u, —In(a))n>1

converge vers 0. Dés lors, comme e” — 1 ~, T on obtient par substitution que :
r—

1
Montrons que : u,, = In(a)+4o ( > D’apres la question précédente et sachant que f,(u,) = a
n

evn@ 1~ u, —In(a).

En particulier, ceci entraine que :

u
e —aqa
— eun hl(a)

a n—-+oo

D’aprés Iégalité (x), ceci nous donne que :

evr —a R, (uy)

~

—1In(a) ~

n—-+oo a n—-+oo a

1
Mais comme R, (u,) = o <2> d’aprés la question (4)(c), il s’ensuit que :
n

n—-+00
1
—In(a) o © (nz> .

Par conséquent, on en déduit que :

1
tn n—>_-§—oo1 ( )+0 (nQ)
Justifions que, pour tout z € R et pour tout n € N, on a :
zn+1 x et(x o t)n+1
r = dt.
@)+ G +/0 (n+ 1)

Pour tout € R, on trouve d’apres la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n+ 1 appliquée
a la fonction exponentielle f (laquelle est C°°) que, pour tout n € N :

n+1
f(k) f(n+2 )( _ t)n+1
Z / (n+1)! dt.

Comme f est la fonction exponentielle, on voit que f*)(z) = e® pour tout k € N* et pour tout
z € R, et donc f*) (O) = Y pour tout k& € N. Dés lors, ceci nous donne que, pour tout n € N :

n+1 n
*t n+1 k n+1 T _t —t n+1
fz / (@ dt—zx + = +/ =" g,
k! EL (n+1D)! 0 Jy (n+1)!

Par conséquent, on en déduit par définition de fn et R,4+1 que, pour tout n € N et pour tout z € R :

In+1
T __
= fulx) + CES + Rpy1(z).
un+1 un+1
Montrons que : e*" i a+ (n:— 01 +o ((n:— 1)!>. D’apres la question (6)(a), on sait que, pour
tout n € N* et pour tout x € Ry, on a :
xn—‘—l

© = fulz) + ] + Rpy1(z).



En remplacant x par u,, et en tenant compte du fait que f,(u,) = a par définition, on trouve que,
pour tout n € N* :

. upt! upt!
Comme I’exponentielle est croissante sur R, on obtient que ¢! < e%» pour tout ¢ € [0, u,]. Comme
(un — )" > 0 pour tout ¢ € [0, u,], on trouve par produit que, pour tout ¢ € [0, u,] :

et(un _ t)n+1 eln (un _ t)n+1

0<
- (n+1)! - (n+1)!
Par croissance de l'intégrale, ceci entraine que :
Un 6t (Un _ t)n+1 Un opUn (Un _ t)n+1 eln (Un _ t)n+2 Un
0<R Up) = ————dt < _—dt= |- .
S B (un) /0 (n+1)! —/0 (n+1)! n+2)! |,

Apres simplification, on obtient alors que :

Uy n— O n+2 Up ,n+2
0< Royr(un) < —0 4 o n O eruy

(n+2)! (n+2)!"
n+1
Apres division par uni, il s’ensuit que :

(n+1)!
n !

( ) eun g nt2

Ry11(u ﬁ elny
0< = < %“3 ~ e
tnD)! D!

Comme la suite (u,)n>1 converge vers In(a) d’aprés la question (3)(c), on trouve que :

e'ruy,

im =0.
n—+oo N + 2

Par encadrement, ceci nous donne que :

Rn+1 (un)
untt
(n+1)!

lim =0.

n——+00

En particulier, on vient de montrer que :

uﬁ*l
Ruste) 50 ()

Par conséquent, on en déduit avec la relation (%) que :

unJrl un+1
e = a+-—"—+40| —2—

up (In(a))"+!

(n+1)! oo (n+1)!

1

Comme a > 1, on voit que In(a) > 0, et donc on obtient apres division que :

Up, R 1
In(a) n—+oo \n2 )

Montrons tout d’abord que . D’apreés la question (5)(b), on sait que :

U 1
Posons alors v, = —— — 1 pour tout n € N*. Comme v, = o — |, on voit que (v,)n>1
In(a) n—4oo  \ n? =
converge vers 0. Des lors, comme In(1 4 z) ~, T on trouve par substitution que :
Tr—r

o In (1 + wvy,) Un_ 4
1n(a) n—-+oo Un n—r—+0oo Un n——+0oo ln(a) )

1

n—-+oo Tl2

Comme v, = o ( >, ceci nous donne que :

(i) ()




Par produit, ceci entraine que :

(n+1)In (&%) nioo"<n;21>'

1
tend vers 0 quand n tend vers +oco, on trouve que :

(n+1)In (1]:(2)) 20

Comme 'exponentielle est continue sur R, on obtient par composition des limites que :

n+1
Un — = 1,
In(a) n——+oo

ce que l'on peut réécrire sous la forme suivante :

n
Comme 3
n

ntl
u’!L

(n+1)!

(In(a))**+ p_y 4o
(n+1)!

1.

Par conséquent, on en déduit que :

G (@)
(n+1)! notoo  (n41)!

n+1
Justifions a présent que lim n

général tend vers 0, et donc :

= 0. Comme la série exponentielle converge, son terme

- (afa)
n—+oo (n—i—l)!
upt! (In(a))"*!

(n+ 1)l notoo (n+1)!

=0.

Mais comme d’apres ce qui précede, on en déduit que :

un+1
lim —*— =0.
n—+oo (n + 1)!
(In(a))"+!
n—+oo a(n+ 1)!
la question (6)(a) que, pour tout n € N* :

Montrons que : u, — In(a) . Comme f,(u,) = a par construction, on voit d’aprés

. upt? upt!
en = fn(un) + m + Rn+1(un) =a+ m + Rn+1 (Un) (*)

Comme la suite (un)n>1 converge vers In(a) d’apres la question (3)(c), on voit que (u, —In(a))n>1

converge vers 0. Dés lors, comme e” — 1 ~, T on obtient par substitution que :
r—r

wn,—In(a)
etn -1 ~ u,—In(a).
n—-+o0o n ( )
En particulier, ceci entraine que :

Un

€ —a

_ Jup—In(a) _ ~ _
a =e 1 . un, — In(a).
D’apres 'égalité (*), ceci nous donne que :

eu

Uy, —In(a) ~ e up Ro1(un)
n n——+oo a n—-+oo a(n + 1)' a
un+1

Comme R, (uy) oo © ((nll)'

) d’aprés la question (6)(b), on trouve que :

un+1
un, — In(a) ete a1

up ! (In(a))" "

Mais comme m ng;\:}oo W

d’apres la question précédente, on en déduit que :

(In(a))"+!

Up — ln(a) n—;\-;-oo m
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Corrigé du probléme 1. On désigne par J U'intervalle | — 1, +00[. Dans ce probléme, on se propose d’étudier
I’application f définie pour tout x € J par :

(1) Préliminaires :

(a)

Justifions la convergence des séries Y, - 2z, > 4o, m ety . 1 % Tout d’abord, on peut

remarquer que la premiere série est la série de Riemann de parameétre 2, qui converge d’apres le
cours. Pour ce qui est de la deuxiéme série, on voit qu’il s’agit d’une série a termes positifs. Comme
k > 0, on obtient que 2k +1 > k > 0 et donc (2k + 1)2 > k2, ce qui entraine que :

1 1
VEEN*, 0<—— <
IR

s 1 1 .9 . o 1 s N N
Comme la série > k>1 72 il s’ensuit que la série > k>1 ERT)E converge d’apres le critére de compa-
raison des séries & termes positifs, et donc la série >, m converge aussi. Enfin, la derniére

;. ;. —1)"™
série converge absolument car la série Y ., -5 converge et |%\ = - pour tout n € N*. En
(_1)71 -

n2

particulier, la série 3 -, converge. Par conséquent :

="
les séries Z o Z 2k+ 2, ; 2 convergent.
n>1

n>1 k>0

2 2 . -
En admettant que Zn 1 n2 = %, montrons que : Zk o (2k+1)2 = 7. Pour ce faire, on scinde la
1

somme 7% =5

en deux parties suivant la parité de n. Plus précisément :

=1 1 1
Doz o= > mt D)

n=1 n pair >0 n impair

1 1
= 2 @t 2o

+oo 1

Par linéarité de la somme, il s’ensuit que Zn 172 = 42 0172 Zk 1 (%H)Q, et donc :

31 =X
Z;ﬁ_g(%ﬂ)

Mais comme Z 1= % on en déduit apres calcul que :
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(c) Montrons que : Zz (—n12)" = —7{—;. Pour ce faire, on procéde comme précédemment, c’est-a-dire
qu’on scinde la somme j;: (;32)” en deux parties suivant la parité de n. Plus précisément :
+oo
(=" =" ="
P D DR D
n=1 n pair >0 n impair
(=" ="
DD b D D
n=2k, keN* n=2k+1, keN
“+o0 —+oo
1 1
= + - .
2 it @1y
Par linéarité de la somme, il s’ensuit que 37> (7"12)” =1 e == S m, et donc :
n2  4x6 8
n=1
Des lors, on en déduit apres calcul que :
+oo (_1)n B 7T.2
n2 127
n=1

(2) Eléments d’étude de f :

(a) Justifions, pour tout = € J, la convergence de l'intégrale fol f—:tdt. Pour ce faire, on pose g(t) = 1tT:
pour tout ¢ €]0, 1]. Alors on voit que g est définie, continue et positive sur 0, 1]. De plus, comme
14+t > 1 pour tout ¢ €]0,1], on obtient que :

X

t
Vit 1 0< < t*.
€]o,1], 0< TS

. . s . 1 1
Mais comme z € J, on voit que z > —1 et —x < 1, et donc I'intégrale de Riemann fo trdt = |, tc_ltw
converge. Deés lors, d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en
déduit que :

T

1
l'intégrale dt converge.
& /0 1+t vers

(b) Calculons les valeurs de f(0) et de f(1). Par définition de f, on a :

1 0 1
10)= [ ft= [ 15 = 0+ = 1n(2) = In(1) = n(2)

Toujours par définition de f et par linéarité de l'intégrale, on trouve que :

1 1 1 1
t 1+1)—1 1
f(l):/ —dt:/ Ldt:/ dt—/ —dt,
o 1+t o 1+t 0 o 1+t

ce qui nous donne apres calculs que : f(1) =1 — In(2), et donc :
[(0)=In(2) et f(1)=1-In(2).|

(¢) Montrons que, pour tout z € J,ona: 0 < f(z) < %ﬂ D’apres la question (1)(a), on sait que :

x

vt €]0,1 0< <t*.
e, 02— <

Comme l'intégrale impropre fol f—:tdt converge d’apres la question (2)(a) et que l'intégrale de Rie-

mann fol t*dt converge car x > —1, on obtient par positivité et croissance de l'intégrale que :

1 T 1
0< / dt < / t*dt.
o 1+1 0

Comme z € J, on voit que z + 1 > 0, et donc :

0 N 17+10_:z:+1 r+1 z+1°
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Par conséquent, on en déduit que :

1
v 0< < .
T € J, 7f(:1:)7x+1

Comme %H tend vers 0 quand x tend vers 400, le théoreme des gendarmes entraine que :

lim f(z)=0.

r—+00

(d) (i) Montrons que, pour tout (x,y) € JZ et tout t €]0,1], on a : x < y = t* > t¥. Par définition, on
sait que t* = e?"(®) et ¥ = e¥™(*), Comme ¢ €]0, 1], on voit que In(¢) < 0, ce qui entraine que :

r<y = y—x2>0

= (y—2)ln(t) <0

= =)@ <1

— ¥ In(t)—z In(t) <1
tY

— tY<t* car t*>0.

Par conséquent, on vient de montrer que :

V(z,y) € J?, Vtelo,l], z<y =— ﬂzty.\

(i) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout (z,y) € J? et tout ¢ €]0,1] tels que = < y,
on a t¥ <t*. Comme 1+t > 0, il s’ensuit par division par 1 4 ¢ que :
tY t*
< .
14+t~ 1+t

Comme les intégrales impropres fol f—:tdt et fol %dt convergent d’apres la question (2)(a), on
obtient par croissance de 'intégrale que :

1 1
tv te
/ dtg/ dt,
o 1+t o 1+t

d’ott il s’ensuit que f(y) < f(x) si z <y, et donc :

‘la fonction f est décroissante sur J. ‘

(e) Montrons que, pour tout z € J,on a: f(z)+ f(z+1) = %4—1 Par linéarité de 'intégrale, on a :
1 1 1
t* tx+
/ dt + / dt
o 1+t o 1+t

1 1
t* 4 t=t
_ / gt
0

f@)+ fl@+1)

1+t

1
t(E
:/ (1+1)
o 1+t

1
/ t*dt.
0

D’apres les calculs de la question (2)(c), on sait que fol t*dt =

71 et donc :

Veed, f(x)+flz+1)= %—&-1




13

(f) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout = € J :
1
)+ fz+1) = ——.
J@)+ f+1) = —
Comme la fonction f est décroissante, on voit que f(z 4+ 1) < f(x), et donc :

1
1 S 2@

Toujours par décroissance de f, on sait que f(z + 1) < f(x), et donc :

1
> 2 1).
z+1~ fla+1)

Si 'on effectue le changement de variable y = x + 1, on obtient que, pour tout y > 0 :

% > 2f(y)-

Des lors, il s’ensuit que, pour tout > 0, on a :

1
—— < 2f(0) <

3

8=

ce qui entraine apres division par % que, pour tout x > 0 :

x f(z)

< L7
rz+17~

1.

IN

1
2z
Par des calculs simples, on trouve alors que, pour tout > 0 :

1 _ @

1 — 1
I+ 5

<1

Comme 1/z tend vers 0 quand « tend vers 400, le théoréme des gendarmes entraine que :

x
r——+oo —
2x
Par conséquent, on en déduit que :
1
fla) o~ o

(g) Soit z un élément de J.

(i) Montrons par récurrence la propriété P définie pour tout n € N par :

n 1k
P(n): Vo€ d, fz)=(-1)" f(n+1+z)+Y k:(%
k=0

Tout d’abord, on voit que P(0) est vraie. En effet, comme f(z) + f(x +1) = x%rl, ona:

(=D* 1

0
(—1)0+1f(0+1+x)+zk7 = —f(m—l—l)—i—m = f(z).
k=0

142z

A présent, supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n € N, et montrons que P(n+1)
I’est aussi. Par hypothése de récurrence, on sait que, pour tout = € J :

(="

f@) = ()"t T a) 4+ = (9,
k=0

Comme J est l'intervalle | — 1, 400[, on voit que = + n + 1 appartient & J pour tout x € J. Dés
lors, on obtient avec la question (2)(e) que, pour tout x € J :
1



14

Si on remplace f(z+n+1) par —f(z +n+2) + ﬁ dans la relation (*), alors on trouve :

fla) = (—1)”“f(n+1+x)+§n:ﬂ
k:ok 1+z
n _ k
= (=" {—f(n+2+x)+x+n+2] %
k=0

_ nt2 (=D & (DR
B (_1)+f(n+2+x)+n+2+x+kzzok 1+

= ()" f(n+2+a) +7§(_71)k
=k 14z’

d’ot il s’ensuit que P(n+ 1) est vraie. D’apreés le principe de récurrence, la propriété P est vraie
a tout ordre n € N, et donc pour tout € J et tout n € N :

_ n+1 . (_1)k
flz) = (=1) f(n+1+x)+zm.
k=0

(ii) D’apres la question (2)(g)(7), on sait que, pour tout « € J et tout n € N :

_ n-+1 = (_1)k
flz) = (=1) f(n—l—l—i—x)—l—zm.
k=0

Comme de plus f(x) o~ 2 d’apreés la question (2)(f), on voit que f(z) tend vers 0 quand x

tend vers +o0o. En particulier, pour x un réel fixé, la suite (f(n+ 1+ x)) tend vers 0, et donc la
suite ((=1)""1f(n + 1 + )) tend aussi vers 0 en tant que produit d'une suite bornée et d'une

k
suite qui tend vers 0. Dés lors, la suite (ZZ:O %) tend vers f(z). Mais comme il s’agit de

—_ ke . .
la suite des sommes partielles de la série ) k( +113r$, il s’ensuit que :

la série g ﬂ converge et : f(x) = 9 ﬂ
E+1+x '
k>0 k=0

(h) (i) Montrons que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N*, on a :

! L | lz—yl
k+1+x k+1+y|— k2

Par des calculs simples, on trouve que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :

_ ly — |
(k+1+a)k+1+y)

1 B 1 (k+1+y) —(k+1+4x)
k+1+2 k+1+y|

(k+1+z)(k+1+vy)

Comme z,y appartiennent a J, on voit que z,y > —1, et donc k+1+x,k+1+y > k, ce qui
entraine que :
1 1

< :
[(E+1+z)(k+1+y)| ~— kxk

Par conséquent, on en déduit que, pour tout (x,y) € J? et tout k € N* :

1 1 < lz—yl
k+14+x k+1+4y|— k2

(ii) D’apres la question précédente, on sait que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N* :

1 1 < lz—yl
k+14+2 k+14+y|— k2
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D’aprés 'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout (z,y) € J? et tout n € N* :

~ (=" ~ (-F ~ [ (=1)F (-1)*
Z;k+l+x_g;k+l+y §:(k+1+x_k+1+y)

k=0

= h0k+1+x k+1+y
1 1 +§é 1 1
142 14y k+14+2 k+14y

k=1

Z|I*y|

’O+y) (1+=x)
1+2)(1+vy)

w—xl M—y
< - .
T+ 2) (1 +y)l ;

Comme z,y appartiennent & J, on voit que x,y > —1, et donc (1+z), (1+y) > 0, ce qui entraine
que (1+x)(1+y) > 0. Des lors, par linéarité de la somme, il s’ensuit que, pour tout (z,y) € J2
et tout n € N* :

§:k+l+x §:k+1+y

1 k
Comme la série de Riemann Y 75 converge d’apres le cours, et que les séries Z ) et Z

ly — | — 1
(1+@U+y{+w—ﬂ§:ﬁi(”

k=1

k+ita k+1+u
convergent d’apres les questions précédentes, il s’ensuit par passage a la limite dans 'inégalité
() que :
ly — =
—x —.
§:k+1+y Traity Y ‘Z;k2
Mais comme ZJ“X’ 7 = % on en déduit que, pour tout (z,y) € J?2 :

’/T2
|ﬂ@f@ﬂ§hy<uﬁﬁinu+6>,

(iii) Montrons que f est continue sur J. Soit « € J un réel fixé. D’apres la question précédente, on
sait que, pour tout y € J, on a :

|ﬂm—f@»su—y(wwliy%0+2>.

Quand y tend vers z, on voit que |z — y| tend vers 0 et que tend vers et

1 1
(a+1)(y+1) (a+1)2>
donc |z — y| (m + %) tend vers 0. D’aprés le théoréme d’encadrement, il s’ensuit que

|f(z) — f(y)| tend vers 0 quand y tend vers z, et donc :
f() @ f(@).

Deés lors, la fonction f est continue au point x, et ce pour tout x € J. Par conséquent :

‘la fonction f est continue sur J. ‘

(i) Montrons que : f(x)

~ . D’apreés la question (2)(e), on sait que, pour tout = € J :
z——12x+1

1

1) = .

F@) + fa ) =

D’aprés les questions (2)(b) et (2)(h)(#i%), on sait que f(0) = In(2) et que f est continue sur J, ce
qui entraine qu’au voisinage de —1 :

flz+1)=1In(2) + o(1).
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Des lors, il s’ensuit qu’au voisinage de —1, on a :

1
fa)==fle+ D+ 7=

+1n(2) + o(1).

Si 'on divise cette égalité par %ﬂ, on obtient qu’au voisinage de —1 :
T In(2 1
Ji) =1+ L) —|—0<1> =1+mn@2)(z+1)+o(z+1).
x+1 x+1 x+1
X R - f(=) : - .
Des lors, il s’ensuit que lim “—— =1, ce qui entraine que :
=1 —
1
fla)y ~ PR

Comme lim
z—=—1x+1

= +00, on en déduit que :

lim f(z) = +oo.

r——1

(3) Dérivabilité de f :

Pour tout k € N, on note g; 'application de classe C? de .J dans R, définie pour tout = € J par :

(a)

G Vi
k414
Montrons que, pour tout (z,y) € J? et tout k € N*, on a :

gr ()

0e@) ~ u(0) — (& — oo < 2

Par hypothése, on sait que g, est de classe C? sur J. De plus, pour tout € J, on a :
()] = | 2 C—
(k+1+2)3 |(k+1+x)3|

Comme z appartient & J, on voit que > —1, et donc (k+ 1+ x) > k, ce qui entraine que, pour
tout k € N* et tout z € J, on a :

2
)] <
D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange, il s’ensuit que, pour tout k£ € N* et tout z € J :

gk () = g (y) — (z — Y)gr ()] < %

Des lors, on en déduit que, pour tout & € N* et tout z € J :

z— ul?
(@) - 96(0) — (z — w)gh()] < LY

Justifions la convergence des séries <, 75 et Y.~ g4 (2) pour tout z € J. Tout d’abord, on peut
remarquer que la premiere série est la série de Riemann de parametre 3, et qui converge donc. De
plus, pour tout x € J, on voit que :

(_1)k+1 1
k+4+1+x)? (k+14xz)%
Comme z appartient & J, on voit que x > —1, et donc (k+ 1+ x) > k, ce qui entraine que, pour
tout k € N* et tout z € J, on a :

sl =|;

1
|g;c(x)| < 22

Comme la série de Riemann ), ., 7= converge, il s’ensuit que la série Y |g} ()| converge d’apres le
critére de comparaison des séries & termes positifs. Mais alors la série ) g;.(z) converge absolument,
et donc elle converge. Par conséquent, pour tout x € J :

1
les séries E 3 et E gr(x) convergent.
k>1 k>0
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(c) D’apres la question (3)(a), on sait que, pour tout (x,y) € J? et tout k € N* :

|z —y|?
e

D’apreés I'inégalité triangulaire, on trouve que, pour tout (x,y) € J? et tout n € N* :

> o) =D k(@) = (y—2) ) gi()
k=0

k=0 k=0

k() = gr(y) — (= — y)gi(2)] <

n

> (91(y) = gi(@) — (y — 2)gi(x))

k=0

< D o) — ge(@) — (y — 2)gi(2))|
k=0
< / S ‘Cﬂ — y|2
< 1g0(y) — g0(a) — (v — D)gh(a)] + 0
k=1
Or, par des calculs simples, on obtient que, pour tout (x,y) € J? :
1 1
— — — A — [ — — -
i)~ ofa) ~ (0= D@ = |~ st D
—(y—=)
= RS e S + —r)—
Troiry ¥ Trae
_ W'
(1+z)2(1+y)|’
Des lors, il s’ensuit par linéarité de la somme que, pour tout (z,y) € J? :
- (y —)° ~ 1
2t zzg’“ <[ e

Comme les séries 3 25, > gi(2), 3 gr(y) et 3 g4 () convergent d’apres les questions précédentes,
il s’ensuit par passage a la limite quand n tend vers +o0o dans I'inégalité (%) que :

+oo +oo +oo (y _ .13)2 ) +o0 1
/
- —(y— D C et - =
=0 k=0 k=0 k=1
Par définition des fonctions f et g, il s’ensuit que, pour tout (z,y) € J? :
(y —)? Sl

— T Tty .

1+9c) (1+y) -2 ;kd

Aprés division par (x — y), on obtient que, pour tout (z,y) € J? tel que x # y, on a :

‘f(y)—f ~(y-= ng

) — @) <~ ly — =]
y—r 20| Tromiay 'Zw )

k=0

Comme le membre de droite de 'inégalité (xx) tend vers 0 quand y tend vers x, il s’ensuit d’apres
le théoréme des gendarmes que :

+oo
f(y)_£<x)_zg;c(w)_>0’
k=0

Yy — y—x

ce qui signifie que, pour tout = € J :

fy) — fz)
y—a Ezgk

Par conséquent, on en déduit que :

too k+1
—1
f est dérivable sur J et de plus : Vo € J, f/(fll') = kgzo (k(—f—l)-i—x)2




(d) Déterminons la valeur de f’(0). D’apres la question précédente, on sait que :

+o00 +o0o
fy (k- (—1)*
f(o)_kzzo(k+1+0)2 _kzzl k2

D’apres le résultat de la question (1)(c¢), on en déduit que :

2

f(0)= I




