Lycée Clemenceau 2026-27
ECG 2

Corrigé du Devoir Maison de Mathématiques n°1

Corrigé de ’exercice 1. Pour tout n € N*, on consideére la fonction f,, définie pour tout = €]n, +oo] par :
fo(x) = (z —n)In(x) — zln(x — n).
On consideére aussi la fonction g définie pour tout = €]0, +o0[ par :
In(x)
g(x) = -
(1) (a) Dressons le tableau des variations complet de g. Tout d’abord, on voit que la fonction g est
dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables sur R%}, dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R’} . De plus, pour tout x > 0, on a :

€T

J(z) = % X T —12n(x) x 1 _ 1 71121(1:)
T T

En particulier, on voit que ¢'(z) > 0 si et seulement si 1 —In(z) > 0, c’est-a-dire si In(z) < 1, ou

en d’autres termes si x < e. Des lors, il s’ensuit que g est croissante sur |0, e] et décroissante sur

le, +oo[. Par ailleurs, comme In tend vers —co en 0T, on constate que :

In(x
lim g(z) = lim (z) = —00.
z—0t z—0+t T
En outre, on obtient par croissances comparées que :
In(x
lim g(z) = lim In(z) =0.
T—+00 r—+oo I

Par conséquent, on en déduit le tableau de variations suivant pour g :

T 0 e 400
g |l + | -
[ 1/e
g |l A RN
|| —oo | 0

In(k)

(b) Montrons tout d’abord que la suite (k) est décroissante. Comme la fonction ¢ est
k>3

décroissante sur |e, +oo[ d’apres la question (1)(a) et que e < 3, on a pour tout entier k > 3 :

In(k +1) In(k)
— =gk+1) <gk)= —/=.
P =gl 1) < gl =
Par conséquent, on en déduit que :

In(k)

la suite (> est décroissante.
k k>3

A présent, montrons que :

In(k) _ In(2)
Vk >4 .
- ) k 2

Par des calculs simples, on constate que :

In(4)  In(2?) 2In(2) In(2)

4 22 2x2 2
N .. (In(k) . o
Deés lors, comme la suite 3 est décroissante, il s’ensuit que, pour tout k > 4 :
k>3
In(k) < In(4)  In(2)
E = 4 2




2)

(a)

Justifions que la fonction f,, est dérivable sur n, +0o[ et donnons 'expression de f/,(z) pour tout
x > n. Comme les fonctions In et  — x — n sont dérivables respectivement sur ]0, +0o] et sur
Jn, 400, et que la deuxieme est a valeurs dans R* sur ]n, 4+o00[, on obtient par composition que
la fonction & — In(x — n) est dérivable sur |n, +00. Dés lors, comme les fonctions In, z — x
et © — & — n sont dérivables sur |n, +oo[, il s’ensuit par produit et somme que :

’ la fonction f,, est dérivable sur |n, +ool. ‘

En outre, on trouve par des calculs simples que, pour tout x > n :

1 1
"(z) = 1x1 ) x = —1xIn(z—n)—
fr(x) x In(z) + (z n)xz x In(x —n) z X —
In(z) + ( )><1 In( ) X L
= In(z x—n)x = —In(z—n)—=x
x T —n
n r—n—+n
— 1 1-2 (g —n) - 2—0T0
n(z) + - n(zr —n) P
n n
-1 1= @—n)—1-
n(z) + . n(z —n) pr——
n n
— In(z) —In(z —n) — % —
n(z) — In(z — n) P

Par conséquent, on en déduit apres simplification que, pour tout > n :

r—n

f;(x):1n< x ) —2nx + n?

z(r—mn)

Montrons que, pour tout réel t > 0, on a : In(¢) < ¢—1. Pour ce faire, on pose h(t) = In(t) —t+1
pour tout ¢ > 0. Alors la fonction h est dérivable sur R comme différence de fonctions dérivables
sur R% . De plus, on a pour tout ¢ > 0 :

!/
W (t) = ; 1.
En particulier, on voit que h'(t) > 0 si et seulement si % — 1 > 0, c’est-a-dire si % > 1, ouen
d’autres termes si ¢ < 1. Des lors, il s’ensuit que h est croissante sur ]0,1] et décroissante sur
|1, +00[. En outre, comme h(1) =In(1)—1+1 = 0, on voit que la fonction h admet un maximum
global sur R , atteint en ¢t = 1 et qui vaut 0. En d’autres termes, ceci signifie que h(t) < 0 pour
tout ¢ > 0. Par conséquent, on en déduit que :

¥t >0, In(t) <t -1

Soit n un entier > 2. Montrons que 1'équation f,(x) = 0, d’inconnue x € [n+ 1,n + 2], admet
une unique solution, que l'on notera x,, par la suite. D’apres la question(2)(a), on sait que la
fonction f,, est dérivable sur [n + 1,n 4 2] et de plus, on a pour tout € [n+ 1,n+ 2] :

o) =t () + A

xr—n z(x —n)

D’apres la question (2)(b), on obtient que, pour tout € [n+ 1,n + 2] :

z —2nz + n?
! — 1
n(@) . (a:n) * z(x —n)
_ 2
< T 14 2nx +n
- r—n x(x —n)

2?2 — z(x —n) — 2nx + n?

<

- z(x —n)

< 22 — 22 + nx — 2nx + n?
- x(x —n)

< —nx 4+ n?

x(r—mn)’



En particulier, ceci entraine que, pour tout « € [n+1,n+ 2] :

, —nx + n?
falz) < m
—n(z —n)
- z(x—n)
< 2 < o
x

Des lors, la fonction f, est strictement décroissante sur [n + 1,n + 2]. Comme f, est de plus
continue sur cet intervalle, elle définit une bijection de [n+ 1,n+ 2] sur f,([n+ 1,n+ 2]) d’apres
le théoreme de la bijection. A noter que :
fam+1)=Mm+1-n)ln(n+1)—(n+1)In(n+1—n)=In(n+1) > 0.
De méme, on trouve que :
fan+2)=m+2-n)ln(n+2)—(n+2)In(n+2—-n) =2In(n+2) — (n + 2) In(2).
D’apres la question (1)(b), on voit que, pour tout n > 2 :
In(n + 2) < In(2)
n+2 — 27
ce qui entraine que 2In(n + 2) <1In(2)(n + 2), et donc f,(n+2) < 0. En particulier, I'intervalle

fa([n 4+ 1,n 4+ 2]) contient 0. Mais comme la fonction f,, définit une bijection de [n + 1,n + 2]
sur f,([n+ 1,n+ 2]) d’apreés ce qui précede, on en déduit que :

I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution sur [n + 1,n + 2]. ‘

(3) Montrons que : =, ~ n. D’apres la question précédente, on sait que n + 1 < z,, < n + 2 pour

(4)

n—-+o0o

tout n > 2. En particulier, on obtient apres division que, pour tout n > 2 :

1 n 2
I+-<Dary 2,
n n n

D’apres le théoreme d’encadrement, il s’ensuit que :

Par conséquent, on en déduit que :

(a)

Justifions que, pour tout n > 2, on a :

1

In(z, —n) = (x, —n) n;xn)

Comme f,,(z,) = 0 par définition de z,,, on obtient que, pour tout n > 2 :
fu(xn) = (xn —n)In(xy,) — z, In(x, —n) =0.

En particulier, ceci entraine que (x,, — n)In(x,) = z, In(z, —n). Comme z,, > 0, il s’ensuit
apres division que, pour tout n > 2 :

In(x,,)

Déterminons tout d’abord lim . Comme z,, ~ n,on voit que la suite (z,,) tend vers
n—+oo Ty n—+oo

+o00. Des lors, comme In(x)/z tend vers 0 quand z tend vers +o0o par croissances comparées, il
s’ensuit par composition des limites que :

1
lim n(an)
n—-4o0o T

=0.

A présent, montrons que lim (x, —n) = 1. D’apres la question précédente, on sait que, pour

n—-+oo
tout n > 2 :




Comme z,, appartient a l'intervalle [n + 1,n + 2] pour tout n > 2 par construction, on voit que
n+1<z, <n+ 2 pour tout n > 2, et donc 1 < x,, —n < 2 pour tout n > 2. En particulier, la
suite (z, —n) est bornée. Comme le produit d’une suite bornée et d’une suite convergeant vers
0 tend vers 0, il s’ensuit que :

In(z,,
lim In(xz, —n)= lim (z, —n) n(zn)
n—-+oo n—-+o0o T

=0.

Mais comme ’exponentielle est continue en 0, on en déduit par composition des limites que :

lim (2, —n)= lim M@ =0 =1,
n—-+oo n—-+oo

(5) Pour tout n > 2, on pose : u, =z, —n — 1.

(a)

Justifions tout d’abord que In(1 + wy,) ~ . Uns Comme (x,, — n) converge vers 1 d’apres la
n—-+0o0

question précédente, on voit que la suite (u,) = (z, —n — 1) converge vers 0. Des lors, comme

In(1+ x) ~o il s’ensuit par substitution que :
T

In(1+wu,) ~ up.

n——+o0o

A présent, justifions que In(1 + n + u,) o In(n). Comme u, =z, —n — 1 pour tout n > 2,
n——+0oo

on voit que 1 +n + u, = x, pour tout n > 2. Des lors, comme n + 1 < x,, < n + 2 pour tout
n > 2 par construction, on obtient par croissance de la fonction In que, pour tout n > 2 :

In(n+1) <In(z,) =In(l +n+ uy,) < In(n + 2).
Apres division par In(n), on trouve que, pour tout n > 2 :
In(n+1) < In(1+n+up,) < In(n +2)
In(n) — In(n) ~ In(n) ’
ce que l'on peut réécrire sous la forme :
In(n) +In(1 + 1) < In(1+n + uy,) < In(n) + In(1 + 2)
In(n) - In(n) - In(n)
En particulier, on vient de montrer que, pour tout n > 2 :
1 2
In(1+ ) < In(1+n + uy,) <14 ln(1+g).
In(n) In(n) In(n)

Comme % et % tendent vers 0 quand n tend vers +o0o et que la fonction In est continue en 1,
ceci entraine que :

1 2
lim In <1 + ) = lim In <1 + ) =In(1) =0.
n—-+oo n n—-+oo n

Comme la fonction In tend vers +oo en +oo, il s’ensuit que :

In(1+ 2)

lim 1+ =1

n—-+oo In(n) " no+oo ln(n)
Des lors, on obtient d’apres le théoreme d’encadrement que :

lim In(1+n+uy,)

=1.
n—-too In(n)

Par conséquent, on en déduit que :

In(l+n+u,) ~ In(n).

n—-+oo

In(n)

Montrons que : uy, . D’apres la question (4)(a), on sait que, pour tout n > 2 :

nﬂ/\;oo n
In(z,)

Tn

In(z, —n) = (z, —n)

Comme u,, = x, —n — 1 pour tout n > 2, ceci entraine que, pour tout n > 2 :

In(1 .
(1 + un) = (25 — n)W



Comme (x,, —n) converge vers 1 d’apres la question (4)(b), on obtient que =, —n ~ 1. Des
n—-+oo

lors, comme z,, ~ n d’aprés la question (3), on trouve que :
n—-+oo

In(1 . In(1
m(lt+u,) ~ 1x2dErtud) o I(ldntun)

n—-+4o0o n n—-+00 n

Comme In(1 + n + uy,) ~ In(n) d’apres la question précédente, il s’ensuit que :
n—r+00

(1 +u,) ~ 2AERtw) )

n—-+oo n n—-+00 n

Mais comme In(1 4 u,,) o Un d’apres la question précédente, on en déduit que :
n—-+oo

N In(n) .

Un,
n—-+oo n

(6) Déterminons tout d’abord la nature de la série > w,. D’apres la question précédente, on sait que :

1
Up ~ n(n) .
n—-+oo n

In(n)

n
partir d’un indice ng > 2. Deés lors, ceci entraine que :
1 1

iy n—toc In(n)’

En particulier, comme > 0 pour tout n > 2, on voit que u, > 0 pour n assez grand, mettons a

1 1
Comme m tend vers 0 quand n tend vers +oo, on constate que —— tend aussi vers 0 quand n
n(n Ny,
tend vers +oo, et donc :

1
e o(uy).

Si la série Y u, convergeait, alors la série harmonique ) — convergerait aussi par négligeabilité, car

u, > 0 pour tout n > ng, ce qui est impossible. Par conséquent, on en déduit que :

la série E uy,, diverge.

Déterminons & présent la nature de la série Y u2. D’apres la question précédente, on sait que :

In(n)
n—-+4o0o n )

Un

En particulier, on obtient apres calculs que :
2 2
3/2, 2 3/2 <ln(n)) In"(n)
n>u;, o~ n ~ .
n—-+oo n n—+oo \/ﬁ

tend vers 0 quand n tend vers +oo par croissances comparées, on constate que n/2u?

In?(n)

n
tend aussi vers 0 quand n tend vers +oo, et donc :

1
2
u = o .
" n—4oo < n3/2

1
Comme la série de Riemann Z —3j5 converge (car 3/2 > 1) et qu’elle est & termes positifs, on en
n

Comme

déduit par négligeabilité que :

Ao 2
la série E u,, converge.

Corrigé de I’exercice 2. Soit o € R’}. Pour tout n € N*, on désigne par u,, la fonction définie pour tout
r € R par:



(1)

3)

Justifions la convergence de la série de terme général —L+ (on notera f(a) = e —1). Comme

a > 0, on voit que a+ 1 > 1. Des lors, d’apres le critere de convergence de Riemann, il s’ensuit que :

. . 1
la série de Riemann E ——— converge.
na+1
n>1

Montrons que, pour tout z € R, la série de terme général u,(x) est convergente. Pour ce faire, on
va distinguer les cas 7z = 0” et "z # 0”. Tout d’abord, si z = 0, on voit que u,(0) = 0 pour tout
n € N*, et donc la série ) -, u,(0) converge comme série nulle. Si maintenant = # 0, alors on

constate que 1 +nz? ~ na?, ce qui entraine que :

n—+oo
T x 1
— ~ ~ .
n®(1 4+ nxz?) n—too N H1z2 notoo ntiy

Comme la série anl na% converge d’apres la question (1), on obtient par linéarité que la série

1 Sa ) 1 . . 1 <lenai ’ Sa P
Zn21 =g, converge. Deés lors, comme 37— est du signe de z, il s’ensuit d’apres le critere
d’équivalence des séries a termes de signe constant que la série 3 -, un(z) converge. Par conséquent,
on en déduit que, pour tout x € R :

la série E un () converge.
n>1

Par la suite, on note pour tout z € R :

+oo
S(x) = Z ug(z).
k=1

(a) Montrons que la fonction S est impaire. Pour tout n € N* et pour tout = € R, on voit que :
—x —x
U —r) = = = —Unpl\T).
n(=2) n®(1+n(—x)?) no(l+nz?) n(®)

Par sommation sur I’entier n et par linéarité de la somme, on trouve que, pour tout z € R :

+00 +o00 +o00
S(_Jj) = Zun(_x) = Z _Un(ﬂf) = - Zun(a:) = —S(x)
n=1 n=1 n=1

Par conséquent, on en déduit que :

’la fonction S est impaire. ‘

(b) Pour tout n € N*, étudions les variations de la fonction u,, sur R. Par définition, la fonction
U, est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R, dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R. De plus, pour tout x € R, on a :

, 1 x (1+na?) —x x (2nz) 1 — na?
up (x) = = .
" n®(1 4 nxz?)? n®(1 4 nxz?)?
En particulier, on voit que u/,(z) > 0 si et seulement si 1 — na? > 0, cest-a-dire si + > 22, ou

en d’autres termes si x € [—ﬁ, ﬁ} Par conséquent, on en déduit que :

u, est décroissante sur ]—oo,

1 i 1
et décroissante sur | —, 400/ .
n

1 1
7 VR v

[, croissante sur {

(c¢) Déterminons les variations de la fonction S sur [1,+o0[, puis sur | — oo, —1]. Pour tout n € N*
et pour tous x,y > 1 tels que = < y, on voit que x,y > ﬁ, et donc u, () > u,(y) d’apres la
question (3)(b). Par sommation sur lentier n, on trouve que, pour tous x,y > 1 tels que x < y :

+oo “+oo
S@) = un(x) =D ualy) = S(y).

Par conséquent, on en déduit que :

’1& fonction S est décroissante sur [1, +o0]. ‘

Comme la fonction S est impaire sur R d’apres la question (3)(a), on en déduit aussi que :

lla fonction S est décroissante sur | — oo, —1J. ‘




(4) (a) Montrer que, pour tout > 1, on a :
Tl < 5@ < 1 1)
Partant de 'encadrement 0 < nx? < 1+ nz? < n(1 + x)? valable pour tout # > 1 et pour tout
n > 1, on obtient que, pour tout x > 1 et pour tout n > 1 :
1 < 1 < L
n(l+z)2 ~ 1+nz2 ~ naz?’
Par produit, ceci nous donne que, pour tout > 1 et pour tout n > 1 :
T T 1

< < .
noetl(1+ )2 = no(l4na?) — notle

Comme les séries 3, warriyaz e 2ons1 —r convergent comme multiples de séries de
Riemann convergentes, et que la série > -, un(x) converge d’apres la question (2), on trouve
par sommation sur ’entier n que, pour tout z > 1 :

+o00 x +oo x +oo 1

_ < < .
> i S X e <
n=1 n=1 n=1

Par linéarité de la somme, il s’ensuit que, pour tout x > 1 :

r X1 X z 13X 1
< _ < - .
(1+x)? ; notl — 7;1 n*(l1+nz?) ~ x 7;1 notl
Par conséquent, on en déduit que, pour tout x > 1 :
T 1
[ — <S9S < — .
Tl (@) <56 < 1)

(b) Déterminons un équivalent de S(z) et sa limite en +00. D’apres la question précédente, on sait
que, pour tout x > 1 :

T 1
Y < < — .
Ty @) < 86 < 2f(@)
Par produit, ceci nous donne que, pour tout = > 1 :

2
x < xS(x) <1

(1+2)2 7 fla)

Comme (1 + 22) et 22, on voit que le quotient ﬁ tend vers 1 quand z tend vers +oo.
D’apres le théoreme des gendarmes, il s’ensuit que :

xS(x)

Fla) vt

Par conséquent, on en déduit que :

S(x) ~ M.

r—+00 xT

Comme % tend vers 0 quand x tend vers 400, on en déduit aussi que :

lim S(z)=0.

Tr—r+o0

(5) On suppose que « < %
(a) Justifions tout d’abord que S(z) > Ei’;nﬂ ug(z) pour tout n > 1 et pour tout > 0. Par

définition, comme 2n > n 4+ 1 vu que n > 1, on peut séparer S(z) en trois morceaux :

400 n 2n +00
S(x) = ur(z) = u(x)+ > wl®)+ > wkl(x).
k=1 k=1 k=n-+1 k=2n+41

Comme 2 > 0, on voit que ug(z) = m > 0 pour tout k£ € N*, et donc on obtient par
sommation sur k que :
+oo

iuk(x) >0 et Z ug(z) > 0.
k=1



Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 1 et pour tout x > 0 :

2n

S(x) > Z ug ().

k=n+1

A présent, montrons que, pour tout n > 1 :

1 n3—a
S|l—) > .
<\/2n> ~ at+3
Si I'on remplace x par \/% dans 'inégalité démontrée précédemment et si I'on part du fait que
E*(1+ %) < (2n)*(1+ 22) pour tout k € [n + 1,2n], on trouve que, pour tout n > 1 :

(&) > 2 ()

> \/%
= _1 )2
ko B+ B(G2)%)
2n 1
Z 2n -
k=n+1 ke (1 + ﬁ)
2n _1
S S
= 2n
pom @) (1+3537)
2n %
2n
2 Z 2a+1na
k=n-+1
2n
1
> 2
— +2 +1
fmmp1 207 IO
> (2 1 1 !
> (2n—(n+1)+ )20‘+%n°‘+%
S 1
- n2a+%na+%
nlféfa
> 3
= gt 3

Par conséquent, on en déduit que :

1
1 35—«
S(—)>2 .
V2n 20F3
Montrons que la fonction S n’est pas continue en 0. Pour ce faire, on raisonne par ’absurde
et on suppose que S est continue en 0. Comme u,(0) = 0 pour tout n € N*  on obtient que

S(0) = 0. Comme S est continue en 0, on voit que S(x) tend vers S(0) = 0 quand x tend vers 0.
En particulier, comme \/% tend vers 0 quand n tend vers +oo, on trouve par composition des

limites que :

1
lim S|—) =0.
n—-+oo (VQ’I’L)

Comme a < %, on voit que ni=e >1 pour tout n > 1. Des lors, on obtient d’apres la question
(4)(a) que, pour tout n > 1 :

S(l >>1
V2n) T 20ts



Par passage a la limite quand n tend vers +o0o dans I'inégalité ci-dessus, on trouve que :

lim S L >L
n—4o00 m - 2a+%7

L ce qui est impossible. Par conséquent, on en déduit que :

NN .
d’ou il s’ensuit que 0 > pran g

’la fonction S n’est pas continue en 0. ‘

Corrigé de I’exercice 3. Pour tout z € Ry et tout a € R%, on pose :

(1)

“+o00 dt “+o0 dt “+o0
— _ o I — —at .
f(l‘) /O 4 et’ g(m) /O (£L'+€t)27 a /0 e “'dt

Montrons que, pour tout a € R% , I'intégrale I, converge, et donnons sa valeur. Pour tout réel y > 0,
on voit par un calcul simple que :

Y —at¥ —ay 0 —ay 1
0

a 0 a a a a

Comme a > 0, il s’ensuit que e~ tend vers 0 quand y tend vers +o0o, et donc l'intégrale foy e~ dt
tend vers % quand y tend vers +oo. Par conséquent, pour tout a € R} :

Iintégrale I, converge, et de plus : I, = —

Montrons que, pour tout « € R4, les intégrales f(x) et g(x) convergent. Comme x est un réel positif,
on voit que z + ef > e? pour tout t € [0, +o00], et donc :

<et

VieRy, 0<
+ ~x+et

Comme l'intégrale I, = O+°° e~tdt converge d’apres la question (1), il s’ensuit que l'intégrale f(z)
converge aussi d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives. De méme,
comme x est un réel positif, il vient que (z + e*)? > e2* pour tout ¢ € [0, +oc], et donc :

1
VEER,, 0< — <e 2
* *(x+et)2*e

Comme lintégrale Io = f0+°° e~2tdt converge d’apres la question (1), il s’ensuit que I'intégrale g(z)

converge d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives. Par conséquent :

lles intégrales f(z) et g(x) convergent pour tout x € R. ‘

Etablissons que, pour tout (z,t) € (Ry)?, on a : 2Vze! <z + e'. Pour ce faire, il suffit de remarquer
que, pour tout (z,t) € (R, )? :

(Vz —Vet)? = (Vz)? + (Vet)? — 2Vzet = z + e — 2V zet > 0.
Des lors, il s’ensuit que, pour tout (x,t) € (Ry)?, on a :
’2V(E6t < x—&—et.‘

Par inversion de cette inégalité, on obtient que, pour tout (z,t) € RYRy :

1 1
0< —— < ——¢ /2,
T x4et T 2\/56
+
0

Comme l'intégrale [~ e~*/2dt converge d’apreés la question (1), on voit que l'intégrale f0+oo e t/2q¢

2z
converge aussi par linéarité. De plus, par croissance et positivité de I'intégrale, il s’ensuit que :

—+o0
dt < L t2gy
x+et 0 2z

Mais comme I/ = f0+oo e t/2dt = 2 d’apres la question (1), on en déduit par linéarité que :

“+o0
Vo € RY, OS/
0

Ve eRY, 0< f(z) <

-
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(4)

Soient z,y € Ry tels que z < y. Montrons que : 0 < f(z) — f(y) < 45%. Par des calculs simples , on
a pour tout t € [0, +o0o] :

1 1 (y+e)—(x+e) (y —x)

e yrd T @reyre) C @rey e
Comme ,y,y — z, e’ sont > 0, on voit que x + e,y + €' > e, et donc pour tout t € [0, +o00] :
1 1 1 o

= T tet y—|—et*(y ) (y — e

et.et
1 1

zt+et  y+et
aussi par linéarité. Des lors, par positivité et croissance de l'intégrale, il s’ensuit que :

+oo 1 1 “+oo )
OS/ < ;= t)dtﬁ/ (y — z)e *dt,
0 rt+e y+e 0

ce qui entraine apres calculs que :

+o0 _
0</ L 1 Yyl
~Jo x+e  y+e -2

Par linéarité de l'intégrale, on sait que f(z) — f(y) = 0+°°(I+16t — ﬁ)dt, et donc :

Comme les intégrales f(x) et f(y) convergent, il s’ensuit que 'intégrale f0+oo( )dt converge

0< fl) — ) < 157

— ﬁ est positive et non identiquement nulle d’apres ce

1
r+et
qui précede, il vient par stricte positivité de 'intégrale que 0 < f(z) — f(y). Par conséquent :

A noter que, comme la fonction ¢t —

y—x
B) .

0< f(z)— fly) <

Montrons que f réalise une bijection continue strictement décroissante de R, sur ]0,1]. Pour ce faire,
on peut commencer par remarquer que f est strictement décroissante. En effet, d’apres la question
précédente, on sait que, pour tous réels z,y > 0 tels que z < y, on a: 0 < f(z) — f(y), et donc f
est strictement décroissante. A présent, montrons que f est continue sur R, . Toujours d’apres la
question précédente, on sait que que, pour tous réels x,y > 0 tels que z < y, on a :

y—x
0< f@) - ) < L5
Des lors, il s’ensuit que, pour tous réels x,y > 0 tels que z < y :
ly — |
|f(z) = f(y)] < B

On notera que cette inégalité est encore vraie si = y (puisque cela nous donne 0 < 0). En échangeant
les roles joués par x et y, on obtient que, pour tous réels xz,y > 0 tels que x > y :

_ lz -yl |y—=z
(@) = fW = 1) = @) < == = 75—

Dans tous les cas, on voit que, pour tous réels z,y € Ry, on a:

ly — =]
0<|f(z) = fly)l < Ty

Des lors, pour tout réel z € Ry fixé, il s’ensuit d’apres le théoreme des gendarmes que |f(x) — f(y)|
tend vers 0 quand y tend vers z, et donc :

lim f(y) = f(z),

Yy—x

ce qui signifie exactement que f est continue en tout point € Ry, et donc f est continue sur R,.

Partant de 1a, on sait donc que f est continue et strictement décroissante sur R,. D’apres le
théoréme de la bijection, f réalise une bijection de Ry sur f(Ry), et il nous reste juste & calculer
lensemble f(R). Comme f est continue sur R et que Ry est un intervalle, f(R) est un intervalle
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Reste donc & en déterminer les bornes. Par un calcul
simple et d’apres la question (1), on voit que :

f(o)—/mdt—/+ooe—tdt—1—1
Jo O+et Jg S
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De plus, d’apres la question (3), on sait que, pour tout x € R :

1
0< flx) £ —.
<@ <
D’apres le théoréme des gendarmes, il s’ensuit que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo. Mais
comme f est strictement décroissante sur R, il s’ensuit que :

f(Ry) =]0,1].

Par conséquent, on en déduit que :

’1& fonction f est une bijection continue strictement décroissante de Ry sur ]0, 1]. ‘

Prouvons que l’équation f(z) = = admet une unique solution sur R;. Pour ce faire, considérons
Papplication h : Ry — R définie pour tout > 0 par h(xz) = f(x) — 2. Tout d’abord, on voit
que h est continue sur R; comme somme de fonctions continues sur Ry. De plus, la fonction h
est strictement décroissante sur Ry comme somme de fonctions strictement décroissantes sur R, .
D’apres le théoreme de la bijection, h réalise une bijection de Ry sur h(R4), et il nous reste juste
a calculer 'ensemble h(R;). Comme h est continue sur Ry et que Ry est un intervalle, h(R,) est
un intervalle d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Reste donc a en déterminer les bornes.
D’apres la question (5), on a :

h(0) = f(0)—0=1.
Toujours d’apres la question (5), on sait que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo, et donc
h(z) = f(x) — x tend vers —oo quand z tend vers +oo. Mais comme h est strictement décroissante
sur R, il s’ensuit que :

h(R+) Z] — 00, 1]

Des lors, la fonction h réalise une bijection de Ry sur | — oo, 1]. Mais comme 0 appartient & | — oo, 1],
il admet un unique antécédent par f dans R;. Par conséquent :

Péquation f(z) = z admet une unique solution sur R,. ‘

Soit « 'unique solution de I'équation f(x) = x sur R;. Justifions que « appartient & ]0,1]. Par
définition, on sait que f(a) = a, et donc « appartient & f(R1). Mais comme f(R,) =]0,1] d’apres
la question (5), il s’ensuit que :

’04 appartient a ]0, 1]. ‘

On considere la suite (4, )nen définie par ug =0et : Vn € N, u,+1 = f(u,). Montrons par récurrence
la propriété P définie pour tout n € N par :
1
Pn) 7o —uy| < 2—””.
Tout d’abord, comme 1y = 0 et que a €0, 1], on voit que |a—u,| = |a| = a <1 =1/2°, et donc P(0)
est vraie. A présent, supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n+ 1) lest aussi. D’apres les
arguments de la question (6), on sait que, pour tous z,y € Ry, on a :

ly — |
(@) = fy)l < =5—

Si 'on remplace x par « et y par u, dans cette inégalité, il vient que :
T

1£(0) — flun)] < 12
Comme f(o) = a et que f(up) = upy1, il s’ensuit que :

| — |

lo — Upy1]| < 5

1
Mais par hypothése de récurrence, on sait que |a — u,| < on et donc :

< 1 1
la = un 1| < 5 % 90 = Qa1
d’ou il s’ensuit que P(n + 1) est vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété P est vraie a
tout ordre n € N, et donc :

1
Vn € N, |a—un|§2—n.
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Comme 1/2" tend vers 0 quand n tend vers +o0o, le théoréme des gendarmes entraine que (o — wuy,)
tend vers 0 quand n tend vers +oo, et donc :

lim wu, = .
n—-+oo

Montrons que, pour tout x € R’} et tout h € R tel que x +h € R%, on a :
2

Fl@+h) — f(z) + hg(a)| <

3
Par des calculs simples, on obtient que, pour tout x € R’} et tout h € R tel que x +h € R} :
1 1 N h  (z+e)—(x+h+e) h
r+h+et xdet (z4e)?2  (zde)(z+h+et) (x +et)?
—h h

(x +et)(x + h+et) + (x4 et)?

hl—(z +e') + (z + h + eb)]
(x+et)2(x+h+et)

h2
(x+et)2(z+h+et)
Des lors, il vient que, pour tout x € R% et tout h € R tel que z +h € R} :

1 Lo, h | h?
r+h+e z4e  (x+et)? (z+e)2(x+h+e)|
Comme z,z + h, e’ sont > 0, il vient que = + e',z + h + €' > €', et donc pour tout ¢ € [0, +o00] :
2
S ST N D e
x+h+et z4et  (z+et)? (et)2.et
Comme les intégrales impropres f(x), f(z + h), g(x) convergent, il s’ensuit que 'intégrale impropre
f0+oo(;c+i%+et _ xiet + (x+'2t)2 )dt converge aussi par linéarité. De plus, comme la valeur absolue de la

1

. 1 h
fonction ¢t — TThiet i + (z+et

7z est majorée par ¢ — h%2e=3t et que l'intégrale f0+oo h2e 3tdt
converge d’apres la question (1), il s’ensuit que l'intégrale impropre fo—mo(m - ﬁ + W)dt
est absolument convergente d’apres le critere de comparaison des intégrales de fonctions positives.
Des lors, d’apres 'inégalité triangulaire et par croissance de 'intégrale, on a :

/+°°1 1+hdt</+°01 1+h
0 x+h+et xz+et  (x+et)? - Jo x+h+et z+et  (x+et)?
+oo
< / h2e=3tdt.
0

Comme f0+oo e 3tdt = § d’apres la question (1), il s’ensuit par linéarité que :

/+Oo ! — L + h dt <h—2
o r+h+et z4e  (x+et)? -3

Toujours par linéarité de 'intégrale, on obtient que :
h2

/+oo dt _/+oo dt +h/+oo dt _m”
o TH+h+e Jo z+e o (z+et)2|— 3°

Mais par définition de f(x + h), f(x), g(x), on en déduit que, pour tout = € R% et tout h € R tel que
z +h € R%, on a l'inégalité :

dt

F(@ +h) — f(z) + hg(x)| < %

Justifions que f est dérivable sur R* et que : Vo € RY, f'(x) = —g(x). D’apres la question précédente,
on sait que, pour tout z € R% et tout h € R* tel que x +h € R, on a:

2

0< 1o+ h) = F(a) + h(a)| < -
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En divisant cet encadrement par |h|, on trouve que, pour tout x € R% et tout h € R* tel que
r+heR},ona:

et i@

- h

Comme |h| tend vers 0 quand h tend vers 0, le théoréme des gendarmes entraine que ’expression
w — (—g)(x) tend vers 0 quand h tend vers 0, et donc :

flz+h) - f(z)

VeeRY, lim ¥————2 =— .
N i h 9(x)
Par conséquent, on en déduit que :

la fonction f est dérivable sur R et de plus : f' = —g.

(11) Soit T : R% — R la fonction définie pour tout x € R par : T'(x) = = f(x). Montrons que :

1
Ve e R:, T'(z)= .
+ (=) 1+z
D’apres la question précédente, on sait que la fonction f est dérivable sur RY . Donc la fonction T est
dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R% . Comme de plus f’ = —g, il s’ensuit

que, pour tout z € RY :

/ - I - W o) — +oo dt ., +oo dt
T'(z) = 1.f(z) +af'(z) = f(2) 9()—/0 /0 (

T+ et x+et)2’

Par linéarité de I'intégrale, il vient que, pour tout = € R} :

/+°° 1 T
- dt
o x+et  (z+et)?
+o0 t__
_ / T+e xdt
0 (z +ef)?

+oo et
- / B
o (z+e)?

Si 'on pose u = ef, alors on voit que du = etdt, que u = 1sit =0 et que u = e? si t = A. Des lors,
par changement de variable, on obtient que :

T'()

oA e

4 e “ du 1 1 1
o= o m s ol T oAt
o (x+eb) 1 (x4 u) r+ul, x+e x+1

Comme e tend vers +o00 quand A tend vers +oo, il s’ensuit que :

/ T / T g L !

————dt=lim ————dt= lim - = .
o (z+et)? A5 Jo (x4 et)? AS¥eo xHed 41 z+1
Par conséquent, on en déduit que, pour tout z € RY :

1
x+1

T (z) =

(12) D’apres le résultat de la question précédente, il s’ensuit par intégration qu’il existe une constante
K € R telle que, pour tout € R% , on a : T'(z) = K + In(1 + x). Mais comme T'(z) = zf(z) pour
tout « € R*, il s’ensuit que, pour tout x € R*, on a :

K In(l1+x)
flay = 2 02D
x x
Comme In(1 + ) ~, L+ on voit que w , L et done w tend vers 1 quand = tend vers 0.
r—r

Mais comme f est continue en 0, il s’ensuit que % admet une limite finie quand z tend vers 0T, ce
qui n’est possible que si K = 0. Par conséquent :

In(1
Ve eR:, f(z)= M
x
Feo dx
Corrigé de ’exercice 4. Pour tout n € N*, on pose I, = / —_—.
1 am(z+1)
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(1)

(2)

Vérifions que I, est une intégrale convergente. Pour ce faire, on peut commencer par remarquer que
la fonction z — m est définie, continue et positive sur [1,+oo[ comme inverse d’une fonction
continue positive sur [1, +oo[, dont le dénominateur ne s’annule pas sur [1, +oo[. Des lors, l'intégrale
I, présente une impropreté en +oco. De plus, comme tout polynéme non nul est équivalent a son

terme de plus haut degré au voisinage de 400, on trouve que :
1 1 1
(x4 1) a—>+o0 ™ X T s—+o0 gntl’

Comme n > 1, on voit que n+1 > 2 > 1, et donc l'intégrale de Riemann f1+°° xﬁ% converge d’apres
le cours. Des lors, il s’ensuit d’apres le critere d’équivalence des intégrales de fonctions positives que :

lintégrale I,, converge pour tout n € N*.

(a) Déterminons les réels a et b tels que, pour tout réel  # —1,0, on ait :
1 a b
x(x+1) T T+l
Par des calculs simples, on trouve que, pour tout réel x # —1,0 :
11 (@+tl)-z 1

r z+1  zxz+1) z(x+1)

Par conséquent, on en déduit par identification que :

(b) Déterminons la valeur de I;. Pour ce faire, considérons un réel y > 1 quelconque. D’apres la
question précédente, on obtient que :

/1yx(ﬁ1):/ly (i_xj—1> dz = [In(z) — In(1 + 2)]! = {m(lf_x)]j

Des lors, on trouve par des calculs simples que :

[ e =n(e53) 2 () (cdg) oo

Comme % tend vers 0 quand y tend vers +oo et que la fonction In est continue en 1, on a :

[ o o ) + @ = n2)

Par conséquent, on en déduit que :

T da

(a) Montrons que, pour tout entier n > 2, on a :
1
0<l, < ——.
"= 2(n—1)
Comme 1+ z > 2 pour tout = € [1,400[, on voit que, pour tout = € [1, 400 :
1 1
< — < —
“ o (x+1) T 22n

Par positivité et croissance de l'intégrale, on obtient que, pour tout n > 2 :

+o0 1 +o0 1
A L
1 a™(xz+1) 1 2an

Par définition de I,,, on trouve que, pour tout n > 2 :

+oo 1
0<I, < / dr. (%)
1

pre

Reste a calculer 'intégrale de droite. Pour ce faire, considérons un réel y > 1 quelconque. Par
des calculs simples, on obtient que :

/y de 1 v 1 L1
1 22 | 2(n—1ant], 2(n—1yn !t 2(n—1)
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Comme yn—l_l tend vers 0 quand y tend vers +o00, on trouve que :

Des lors, il s’ensuit que :

/y dx 1
— = —.
1 22" y—otoo 2(n—1)

/+Oodx_ 1
. 2z 2(n—1)

Par conséquent, on en déduit avec 'encadrement (%) que, pour tout n > 2 :

1
0<I,<— .
- "7 2(n-1)

(b) Etablissons 'existence et déterminons la valeur de lim,,—, o I,. D’apres la question précédente,
on sait que, pour tout n > 2 :

1

1
0<I,<— .
— "7 2(n-1)

Comme 5——— tend vers 0 quand n tend vers +o0, le théoreme d’encadrement entraine que :

2(n—1)

n—-+oo

lim I, existe et est égale a 0.

(a) Calculons I,, 4+ I,,11 pour tout n € N*. Par linéarité de l'intégrale, on a pour tout n € N* :

In + In+1

+oo 1 +oo 1
- d - d
/1 7z + 1) “/1 PESY P
/+°° 1 + ! dx
1 z(z+1)  antl(z+1)
/*m x+1
— - iz
1 etz +1)

“+oo
1
/1 po) dx

Yy
I
y—irfoo ; antl dv
1 Y
li —
y—l>r-ir-l<>o [ (n+1—1)gnti=t],
. 1 1 1
lim —+4+- = -
y—+oo ny™ n n

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 1 :

1
I, + In-i—l = -

3

(b) Montrons que la suite (I,,)nen+ est décroissante. Pour tout n € N* et pour tout = € [1, 00|, on
voit que 0 < z" < 21 ce qui entraine que 0 < 2™(1 + z) < 2"*1(1 + ), et donc :

1 1
< .
a2 ti(14+2) — a2"(1+x)

Par croissance de l'intégrale, on trouve que, pour tout n € N* :

+oo 1 +oo 1
/ S S / 1
TS Ll T ey

Par définition de la suite (I,)nen~, il s’ensuit que I, 11 < I,,. Mais comme ceci est vrai pour tout

n € N*, on en déduit que :

’la suite (I, )nen+ est décroissante. ‘
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()

+oo
(5) Pour tout n € N, on pose J,, = / (
o a

(a)

Calculons tout d’abord un équivalent de I,,. D’apres la question (3)(a), on a pour tout n > 2 :
1
I, <——.
"= 2n—-1)
Comme I, + I,41 = = pour tout n > 1 d’apres la question (4)(a) et que la suite (I,,)n>1 est
décroissante d’apres la question (4)(b), on trouve que, pour tout n > 1 :
1
E;::In4‘ln+1f§]ﬁ‘+]ﬁ = 2I,.
En particulier, on obtient que, pour tout n > 1 :
1
— < 1I,.
2n — "
Des lors, on trouve que, pour tout n > 2 :
1
<L <7/
2n 2(n—1)

Si 'on divise par ﬁ, on obtient apres calculs que, pour tout n > 2 :

I 1
1< 3 <t
m Ll
D’apres le théoreme d’encadrement, il s’ensuit que :
. I
lim — =1.
n—+00 —
2n

Par conséquent, on en déduit que :

1

~ .
n1%++m>2n

/ o s o . 1

A présent, donnons la nature de la série de terme général I,,. Comme la série harmonique » >
. y N ro. 1 . . SR . 5N

diverge d’apres le cours, la série > n>1 3 diverge aussi par linéarité. Mais comme cette derniere

est & termes positifs, le critere d’équivalence des séries a termes positifs entraine que :

la série E I,, diverge.
n>1

dx
x+1)%
Montrons que J,, est une intégrale convergente. Pour ce faire, on peut commencer par remarquer
que la fonction x — m est définie, continue et positive sur [1,+oo[ comme inverse d’une
fonction continue positive sur [1, +oo[, dont le dénominateur ne s’annule pas sur [1,+oo[. Des
lors, I'intégrale J,, présente une impropreté en +oo. De plus, comme tout polynéme non nul est
équivalent a son terme de plus haut degré au voisinage de 400, on trouve que :
1 1 1

_— ~ ~ .
a™(x + 1)2 so+o0 " X 2 w—+o0 g2

Comme n > 0, on voit que n+ 2 > 2 > 1, et donc l'intégrale de Riemann f1+°° mfig converge

d’apres le cours. Des lors, il s’ensuit d’apres le critere d’équivalence des intégrales de fonctions
positives que :

ll’intégrale Jp, converge pour tout n € N. ‘

Calculons la valeur de Jy. Pour ce faire, considérons un réel y > 1 quelconque. Par des calculs
simples, on obtient que :

Y dx Y 1 1Y 1 1
a1 | Gre®@= oo T oty
1 20z +1) 1 (z+1) r4+1], y+1 2

Comme ﬁ tend vers 0 quand y tend vers 400, on trouve que :

/y dx N O—|—1—1
1 29z +1)2 yotoo 2 2

Par conséquent, on en déduit que :

J _/“’O dz 1
) @12 2
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(6) (a) Exprimons Jy + Ji_1 en fonction de Iy pour tout k € N*. Par linéarité de l'intégrale, on obtient
que, pour tout k € N* :

+o0 1 o0 1
o= S 4
et S /1 P+ 1)? “/1 112
= /+OO ! + ! dx
N Tz +1)2  xbF-1(z+1)2
/+°° 14z

- S R

1 2z +1)?

—+00 1
—d = 1.
/1 e+ g

Par conséquent, on en déduit que, pour tout £ > 1 :

]h+&4:hﬂ

(b) Déterminons alors, pour tout n € N*, expression de ZZ:I(—l)k_llk en fonction de J,,. D’apres
la question précédente, on obtient par linéarité de la somme que, pour tout n € N* :

n

S =

(=D [T + T

M=

k=1 k=1
= > D+ (D
k=1 k=1

Si 'on effectue le changement d’indice [ = k£ — 1 dans la deuxieme somme de droite, alors on
trouve que, pour tout n € N* :

n

i(_nk—llk — Z(_l)k—ljk + i(_l)k—le71
_ k=1

k=1 k=1
n n—1
= > D+ (-0h
k=1 =0
n n—1
_ Z(_l)kfljk _ Z(_l)lfljl
k=1 =0
n—1 n—1
— Z(_l)k—le + (_1)71,—1Jn _ Z(_l)l—ljl _ (_1)0—1J0
k=1 =1

= (=)D"= (="

= (=D ', + Jo.

Mais comme Jy = % d’apres la question (5)(b), on en déduit que, pour tout n € N* :

S = (-1,

2
k=1

(¢) Montrons tout d’abord que, pour tout entier n > 2, on a :

1
< < —-.
O_Jn_4(n—1)

Comme 1+ z > 2 pour tout x € [1,+00[, on voit que, pour tout = € [1,+o0] :

1 1
0< < .
T an(x4+1)2 T 22" (x+ 1)
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Par positivité et croissance de l'intégrale, on obtient que, pour tout n > 2 :

+o0o 1 o0 1
0< ———dz < —dx.
_/1 a(x+ 1)2 $_/1 2z7(x + 1) v

Par définition de I,, et de J, et par linéarité de I'intégrale, on trouve que, pour tout n > 2 :
1
0<J, < 5[,1.

Mais comme [,, < m pour tout n > 2 d’apres la question (3)(a), on a pour tout n > 2 :
1 « 1

2" 2(n—1)
Par conséquent, on en déduit que, pour tout n > 2 :

1
< < —
O_Jn_4(n—1)

0<J, <

A présent, donnons la valeur de lim,_, 1 J,. D’aprés le théoréeme d’encadrement appliqué a
I’encadrement ci-dessus, on en déduit que :

lim J, =0.

n—-+4+oo

Montrons que la série de terme général (—1)"~1I,, converge et donnons sa somme. D’apres la
question (6)(b), on sait que, pour tout n € N* :
- 1
D) e = (=), + 5
k=1

Comme de plus la suite (J,,) tend vers 0 d’apres la question précédente, il s’ensuit que :

“ 1 1
DL — 04 - =,

Des lors, comme la suite des sommes partielles de la série anl(fl)”*lln converge vers i

5, on
en déduit que :

+oo
1
la séri -1)" L, t de plus : —1)" M, = -
a série Z( ) converge et de plus Z( ) 5

n>1 n=1




