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(3) Vérifions que f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments (x1,v1), (v2,y2) € R? et soient
A1, A2 € R. Par des calculs simples, on trouve que :

Fa(z,yn) + Xe(x2,2) = f(Azr + Aoz, My + Ay2)
= (A1w1 4+ dowo + 3A1y1 + 3Ay2, 2A121 + 2022 + A1y1 + Aye)
= Ai(x1 4+ 3y1, 221 + y1) + Aa(x2 + 3y2, 222 + ¥2)

= Mf(z1,y1) + Ao f(w2,92).
1
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Par conséquent, on en déduit que :

f est linéaire.

A présent, calculons mate g(f). Pour ce faire, on pose B = C = (e1,e2). Par des calculs simples, on
trouve que :

fler) = f(1,1) = (4,3) = a(1,1) + b(1,2).
En particulier, les réels a, b sont solutions du systeme :

a + b = 4
a + 2b = 3

En effectuant I'opération élémentaire Lo +— Lo — L1, on obtient que :

a + b = 4
b = -1

d’ou il s’ensuit que a =5, b = —1, et donc :
f(e1) =5(1,1) = 1(1,2) = ey — ea.
De méme, on peut trouver que :
flea) = f(1,2) = (7,4) =10(1,1) — 3(1,2) = 10e; — 3es.

Par conséquent, on en déduit que :

mate,5(f) = (_51 1%) :

Vérifions que f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments (x1,91), (r2,y2) € R? et soient
A1, A2 € R. Par des calculs simples, on trouve que :

Fa(z1, 1) + Aa(22, ¥2) Fzr + Aoxa, Aiyr + Aye)

= (A1 + Aoz + 20191 + 2Ay2, 3A121 + 3hex2 — 3A\1y1 — 3Ay2)
= )\1(1’1 + 2y1, 321 — 3y1) + )\2(552 + 249,310 — 3y2)

= Mf(x1,y1) + Ao f(z2,92).

Par conséquent, on en déduit que :
f est linéaire.

A présent, calculons mate g(f). Pour ce faire, on pose B = (e1,e2) = ((2,1),(1,—-1)) et C = (e}, €h) =
((1,1),(1,—1)). Par des calculs simples, on trouve que :

fler) = f(2,1) = (4,3) = a(1,1) + b(1, —1).
En particulier, les réels a, b sont solutions du systeme :

a + b = 4
a — b = 3

En effectuant 'opération élémentaire Lo <— Lo — Ly, on obtient que :

a + b = 4
-2b = -1
N . 7 1
d’ou il s’ensuit que a = 3 b= 3 et donc :
7 1 7 1
flen) = 5(17 1)+ 5(172) = 56/1 + 56/@

De méme, on peut trouver que :

flez) = F(1,-1) = (~1,6) = 2(1,1)

Par conséquent, on en déduit que :

7 ) 7
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6) Vérifions que f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments (1, y1, 21), (T2, Y2, z2) € R> et soient
) b b b ) b

A1, A2 € R. Par des calculs simples, on

fa(zi, 1, 21) + Aa(w2, 42, 22) =

Par conséquent, on en déduit que :

A présent, calculons mate 5(f)

trouve que :

Faz + Aazo, Aiyr + Aye, Ad1z1 + Aza)

(M1 4+ Aoz — 2X191 — 2Ay2, Aiyn + Aoy + Ai21 + Aoz,
—A1Z1 — AaTa + A121 + A2za)

Az — 2y, y1 + 21, —x1 + 21) + Ao (T2 — 292, Y2 + 22, —T2 + 22)

Mf(x1,y1,21) + Ao f (22, Y2, 22).

f est linéaire.

Pour ce faire, on pose B = (e1,e2,e3) = ((1,1,0),(1,0,2),(1,1,1)) et

C=(e,eh,es) =((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)). Par des calculs simples, on trouve que :
f(er) = f(1,1,0) = (-1,1,-1) = a(1,1,1) + b(0,1,1) + ¢(0,0,1).

En particulier, les réels a, b, ¢ sont solutions du systeme :

Q@ e 2

d’ou il s’ensuit que a = —1,b=2, c =

= -1
+ b =1
+ b + ¢ = -1

—2, et donc :

fler) =—(1,1,1) +2(0,1,1) — 2(0,0,1) = —e’ + 2¢5 — 2¢5.

De méme, on peut trouver que :

f(€2) = f(1a072) = (1’271)

f(63) = f(lal’]-) = (ilaQ,O) = 7(1’1a1)+3(0a1,1)72(()’071)

Par conséquent, on en déduit que :

= (1,1,1)4+(0,1,1) — (0,0,1)

e1+ ey —e3

—e] + 362 — 263

mate g(f) = 2 1 3

-1 1 -1

-2 -1 -2

Exercice 18.

Exercice 19.

(1)

(2) Montrons tout d’abord que lapplication f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments Py, P» €
R, [z] et solent A1, A2 € R. Pour tout z € R, on trouve par linéarité de la dérivation que :

f()\lpl + )\QPQ)(.’L‘) = nx(/\lPl + )\QPQ)(JJ) — IQ()\1P1 + )\QPQ)/(J?)

= nx()qu + )\QPQ)(QS) — IE2(>\1P1/ -+ )\QPQ/)(I)

= A (naPy(z) — 22P{(z)) + X2 (naPsy(z) — 2% Pj(z))

= AMf(P)(2) + X f(P2)(2).
Comme ceci est vrai pour tout z € R, il s’ensuit que f(A P + AaPs) = A1 f(P1) + A2 f(P,), et donc :

f est linéaire.

Montrons ensuite que f va bien de F dans E. Pour ce faire, considérons un polynome quelconque
P:x+—— a9+ a1z + ...+ apx™. Pour tout x € R, on trouve que :

f(P)(z) = naP(z)—a?P'(z)

= nagx +naiz®+ ... + nap_12" + na,x™ ! — a12? — 2a0x

= napr+ (n — Vaj2z? +

= nz(ag+ a1 + ... + apz™) — z%(ay + 2a2x + ... + na,x" 1)

3 —(n—1a,_12" — na,z"t!

et an_lx".
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En particulier, on voit que f(P) est de degré < n pour tout P € E, et donc :
f:E— E.

Enfin, on va calculer la matrice de f dans les bases B,C. Pour des raisons de simplicité, on note
B =C = (eo,...,en). Pour tout z € R et pour tout k € [0,n], on trouve que :

fler)(@) = naep(r) — 2% ()

= na(r—1)F —2%k(z — 1)k!

= n(@-1D)+1) (@ -1k = ((z-1)+1)" k(@ —1)*!

= nz-—1)"+nlz-D"' = (z-1)2+2(x—1)+1) k(z — 1)*?
= —k(z— D14+ (n—2k)(x —1DF + (n—k)(x — 1)F*!

= —kep_1(x) + (n—2k)ex(z) + (n — k)egt1(x).

En particulier, cela nous donne que :

fleo) = neg+ne;

fler) = —es+(n—2)er + (n—1eg
fleo) = —2e14+(n—4)ea+ (n—2)es
flen) = —mep—1 —ne,

Par conséquent, on en déduit que :

n -1 0 0
n n—2 =2
mates(f) =10 n-1 "-. . 0
; . o g,
0 -~ 0 1 -n

(3) Montrons tout d’abord que Papplication f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments Py, Py €
R3[x] et solent Ay, Ao € R. Pour tout « € R, on trouve par linéarité de la dérivation que :

f()\lpl —+ )\2P2)(.’£) = (1’2 + 1)()\1P1 —+ )\QPQ)//(.T) — (>\1P1 —+ )\QPQ),(I')
= ($2 + 1)(>\1P1” + )\QPQN)(.’L‘) — ()\1P1/ + )\QPQI)(:L')
= M (@ + )P (2) = Pi(2) + X2 (2% + 1) P (z) — Py(x))

= Mf(P)(x) + A f(P2) ().
Comme ceci est vrai pour tout = € R, il s’ensuit que f(A P + AaPa) = M f(P1) + Aaf (P2), et donc :

f est linéaire.

Montrons ensuite que f va bien de F dans E. Pour ce faire, considérons un polynéme quelconque
P:x+— ag+ a1z + asx? + asz>. Pour tout z € R, on trouve que :

f(P)(z) (2 +1)P"(x) - P'(x)

= (2% +1)(2az2 + 6a3z) — (a1 + 2a2x + 3azz?)
= 2as + 6asx + 2a222 + 6asz® — a1 — 2asx — 3azx?

= (2a2 —a1) + (6a3z — 2az)x + (2a2 — 3az)x? + 6azw3.
En particulier, on voit que f(P) est de degré < 3 pour tout P € E, et donc :
f:E— E.
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A noter qu’ici, on pouvait aussi directement travailler avec les propriétés du degré des polyndomes, ¢a
marche trés bien aussi!

Enfin, on va calculer la matrice de f dans les bases B,C. Pour des raisons de simplicité, on note
B = (eg,e1,e2,e3) et C = (g0,€1,€2,€3). Pour tout z € R, on trouve que :

fleo)(x) = 0 =0

fle)(z) = (#*+1)0-1 - 1

flea)(z) = (2+1)2-2x—-1) = 4-2z+222
fles)(z) = (2+1)6x—-3(x—1)2 = -9+ 12z — 922 +62°

En particulier, ceci entraine que :

fleo) = 0ep+ 0eq + 0eg + Ocs
fler) = —eg+0e1 + 0e2 + Oes
fles) = 4deg— 2eq + 25 + Oes
fles) = —9e0+ 1267 — 9eq + be3

Par conséquent, on en déduit que :

0 -1 4 -9
0o 0 -2 12
matC,B(f) = 0 0 2 -9
0 O 0 6

Exercice 20. Comme f est ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice :

1 1 -1
A=|-3 -3 3|,
2 2 2

on voit que f(z,y,2) = (x —y + 2z, —3x — 3y + 3z, —2x — 2y + 22) pour tout (z,y,2) € R3. Déterminons alors
une base de ker(f). Pour tout (z,y,2) € R?, on trouve que :

(z,y, 2) € ker(f)

l

fz,y,2) = (0,0,0)

(rt—y+z,—32—3y+3z,—2x — 2y +22) = (0,0,0)

r—y+2=0, =3z—-3y+32=0, —2x—-2y+2z=0

x—y+2z=0 (car les trois équations ci-dessus sont proportionnelles)
rT=yY—=z

(:L',y,Z) - (yizvyaz)

U A

(:E7ya Z) = y(L 1a 0) + Z(_la 07 1)

!

(z,y,2) € Vect ((1,1,0),(1,0,1)) .

En particulier, on voit que ker(f) = Vect ((1,1,0), (1,0,1)), et donc ((1,1,0), (1,0,1)) est une famille génératrice
de ker(f). Mais comme elle est formée de deux vecteurs non colinéaires, cette famille est libre, et donc :

’ ((1,1,0),(1,0,1)) est une base de ker(f). ‘
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A présent, déterminons une base de Jm(f). Pour ce faire, on note B = (e, €2, €3) la base canonique de R3. Par
définition, on trouve que :

Jm(f) = Vect(f(er), fle2), fles))
= Vect (f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))
= Vect ((1,-3,-2),(1,-3,-2),(—1,3,2))

= Vect ((1,—3,—2)) (car les trois vecteurs ci-dessus sont colinéaires)

En particulier, on voit que ((1, —3,—2)) est une famille génératrice de IJm(f). Mais comme elle est formée d’un
seul vecteur non nul, cette famille est libre, et donc :

’ ((1,-3,-2)) est une base de Jm(f). ‘

Deés lors, on obtient par définition du rang que :

rg(f) =1.
Enfin, calculons f o f. Par des calculs simples, on trouve que :
1 1 -1 1 1 -1 0 0 O
A=AxA=|-3 -3 3 -3 -3 3 ]=1(0 00
-2 -2 2 -2 =2 2 0 0 0

Mais comme A? est la matrice de f2 dans la base canonique, on en déduit que :

En particulier, ’endomorphisme f est nilpotent.

Exercice 21. Soit a € R. On considére 'application [ définie pour tout P € Ry[z] par :
I(P): z — xP(z) + (x — 2°)P'(z) + (az® — 2% + = — 1)P" ().

(1) Montrons tout d’abord que I’application [ est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments Py, P €
Rs[z] et soient A1, Ay € R. Pour tout « € R, on trouve par linéarité de la dérivation que :

Z()\lpl +)\2P2)(.’E) = x()\lPl—|—)\2P2)(:C)+(x—x2)()\1P1+)\2P2)’(x)
+(az® — 22 + 2 — 1) (M P+ Mo P2)"(x)

= z(MPi(z) + AePa(7)) + (& — 2%) (M P () + Ao P3(2))
+(ax® — 22+ 2 — D)\ P]'(x) + N2 Py (x))

= A (@Pu(@) + (2 — 22)P{(x) + (aa® — 2® + 2 — 1)P{(2))
+Xs (2Pa(z) + (¢ — 2?) Py(x) + (az® — 2° + 2 — 1) P (z))
= MIU(P)(2) + Xal(P)(z).
Comme ceci est vrai pour tout = € R, il s’ensuit que (A Py + Ao Ps) = MI(Py) 4+ A2l(P2), et donc :

[ est linéaire.

A présent, déterminons un réel a pour lequel [ est un endomorphisme de Ry[z]. Pour ce faire, considérons
un polynéme quelconque P : & — ag + a1 + aoz?. Par des calculs simples, on a pour tout € R :

I(P)(x) = aP(z)+ (x—2?)P'(z)+ (az® — 2®> + 2 — 1)P" ()

= z(ap + a1 + a22?) + (v — 2?)(a1 + 2a27) + (ax® — 2% + 2 — 1)(2a2)

= agx + a12? + asx® + a1z + 2a92% — a12% — 20973 + 2asaz® — 24572 + 2a0x — 2a9

= —2a9 + (ag + a1 + 2a2)x + (—as + 2aza)z3.

En particulier, on voit que [(P) est un polynéme de degré < 2 si et seulement si —as +2asa = 0. Comme
ceci doit étre vrai pour tous réels ag, a1, as, il s’ensuit que 2a = 1, et donc :
1

a=—.
2

(2) Dans cette question, on suppose que a est la valeur trouvée en (1).
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(a)

Montrons que B = (z — z,x — z — 1,z — 12?) est une base de Ry[z]. Comme card(B) = 3 =

dim Ry [z], il suffit de montrer que cette famille est libre. Soient a, b, ¢ € R tels que :
a(xr—>x)+b(zr—>x1)+c(m»—>;:v2) =0.
Alors, cela signifie que, pour tout z € R :
ax + b(x — 1)—|—gm2 = 0.

En particulier, on obtient que —b =0, a +b =0 et ¢/2 = 0, ce qui entraine que a = b =c =0, et
donc B est libre. Par conséquent, on en déduit que :

’B est une base de Ro[z]. ‘

A présent, calculons matg(l). Pour ce faire, on pose B = (eg, €1, e2). Par définition, on trouve que,
pour tout x € R :

1
lleg)(x) = x.l—l—(m—xQ).O—l—<2x3—x2+x—1> .0 =
2 L 3 2
llen)(x) = 30(90—1)+(:E—x).1+<2x —x +m—1>.0 =0
L 2 2 1 3 2
lle2)(z) = Ji.im +(r—z%).x+ 53: —z°4+zx—-1]).1 = -1
En particulier, ceci entraine que :
fleo) = Oeg+ leg + Oez
f(el) = 0€0+061 +0€2
f(eg) = 0Oeg+ leg 4+ Oes

Par conséquent, on en déduit que :

1 0 0
matg()=(0 0 1
0 0 O

Décrivons tout d’abord le noyau de I. D’apres les calculs de la question (1), on sait que, pour tout
polynéme P : x — ag + a1 + asx? et pour tout 2 € R :

I(P)(z) = —2as + (ag + a1 + 2a2)x + (—ag + 2a2a)z>.
En prenant a = 1/2, on trouve que, pour tout P :  — ag + a1z + asz? et pour tout € R :
I(P)(z) = —2a2 + (ap + a1 + 2as)z.

En particulier, on voit que I(P) = 0 si et seulement si ag = 0 et ag + a1 + 2a2 = 0, ce qui signifie
que as = 0 et ag = —ay, et donc P : x — —ay + a1x = aie;. Par conséquent, on en déduit que :

[ kex(l) = Vect(e1) = Vect(z — z — 1). |

A présent, décrivons I'image de [. Comme B = (eq, €1, e2) est une base de Ry[z], on trouve d’apres
les calculs de la question précédente que :

Jm(l) = Vect(I(ep),l(e1),1(e2)) = Vect(eg, 0,e1) = Vect(eg, €1).

Par conséquent, on en déduit que :

ljm(l) = Vect(eg, 1) = Vect(z — x, 2 — © — 1). ‘

Enfin, comparons les applications % et [3. Si I’on note L = matz(l), alors on trouve par des calculs
simples que :

1 00 1 0 0 1 00
I?=10 0 1 00 1]=(0 00
0 0 0 0 0 0 0 0 0
De méme, on obtient que :
10 1 00 1 0 0
LP=LxL*=(0 0 1){0 0 0of=[0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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En particulier, on voit que L? = L3. Mais comme L est la matrice de ’endomorphisme ! dans la
base B, on en déduit que :

2=

Exercice 22. Soient xg, 1, ..., 7, des réels deux & deux distincts, et soit f l'application de R, [z] dans R™*!
définie pour tout P € R, [z] par f(P) = (P(xo), P(x1), ..., P(xy)). Pour tout i € {0,...,n}, on pose :

(1)

r — T

L;:z+—> H < ]>.
T — X
0<j<n,j£i N7t Y

Montrons que f est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Tout d’abord, on va commencer par vérifier
que f est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments Py, P» € R, [z] et soient A;, A2 € R. Pour tout
z € R, on trouve que :

f()\lpl + )\QPQ) = (()\1P1 + )\2P2)(330)7 ey ()\1P1 + )\2P2)(xn))
= (/\1P1(l‘0) +>\2P2($0),...,)\1P1($n) +/\2P2(In))
= )\1 (Pl(l'o), ,Pl(:cn)) + )\2 (PQ(ZL'()), ,Pg(xn))

= Mf(P) + Ao f(P2).

Par conséquent, on en déduit que :
f est linéaire.

A présent, montrons que f est injective. Pour ce faire, considérons un élément P de R, [x]. Alors :
P cker(f) < f(P)=(0,..,0)

e (P(xo),... P(zn)) = (0,...,0)
P(l‘o) = O,,P(.Tn) =0

xg, ..., Ty sont racines de P

[

P =0p,[z) (car deg(P) <n et P aau moins n + 1 racines distinctes).

Des lors, il s’ensuit que ker(f) = {Og, (2]}, et donc :

f est injective.

Mais comme dimR,[z] = dimR"*! = n + 1, on voit que f est un endomorphisme injectif entre deux
espaces vectoriels de méme dimension finie, et donc :

’ f est un isomorphisme d’espaces vectoriels. ‘

Déterminons la matrice de f dans les bases canoniques B = (eg, ..., e,,) de R, [z] et B = (e, ...,e),) de
R™*1. Par des calculs simples, on trouve que, pour tout k € [0,n] :

flex) = ((z — ) (zo), ..., (x — xk)(xn)) = (xf,...,x%) = afel + ...+ akel.

Par conséquent, on en déduit que :

matg 5(f) =

Calculons Dexpression de f(L;) pour tout ¢ € {0,...,n}. Pour ce faire, on va commencer par montrer
que, pour tout (i,k) € [1,n]?, Li(xy) est égal & 1 sii =k et a 0 sinon. Pour ce faire, on procede a une
distinction de cas. Tout d’abord, si i = k, alors on trouve que :

Liwn)= ] <:”’“__;fj) [ 1=t

T
0<j<n,j#i ¢ 0<j<n,j#i

A présent, supposons que ¢ # k. Comme ¢ # k, I'un des facteurs x, — x; est nul lorsque j parcourt

[0,n] \ {7}, et donc :
Li(zy) = H <%_jj) =0.

. o\ T
0<j<n,j#i
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Par conséquent, on en déduit que, pour tout (i, k) € [1,n]? :

| Li(wg) = 1sii=ket Li(ax) =0sii# k|

Des lors, on trouve que, pour tout ¢ € [0,n] :
f(Lz) = (Ll(l‘o), ceey Lz(.’I,‘l)7 ceey Ll(.’lin)) = (0, ceey 07 1, 0, ceny 0),

ou le 1 se trouve en (i + 1)-eéme position. Par conséquent, on en déduit que, tout i € [1,n] :

’f(Li) =(0,...,0,1,0, ...,0).\

(4) Montrons que C = (Lg, L1, ..., L) est une base de R,[z]. Tout d’abord, on peut remarquer que chaque
polynéme L; est un produit de n polynémes de degré 1, et donc L; est de degré n pour tout i € [0, n].
En particulier, C est bien une famille de R,,[z]. Deés lors, comme card(C) = n + 1 = dimR,[z], il suffit
de montrer que (Lo, L1, ..., Ly,) est libre. Pour ce faire, considérons des réels Ag, ..., A,, tels que :

AoLo + ... + AnLp = Og,, [4]-
Pour tout 4 € [0,n], on obtient en évaluant cette égalité en x = x; que :
XoLo(x;) + . + MiLi(z;) + ... + A\ Ln(2;) = 0.
D’apres les calculs de la question précédente, ceci entraine que, pour tout ¢ € [0,n] :
M X0+ ..+ x1+...+A, x0=0.

d’ot il s’ensuit que A\; = 0 pour tout ¢ € [0,n], et donc C = (Lg, L1, ..., L) est libre. Par conséquent, on
en déduit que :

’C = (Lo, L1, ..., Ly,) est une base de R, [z]. ‘

(5) Calculons la matrice de f de la base C vers la base canonique B’ = (e}, ...,e!) de R"T1. D’apres la
question (3), on a pour tout ¢ € [0,n] :
f(L;) =(0,...,0,1,0,...,0) = Oegy + ... + 1€} + ... + Oe),.

Par conséquent, on en déduit que :

1 0 0
o . R

matg c(f) = | = Iny1.
0 0 1

Exercice 23.

Exercice 24. Dans cet exercice, on considere les sous-espaces vectoriels F' et G de R3 définis par F' = {(z,y, z) €
R, 2—y+z=a+y=0}et G={(r,9,2) € R? x—y+2z=0}) Déterminons tout d’abord une base de F.
Pour tout (z,y,2) € R3, on trouve que :

(r,y,2) e F <— z—y+2=0, 2+y=0
= r—y+z2=0, y=—=x
— z—(-2)+2=0, y=—z (par substitution)
= z=-2x, y=-—x
= (z,y,2) = (z,—x, —2x)
= (z,y,2)=x(1,-1,-2)
— (wz,y,2) € Vect ((1,-1,-2)).

En particulier, on voit que F' = Vect ((1,—1,—2)), et donc ((1,—1,—2)) est une famille génératrice de F'. Mais
comme elle est formée d’un seul vecteur non nul, cette famille est libre, et donc :

’ ((1,—1,-2)) est une base de F. ‘
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Déterminons & présent une base de G. Pour tout (x,vy,z) € R3, on trouve que :

(,4,2) €G <= z—y+2=0
— T=Y—Zz
= (29,2) =W —-2y2)
= (x,y,2) =y(1,1,0) + 2(-1,0,1)

<~ (wz,y,2) € Vect ((1,1,0),(-1,0,1)).
En particulier, on voit que G = Vect ((1,1,0),(—1,0,1)), et donc ((1,1,0),(—1,0,1)) est une famille génératrice
de G. Mais comme elle est formée de deux vecteurs non colinéaires, cette famille est libre, et donc :

’ ((1,1,0),(—1,0,1)) est une base de G. ‘

Avec les résultats précédents, on en déduit que :

| dim(F) = 1 et dim(G) = 2.|

Maintenant, vérifions que F' C G. Pour tout (x,y,z) € F, on voit que x —y+ 2z = 0 et x +y = 0, ce qui entraine
que x —y + 2z =0, et donc (z,y, z) € G. Dés lors, il s’ensuit que :

FNG=Fet FUG=G.

Enfin, calculons le noyau et I'image de I’endomorphisme f canoniquement associé & :

Mais comme F' C G, on en déduit que :

1 1 1
A=11 0 -1
0 -1 -2

Par définition, on voit que f(x,y,2) = (z +y + 2z, — 2z, —y — 22) pour tout (x,y,2) € R3. Déterminons alors
une base de ker(f). Pour tout (z,y,2) € R?, on trouve que :

(z,y,2) € ker(f) <= f(z,y,2) =(0,0,0)

— (z+y+zz—2—y—22)=(0,00)

— zr4+y+z2z=0, r—2=0, —y—22=0

— z4+y+z2=0, z=2, y=-2z2

<~ 2z—-2z+42=0, =2, y= -2z (par substitution)
— 0=0, z=2, y=-2z2

= =2z y=-—-2

= (z,y,2) =(2,—22,2)

= (z,y,2) =2(1,-2,1)

— (z,y,2) € Vect ((1,—2,1)).

En particulier, on voit que ker(f) = Vect ((1,—2,1)), et donc ((1,—2,1)) est une famille génératrice de ker(f).
Mais comme elle est formée d’un seul vecteur non nul, cette famille est libre, et donc :

’ ((1,—2,1)) est une base de ker(f). ‘

A présent, déterminons une base de Jm(f). Pour ce faire, on note B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. Par
définition, on trouve que :

Jm(f) = Vect(f(er), f(e2), f(es))
= Vect (f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))

= Vect((1,1,0),(1,0,—1),(1,-1,-2)).



TRAVAUX DIRIGES : APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES CORRIGE DU VENDREDI 2 OCTOBRE 2026 11

Au passage, on peut remarquer que :
(1,1,0) = 2(1,0,-1) 4+ (1,-1,-2) = (0,0,0).
En particulier, on voit que le troisieme vecteur est combinaison linéaire des deux premiers, et donc :
Jm(f) = Vect((1,1,0), (1,0, —1)).

Des lors, la famille ((1,1,0),(1,0,—1)) est génératrice de Im(f). Mais comme cette famille est formée de deux
vecteurs non colinéaires, elle est libre, et donc :

’ ((1,1,0),(1,0,—1)) est une base de Jm(f). ‘




