TRAVAUX DIRIGES : APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES
CORRIGE DU LUNDI 5 OCTOBRE 2026 - EXERCICES 28 A 32

Exercice 28 Soit f I'application de M3(R) dans Mz (R), définie pour tout A € Ms(R) par f(A) = A —A.

(1) Montrons que f est un endomorphisme de M (R). Par construction, on voit que f(A) = A—'A appartient
a M3(R) comme combinaison linéaire de matrices de M3 (R), et donc f va bien de M3(R) dans M3 (R).
Reste & montrer que f est linéaire. Pour ce faire, considérons deux matrices A1, As de M5(R), et soient
A1, A2 € R. Par linéarité de la transposition, on trouve que :

JOMAL +X2A42) = XA+ MAs — (A A1 + A A))

AMAL + AoAs — (M'A1 + Xo'A)
= A (A1 —"Ay) + X2 (Az — 4y)

= Mf(A1) + A2 f(A2),

et donc f est linéaire. Par conséquent, on en déduit que :

f est un endomorphisme de Ms(R). ‘

(2) Déterminons tout d’abord une base de ker(f). Pour ce faire, considérons une matrice A de la forme :

a b
A= (C d) .
Alors, on voit que :

Acker(f) < f(A)=0

!
0
N
(L

= a=(t )=y 0 e () alp )
= acva((3 9.0 0.000)

Si 'on pose Fy = <(1) 8), By, = (? (1)>, By = (8 (1)>, on vient de montrer que :

ker(f) = Vect(El, EQ, Eg)

En particulier, la famille (Fy, Eq, E3) est génératrice de ker(f). De plus, supposons qu’il existe des réels
A1, A2, Az tels que A\ Ey + Ao Fs + A3E3 = 0. Alors cela signifie que :

A 0 0
MEL + AoFs + \3Es = <A; Az) = (0 o>’

d’ott il s’ensuit que A\ = Ay = A3 = 0, et donc la famille (E1, Eq, E3) est libre. Par conséquent, on en

déduit que :
1 0 0 1 0 0
(B, Eq, E3) = ((O O) , (1 0> ) (O 1)) est une base de ker(f).

1
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A présent, déterminons une base de Jm(f). Pour ce faire, considérons la base canonique B de Ms(R),
que 'on écrit sous la forme :

1 0 01 0 0 0 0
B= (El,lvEl,QaEQ,laEQ,Q) = ((0 0) ) (0 0) ’ (1 0) ’ (0 1)) .

Alors, on trouve que :

() = Vet (f(Bu). S(Fua), f(Ba), S ()

(6 0) (G o)) (G 5)) (G 0)
(o)) )6 0)

(o) 0)

( )) (car les dewx matrices ci-dessus sont colinéaires).
)

, alors on voit que :

Jm(f) = Vect (Ey) .

En particulier, la famille (F4) est génératrice de Jm(f). De plus, comme elle est formée d’une seule
matrice non nulle, elle est libre, et donc :

(Ey) = ((_01 é)) est une base de Jm(f).

Enfin, comme (FE7, B9, E3) est une base de ker(f), on voit que dimker(f) = 3 # 0, ce qui entraine que
ker(f) # {0}, et donc f n’est pas injectif. Par conséquent, on en déduit que :

’ f n’est pas un isomorphisme. ‘

Calculons tout d’abord la matrice M de f dans la base canonique B = (E1 1, E1.2, F2 1, E22) de M2 (R).
D’apres les calculs de la question précédente, on trouve que :

1 0 0 0
f(Brg) = f((o 0)) = (0 0) = 0E11+0F12+0F2; +0FEs

e = 1((0 o)) -
f(B2p) = f <(2 8)
f(EBap) = f ((8 (1)>

Par conséquent, on en déduit que :

0 1
1 0) = 0E11+1E12—1E1+0E5,

011 +0E12+0E3; +0F3

-1
) = (2 ) = 0E11 —1E12+1E1 +0Es»

o O

o O

NallZ
|

0 0 0
0 1 -1 0
M= 0 -1 1 0
0o 0 0 0

A présent, déterminons la trace de f. Comme la trace de f est par définition la trace de la matrice de
f dans toute base de M3(R), il s’ensuit que Tr(f) = Tr(M) =1+ 1 =2, et donc :

Tr(f) = 2.

Justifions que la concaténation d’une base de ker(f) et d’'une base de Jm(f) est une base de M5 (R).
D’apres le cours, ceci revient a montrer que Mo(R) = ker(f) @ Jm(f). D’apres le théoreme du rang, on
sait que :

dimker(f) + dim Im(f) = dim M2 (R).
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Reste donc & prouver que ker(f) NJIm(f) = {0}. Pour ce faire, on considérons une matrice A € Ms(R),
de composantes a, b, ¢, d comme précédemment. Comme (FEy4) est une base de Jm(f), on trouve que :

Aeker(f)NIm(f) <= Acker(f) et AeIm(f)
— f(A)=0 et JaeR, A=aFE,

& A-'A=0 et JacR, A=ak,

= (a6 D=060) «men

ab_Ol
c d) "N\ =1 0

0 b—c 0 0 a b 0 «o
A (c—b 0 >_(O 0) et JaeR, <c d)_<—a 0)
< b=c et JaeR a=d=0,b=—-c=a«a
— a=b=c=d=0

0 0
<— A_(O O)'

Des lors, il s’ensuit que ker(f) N Jm(f) = {0}. Par conséquent, on en déduit que :

’la concaténation d’une base de ker(f) et d’une base de Jm(f) est une base

de MQ(R) ‘

Montrons que M est semblable a une matrice diagonale que ’on donnera. Pour ce faire, on désigne par

C = (E1, E2, E3, E4) la concaténation des bases de ker(f) et Jm(f) trouvées a la

question (2). D’apres la

question précédente, on sait que C est une base de Ms(R). De plus, comme Ej, E5, E5 sont des éléments

de ker(f), on trouve que :
0 0
FE) = F(E) = 1) = ([ ) = OB + 0By + 04 + 0,
En outre, on obtient par des calculs simples que :

f(Ey) =f <(_01 é)) = (_02 g) =0E; + 0E> + 0E;3 + 2E;.

Des lors, il s’ensuit que la matrice D de f dans la base C est donnée par :

0 0 0O
0 0 0O
D_OOOO
0 0 0 2

Mais comme M et D sont les matrices du méme endomorphisme f dans deux
M et D sont semblables, et donc :

M est semblable a la matrice diagonale D =

O O O O
O O OO
OO OO
N O OO

bases, on en déduit que

Exercice 29 Soit p un projecteur d’un espace vectoriel E de dimension finie n. Montrons que Tr(p) = rg(p).
Comme p est un projecteur de F, on sait d’aprés le cours que F = ker(p) @ Jm(p). On distingue alors trois cas.

(1) Si ker(p) = {0}, alors on voit que E = Jm(p). Comme p(z) = x pour tout x € Jm(p), ceci nous donne que
p(x) = x pour tout € E. En particulier, il s’ensuit que p = Idg, et donc Tr(p) = n = rg(p).

(2) Si ker(p) = E, alors on voit que E = ker(p), ce qui nous donne que p(z) = 0 pour tout x € E, et donc p
est ’endomorphisme nul. En particulier, il s’ensuit que Tr(p) = 0 = rg(p).

(3) Siker(p) # {0}, E, fixons des bases By = (eq, ...

er) et Bo = (€ry1, ..., €) de Jm(p) et ker(p) respectivement.

Comme E = ker(p) ®Im(p), la concaténation C = (e, ..., e,) de ces bases donne une base de E. De plus, comme
e; appartient & Jm(p) pour tout ¢ € [1,r] et que p est un projecteur, on voit que p(e;) = e; pour tout i € [1,r].
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En outre, on peut remarquer que, pour tout ¢ € [r + 1,n], on a p(e;) = 0 car e; appartient a ker(p). En
particulier, ceci nous donne que :

1 0 0
0
1
mate(p) =
0
: . .0
0 ... ... ... 0 0

Comme la trace d’'un endomorphisme est égale a celle de sa matrice dans toute base de F, ceci nous donne que :
Tr(p) = Tr (mate(p)) =14+ ...+14+0+ ... +0="1.
Comme B; = (e, ..., e,) est une base de Jm(p), ceci entraine que :
rg(p) = dimJm(p) = r.
Des lors, il s’ensuit que Tr(p) = rg(p).

Par conséquent, on en déduit dans tous les cas que, pour tout projecteur p de E :

Tr(p) = rg(p).

Exercice 30 Pour tout n € N*| on désigne par H,, 'ensemble des matrices carrées de taille n et de trace nulle.
Montrons tout d’abord que H,, est un sous-espace vectoriel de M, (R). Pour ce faire, on note Tr I’application
trace, c’est-a-dire Papplication linéaire de M., (R) dans R qui, & toute matrice M € M, (R), associe la trace de M.
Comme H,, est Pensemble des matrices carrées de taille n et de trace nulle, ceci nous donne que H,, = ker(Tr).
Mais comme le noyau d’une application linéaire est toujours un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel de
départ, il s’ensuit que :

’ H,, est un sous-espace vectoriel de M, (R). ‘

A présent, calculons la dimension de H,,. Comme Tr est une forme linéaire sur M, (R), on voit que Jm(Tr) C R.
De plus, pour tout réel A, on constate par linéarité de la trace que :

Tr (AIn) = éTr (I,) = A Xn =AM\
n n n

En particulier, on obtient que A appartient a Jm(Tr) pour tout A € R, et donc R C IJm(Tr). Par double inclusion,
ceci nous donne que :
Jm(Tr) = R.
D’apres le théoreme du rang, ceci entraine que :
dim H,, = dim ker(Tr) = dim M,,(R) — dim Jm(Tr) = n? — 1.

Par conséquent, on en déduit que :

|dim H, =n® — 1.|

Exercice 31 Soit A une matrice de M, (R), de rang < 1.

(1) Montrons qu’il existe une matrice colonne C' et une matrice ligne L telles que A = C'L. Pour ce faire,
on distingue deux cas.

(1) Si A est de rang 0, alors A est la matrice nulle et il suffit de prendre pour C et L les matrices
colonne et ligne nulles.

(2) Supposons que rg(A) = 1. Alors toutes les colonnes C4, ...,C,, de A sont proportionnelles entre
elles, et 'une d’entre elles est non nulle. Fixons un indice jo € [1, 7] tel que Cj, # 0. Comme toutes les
colonnes de A sont proportionnelles entre elles, il existe pour tout j € [1,n] un réel A; tel que C; = X;C},.
En particulier, la matrice A peut s’écrire avec ses colonnes sous la forme suivante :

A = (C1]C3]...|Cy) = (MCyy ..M Cly)
Posons alors C' = Cj, et L = (A1,..., A,). Par des calculs simples, on trouve que :
CL = Cj,(M, -, An) = (MCg |- [ AnCly) = (C1]Co)...|Cy) = A.

Des lors, il s’ensuit qu’il existe une matrice colonne C' et une matrice ligne L telles que A = CL.
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Par conséquent, on en déduit dans tous les cas que, pour toute matrice A de M,,(R), de rang <1 :

il existe une matrice colonne C' et une matrice ligne L telles que A = C'L. ‘

(2) Montrons que : A? = Tr(A)A. Comme A est de rang < 1, on sait d’apres la question précédente qu'il
existe une matrice colonne C et une matrice L telles que A = C'L. Des lors, on voit par associativité du
produit matriciel que :

A?=Ax A=CLCL=C(LC)L.

Comme le produit LC est le produit d’'une matrice ligne et d’'une matrice colonne dans cet ordre, on
obtient que LC' est une matrice carrée de taille 1, et donc c’est un nombre réel. En particulier, ceci nous

donne que :
A? = C(LC)L = (LC)CL = (LC)A. (%)
C1
Si maintenant on écrit que L = (ly,...,l,) et C = [ 1 |, alors on trouve que :
Cn
C1 n
LC = (I, b)) | 1| =her+ ot lnen = lux
Cn k=1
Par ailleurs, on obtient par des calculs simples que :
C1 lici ... l,a
A=CL=1 : | (lh,....ln) =
Cn llcn ce lncn
En particulier, on obtient avec ce qui précede que :
llCl ce lncl n
Tr(A) = Tr : : =11+ oot ey = Y lper = LC. (xx)
lLien .. lpen k=1

Par conséquent, on en déduit avec les égalités (x) et (*x) que :

A? = Tr(A)A.

Exercice 32 Soit a € R et soit n € N*. Pour tout P € R, [z], on pose : fo(P) : z — (a — z)P'(z) + nP(x).

(1) Montrons que f, est un endomorphisme de R, [z]. Tout d’abord, on va vérifier que f, va de R, [z] dans
R, [z]. Pour ce faire, considérons un élément P de R, [z]. Comme deg(P) < n, on obtient que :

deg (x> (a —z)P'(z)) <1+deg(P)<1+n—1=n.
En particulier, on trouve que :
deg(fo(P)) < max{deg (z — (a — x)P'(x)),deg(nP)} < max{n,n} =n,

et donc f,(P) appartient a R, [x] pour tout P € R, [z], ce qui montre que :

fa: Rufz] — Ry[a]. |

A présent, montrons que f, est linéaire. Pour ce faire, considérons des éléments P;, P, € R,,[z] et soient
A1, A2 € R. Pour tout « € R, on trouve par linéarité de la dérivation que :

fa(Alpl + )\QPQ)(ZL’) ((l — 1’)()\1P1 —+ )\2P2)/(1') + n()\lPl + )\QPQ)(x)

= (a—2)(MP[(z) + A2 P3(2)) + n(M Pr(z) + Ao Pa())
= M ((a—2)P{(z) + nPi(x)) + A ((a — 2)Pj(x) + nPs(x))

= AMfa(P1)(@) + A2 fo(P2)(2).
Comme ceci est vrai pour tout z € R, il s’ensuit que fo(A1P1 + AoPa) = A1 fo(P1) + A2 fo(P2), et donc :

fa est linéaire.
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(2) Calculons tout d’abord la matrice M, de f, dans la base B = (eg,...,en) = (x = 1,...,x — 2™) de R, [z].
Pour tout & € R et pour tout & € [1,n], on trouve que :

faler)(@) = (a—2z)ej(x) + nex(z)
= (a—2)kz"t + nak
= akeg_1(z) + (n — k)eg(x).
De plus, on constate que, pour tout z € R :
fa(eo)(z) = (a — x)ey(z) + neg(z) = 0+ n = neg(z).

En particulier, cela nous donne que :

faleo) = neg
faler) = aeg+ (n—1)ey
faleo) = 2ae; + (n —2)es
falen) = mnaep_1+0ey
Par conséquent, on en déduit que :
n a 0 0
0 n—1 2a :
Ma — L . L 0
: " . na
0o .- ) 0

A présent, donnons la trace de f,. Comme la trace de ’endomorphisme f, est égale a celle de sa matrice
dans toute base de R, [z], ceci nous donne que :

Tr(fa) =Tr (M) =n+n—1+..40=> k.
k=0

Par conséquent, on en déduit que :

n(n—i—l)'

Te(fa) =

(3) Calculons f,(x — (x — a)*) pour tout k € [0,n]. Pour tout 2 € R et pour tout k € [1,n], on a :
falxr—= (@ —a)")(2) = (a-2z)(x+— (z—a)")(2) +n(z+— (2 - a)")(2)
= (a—2)k(z —a)* ! +n(z —a)*
= (n—k)(@— (z—a)")(2).
De plus, on constate que, pour tout = € R :
falw—)(z) = (a —2)(x — 1) (z) + n(z — 1)(x) =0 +n = n(z — 1)(x).

Par conséquent, on en déduit que, pour tout k € [0,n] :

folz — (z — a)k) =n—-k)(z— (x— a)k).

(4) Montrons que M, est semblable & une matrice diagonale D, que l’on donnera. Pour ce faire, considérons
la famille B, = (z — 1,2 — = — @, ...,x — (x — a)™). Par définition, il s’agit d’une famille de R, [z]
qui compte n + 1 éléments. Comme de plus elle est échelonnée en degrés, elle est libre, et donc c¢’est une
base de R, [z] car card(B,) = n+ 1 = dimR,[z]. De plus, on voit d’aprés la question précédente que,
pour tout k € [0,n] :

falz — (z — a)k) =n—-k(z— (z - a)k).
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En particulier, la matrice D, de f, dans la base B, est donnée par :

0 n—1
Da:matBa(f@) =

: . .0

0O -+ -+ 0 0

Mais comme M, et D, sont les matrices du méme endomorphisme f, dans deux bases distinctes, il
s’ensuit qu’elles sont semblables. Par conséquent, on en déduit que :

n 0 e o 0
0 n—1
M, est semblable a la matrice diagonale D, =
0
0 0 0




