TRAVAUX DIRIGES : ESPACES PROBABILISES
CORRIGE DU MARDI 6 OCTOBRE 2026 - EXERCICES 1 A 6

Exercice 1. Soit n € N*. On considére n boules numérotées de 1 & n. On place au hasard les n boules dans
n boites, chaque boite pouvant contenir de 0 a n boules. Déterminer la probabilité que chaque boite contienne
exactement une boule. Pour ce faire, on suppose que 1’on place les boules dans les boites I'une apres ’autre dans
Uordre, et on consideére ’événement suivant B; ”la boule n° va dans une boite vide” pour tout ¢ € [1,n]. Il
s’agit alors de calculer la probabilité de ’événement B; N By N ... N B,. Comme toutes les boites sont vides au

départ, on voit que :
n
P(By)=1=—.
(B1) -
Supposons alors que I'événement By N By N ... N B;_; soit réalisé, avec i € [1,n]. Alors, cela signifie que i — 1
boites contiennent déja exactement une boule. Des lors, ’événement B; est réalisé si et seulement si I’on place
la boule n°: dans I'une des n — i 4+ 1 boites restantes parmi les n boites disponibles, et donc :
n—i+1

n

PBlﬂBzﬁ...ﬁBi71 (BZ) -

D’apres la formule des probabilités composées, on trouve que :

P(BiNByN..NB,) = P(B1)Pg,(Bs)...Pg,nBsn..nB,_, (Bn)
n n-—1 1
= —X X oo X —.
n n n

Par conséquent, on en déduit que :

|
P(BiNByN..NBy) = =

n’ﬂ

Exercice 2. Une urne contient p boules blanches et ¢ boules noires, avec p,q > 3. On tire alors 3 boules de
cette urne successivement et sans remise. Déterminons la probabilité d’obtenir successivement une boule blanche,
puis une boule noire, et enfin une boule blanche. Pour ce faire, on considere ’événement B; ”on tire une boule
blanche au i-eme tirage” pour tout i € [1,3]. Il s’agit de calculer la probabilité de I'événement B; N By N Bs.
Comme on dispose de p boules blanches sur un total de p 4+ ¢ boules au départ, on voit que :

p
P(By) et
Supposons alors que I’événement Bj soit réalisé. Alors, cela signifie qu’il reste p — 1 boules blanches et ¢ boules
noires dans 'urne. Des lors, I’événement B, est réalisé si et seulement si I'on tire une boule noire parmi les
p+ q — 1 boules de 'urne, et donc :
q

Tptq-1

Supposons enfin que Iévénement B; N By soit réalisé. Alors, cela signifie qu’il reste p — 1 boules blanches et
q — 1 boules noires dans I'urne. Des lors, I’événement B3 est réalisé si et seulement si ’on tire une boule blanche
parmi les p + ¢ — 2 boules de I'urne, et donc :

Pg, (Ba)

p—1
P = e
D’apres la formule des probabilités composées, on trouve que :
P(Bl n E N Bg) = P(Bl)PBl (E)PBlﬂE(B3)
-1
_ p 4 p

X .
p+q pt+tqg—-1 pt+qg-—2

Par conséquent, on en déduit que :

p(p—1)q
r+q)p+qg—1)p+qg—2)

P(Bl ﬁEﬂBg) =

1
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Exercice 3. On dispose de deux urnes U; et Us, ainsi que d’une piece équilibrée. On suppose que 'urne Uq
contient 1 boule blanche et 2 boules noires, que 'urne Us contient 1 boule blanche et 3 boules noires. On lance
alors la piece. Si le résultat est pile, alors on tire une boule de I'urne Uy, sinon on en tire une de I'urne Us.

(1) Déterminons la probabilité d’avoir tiré une boule blanche. Pour ce faire, on considere 1’événement B
”on tire une boule blanche”. De plus, pour tout ¢ € [1,2], on note U; 'événement ”On choisit I'urne
0,

n°i”. D’apres la formule des probabilités totales appliquée a I’événement B et au systeme complet
d’événements (Uy, Us), on trouve que :

P(B) = P(Ui)Py,(B)+ P(Uz)Py,(B)
_or 11
273 274
Par conséquent, on en déduit apres simplification que :
7
P(B)=—.

(2) On suppose qu’on a tiré une boule blanche. Déterminons la probabilité d’avoir obtenu face, c’est-a-dire
Pp(Us). D’apres la formule de Bayes et le résultat de la question précédente, on trouve que :

_ Py, (B)P(Us)  1X3
172

Pp(Usz) =
P(B) 21
Par conséquent, on en déduit apres simplification que :
3

Exercice 4. Une personne doit ouvrir une porte. Elle dispose pour cela d’un trousseau de 15 clés contenant la
clé qui ouvre cette porte. Elle essaie les clés au hasard et 'une apres ’autre. Déterminons la probabilité d’ouvrir
la porte au k-eéme essai. Pour ce faire, on consideére I’événement O; ”on ouvre la porte au i-eme essai” pour tout
i € [1,15]. Supposons tout d’abord que 1’on ouvre la porte au premier essai, c’est-a-dire que O soit réalisé.

Comme on dispose de 15 clés, on voit que :

1

P(O,) = —.

(01) =

Supposons maintenant que ’on ouvre la porte au k-eme essai, c¢’est-a-dire que Oy, soit réalisé avec k € [2,15].
Alors, cela signifie que 'on n’a pas ouvert la porte aux (k — 1) essais précédents, et donc :

Or=01N02N...NO0k_1NO.
D’apres la formule des probabilités composées, on trouve que :

P(Or) = P(01N02N..N0k_1NO)

= P(01) Py, (02) - Pgr\ 55— (Ok)

14 13 15—k 1

— X — X .. X ———— X —.
15 14 15-k+1 15

Des lors, il s’ensuit par télescopage que, pour tout k € [2,15] :

1
P(O}) = —.
On) =15
Par conséquent, on en déduit que, pour tout k € [1,15] :
1
P(Oy) = —.
On) = 15

Exercice 5. On répartit au hasard 4 boules distinctes dans 3 boites numérotées de 1 a 3.

(1) Déterminons la probabilité que la premiere boite soit vide. Pour tout ¢ € [1, 3], on note V; I'événement
"la i-eme boite est vide”. De plus, pour tout j € [1,4], on note B; I'’événement "la j-eme boule ne va pas
dans la boite n°1”. Alors, la premiere boite est vide si et seulement si tous les événements By, Bs, B3, By
sont réalisés, et donc :

Vi = Bi1 N ByN B3N By.
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Par indépendance des répartition des boules dans les boites, on trouve que :
2 2 2 2
X

P(Vl) - P(Bl)P(BQ)P(Bg)P(B4) = g X g —

=X =.
3 3
Par conséquent, on en déduit que :

16

P(V)=—.

1) =53

(2) Déterminons la probabilité que la premiére boite ou la deuxiéme boite soit vide, ¢’est-a-dire que I’événement
V1 U V5 soit réalisé. D’apres la formule du crible de Poincaré, on trouve que :

P(V1UVz) = P(V1) + P(V2) — P(1 N V7).

16
Par un raisonnement analogue & celui de la question (1), on trouve que P(V;) = P(V3) = 31 et donc :

32
PViUW,) = T P(VinVs).

8
Pour tout j € [1,4], on note T; I'événement ”la j-éme boule va dans la boite n°3”. Alors 'événement
V1 NV5 est réalisé si et seulement si les deux premieres boites sont vides, c’est-a-dire si toutes les boules
sont allées dans la troisieme boite, ou en d’autres termes si 17, Ts, T3, Ty sont tous réalisés, et donc :

VinVo=TiNToyNT3NTy.

Par indépendance des répartitions des boules dans les boites, on trouve que :

1 1 1 1 1
P =P(T)P(T5)P(T3)P(Ty) = = X = X = X = = —,
(VinVa) (T1)P(T2) P(T3) P(T}) 3 X3%X3%X3 %1
Par conséquent, on en déduit que :
31
P(V1)=—.
V1) =5

Exercice 6. Soit (a,b) €]0,1[%. Le fonctionnement d’un appareil au cours du temps obéit aux reégles suivantes :

e si 'appareil fonctionne & la date n — 1 (n € N*), il a la probabilité a de fonctionner & la date n,
e si Pappareil est en panne & la date n — 1 (n € N*), il a la probabilité b d’étre en panne a la date n.

Pour tout n € N, on note M, ’événement "I’appareil fonctionne a la date n” et p, la probabilité de M,,. Enfin,
on suppose que l'appareil fonctionne a la date 0.

(1) Etablissons une relation entre p, et p,_1 pour tout n € N*. D’apres la formule des probabilités totales
appliquée a ’événement M,, et au systéeme complet d’événements (Mn,l, Mn,l), on trouve que :

Pn = P(Mn)
= P(My_1)Py,_, (M) + P (M, 1) Pyr—(M,)

= pPp-10+ (1 _pn—l)(l - b)

Par conséquent, on en déduit apres simplification que, pour tout n € N* :

’pn:(a—i—b—l)pn_l—I—l—b.‘

(2) Déterminons I'expression de p,, en fonction de n, a,b. D’apres la question précédente, la suite (py,)nen est
arithmético-géométrique de raison (a+b— 1). Son point fixe ¢ vérifie I'équation ¢ = (a+b—1)c+1—1b,
et donc :

1-b
Ty a—u
D’apres le cours, on sait que la suite (p, — ¢)nen est géométrique de raison (a+b— 1), et donc on obtient
que, pour tout n € N :
pn—c=(a+b—1)"(py — ).
Comme D'appareil fonctionne a la date 0 par hypothese, on voit que py = 1. Des lors, ceci entraine que,
pour tout n € N :

1-0 1-0

Par conséquent, on en déduit que, pour tout n € N :

1-b . 1-b
pn—2_a_*b+(a+b—1) (I_Q—a—b>.
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(3) Déterminons la probabilité de ’événement U ”I’appareil ne tombe jamais en panne”. Par définition, on
voit que U est réalisé si et seulement si 'appareil fonctionne a tous les instants n lorsque n parcourt IV,
c’est-a-dire si My, M1, Ms, ..., M,, ... sont réalisés, et donc :

U= () M,
neN
D’apres la propriété de limite monotone, ceci nous donne que :

P(U) = nErJIrlooP(MO NMiNMynN... ﬂMn) (*)

D’apres la formule des probabilités composées et sachant que I’événement M est certain par hypotheése,
on trouve que, pour tout n € N* :

P(MO N M1 N M2 n...N Mn) = P(MO)PMO(M1)~~PMOQ...QM”_1(Mn) =1lxax..xa=a".

Comme a appartient & ]0, 1] par hypothése, la suite géométrique (a™),>1 converge vers 0, ce qui entraine
avec I’égalité (%) que :
PU)= lim a" =0.

n—-+oo
Par conséquent, on en déduit que :

P(U) = 0.



