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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Exercice 1

Partie 1 : étude d’un exemple
On note Id 1’endomorphisme identité de R3 et on considére 1’endomorphisme f de R* dont la
matrice dans la base canonique est :

I 0 0
A=|-2 3 -2
-11 0

1) a) Déterminer un polynoéme annulateur de 4 qui soit de degré 2.
b) En déduire les deux valeurs propres possibles A, et &, de4 (avec b <ky).
¢) En Scilab,la commande r=rank (M) renvoie dans la variable r le rang de la matrice M.

On a saisi :

Scilab a renvoy€ :

\IE NATIONALE - D'aprés documents fournis

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de fet & la dimension des sous-espac
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@Ker(f ~,1d), b Id désigne I'endomorphisme identité de £-
k=l

3) Soit Bune base de £ dans laquelle la matrice de f est une matrice diagonale

a) Ennotant 7, la matrice identité de M, (R), montrer que -
(D=MI,)(D=2aL,)-(D —hpl,) =0%’({} .
b) En déduire un polyndme annulateur de f. o

X-3,

Ny —h
=] Mk
}LJ* :

Pour chaque k de [1, p], on définit le polyndme Ly =

4) a) En distinguant les cas i=k et i#k , caleuler L (A;).
b) Montrer que (L, Ly,...L,) estunebasede R [x].
¢) FEtablir alors que :

VPe Ry [X], =3 PO )L
k=1

¥ d) En déduire que 21,,- =1.

9 Monrer e, pou v £ (7)) gt e =) o (1)) dtsine
I'image du vecteur x de E par I’endomorphisme L ().
b) En déduire la décomposition cherchée.
- 6) Vérifier que cette demiére décomposition redonne celle obtentie pour VYendamorshice
‘ on choisit n=3, E=R’ et p=2. . “nue pour | endomorp!
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er I’expression, pour touf .rée-l'x- de m.m: .
rla valeur de Arctan(1) puis montrer que, pour tout réel x stricte

Arctan (x)+ Amtm(l),,f
- ©) Justifier I’équivalent suivant : R
Arctan(x) = x

2) a) Vérifier que la fonction f qui & tout réel x associe f(x)= 0 : peut étre considérée comme
ol n(x? +1) ' ' :
une densité d’}me certaine variable aléatoire X a valeurs dans R .
b) Déterminer la fonction de répartition F de X.

Ji )
. - i u: i
3) a) Vérifier que la fonction g qui a tout réel x associe g(x)=1 x? 2Rk peut étre considérée
0six<0
comme une densité d’une certaine variable aléatoire T a valeurs dans R .

b) Déterminer la fonction de répartition G de T.

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires associée & X
On considére une suite (X, ),y € variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2, 4, P),

mutuellement indépendantes, et suivant toutes la méme loi que X.
Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose M, =max(X,,..X,) etonadmet que M, est une variable

aléatoire, définie elle aussi sur 1’espace probabilisé ,4,P).
vy
4) a) Déterminer la fonction de répartition Fiy, deM,, \} (% (€% ))
b) On pose, pout tout entier 7 de N, Y, =%M , - Justifier que la fonction de répartition de g,

- notée G, , est donnée par : y g J
vxe R, G,(x)= (—lT-r»A:ctan(_";:_).q.%)

) a) Déterminer, pour tout x négatif ou nul, la valeur de '};HP”GB (x).

) Montrer que, pour tout x strictement positif, ona:
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Vxe E, (u(x),y) = (%" ()

‘ a) Montrer que si u* existe, alors on a, pour tout y de E:

n
u'(y) =Z(u(ei),y)e;
i=1
b) En déduire que si u' existe, alors u" est unique.
2) a) Vérifier que I’application " définie par I’égalité établie a la question 1a) est effectivement un
endomorphisme de E.
b) Conclure que cette application est solution du probléme posé, ¢’
endomorphisme de E, appelé adjoint de u, vérifiant :

Y, y)e B (u(x),y)={xu ()

est-a-dire que ¢’est 'unique

5 N
£ Partie 2 : étude des endomorphismes normaux.
) On dit que u est un endomorphisme normal quand on a 1’égalité :
uou' =u'ou
i 3) Soit fun endomorphisme symétrique de E. Donner son adjoint et vérifier que f est normal.
Dans la suite, u désigne un endomorphisme normal.

- 4) a) Montrer que: Vxe £, Ju(x)|=]u" ()]
~ b) Endéduire que Ker(u)=Ker(s').

| 5) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de £ stable par u, alors £+ est stable par u".

se que u possede une valeur propre )\ et on note E, le sous espace propre associé.
er que E, est stable par u". ud
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que, pour tout entier naturel knonnul,ona: Ii_—l <lIn(k +1)-—In

ontrer alors que : Vne N*\{1}, lnn+-:~;$u,, <lnn+l.

3 ¢) En déduire un équivalent trés simple de u, lorsque n est au voisinage de +ee.
5) Montrer que la suite (4, ), _y. est convergente.

Partie 3

Dans cette partie, 7 désigne toujours un entier naturel non nul.

6) On admet que, si a et b sont des entiers tels que a<b, la commande grand (1,1, ’ uin’,a,b)
permet & Scilab de simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme discréte sur [a.5].
Compléter le script suivant pour que les lignes (5), (6), (7) et (8) permettent d’échanger les
des variables A (j) et A(p).

suppose dorénavant qu’aprés exécution du script précédent correctement ¢
rempli de fagon aléatoire par les entiers de [1,n] de telle sorte que les n!
obables.
idere alors les commandes Scilab suivanies (exécutées 2 la suite du
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a) gﬂi;qztﬁrep:;f;?de ariable affic S ipest) zwn de trouver a quell
b) Quel ¢ ven scila E) 5 testp 0S6.
c) u?:m fﬂlppﬂélllémq:nts d’une " e aﬁnfm i renvoie et affiche le content de la variable ¢
{10 & i.dess
o % st_lab cl
Compléter 1€ script
plus.haut:

. Jes contenus des variables A (1) A(2), l’ Al nb)lesiczl;oi:lsa 5322?1} Zlfta:eesoimm; “
On admet que 168 50 'affectations concernant la variad’ ; luces au
Ay, A2 ...,-Arg:etn ?::iedﬁﬁbz?aﬁ:uesﬁon 7,y compris 1a premiere, est aussi une variable aléat
du seript p

notée Xy

On suppose que ¢S .
On note G, la fonction génératrice de

variables aléatoires sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (, 4, P). 3

X,, E, son espérance et V), sa variance.

8) Donner la loi de Xi.

9) a) Montrer que X, (‘Q)=|[1’”]l°
b) Déterminer P(X, =1) et P(X, =n). En déduire les lois de X, et X;.
¢) En considérant le systéme complet d'événements ((A,, =n), (4. < n)) , montrer que : :
Vn22, Vje[2,n], P(X,=/) =§;P(X,,_l X m)
o : n
d) Donner la loide Xj.
10) a) Veérifier que la formule obtenue 2 la qu i
b) o l;que .ﬁ?:inule obtenue a la question 9¢) reste valable pour j=1.
¥n22, VieR, G,()="""1g _(»
o, W n n-1 (*)
-L ,\W 35 )

n-1

VneN*, VieR, G, () =—1-H(r +7)
n! <0

)» trouver une relation entre £, of E,

7 . puis
Vne N* . 1 puis montrer que
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