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C O N C O URS D ’ E N T R E E 2000

M AT H E M AT IQ U ES
1ère épreuve (option scientifique)

L es candida ts ne doivent pas faire usage d’aucun document; l’u t ilisa t ion de tou te calcula t rice et de tout ma t ériel
élect ronique est interdi te.
Seule l’ut ilisa t ion d’une règle graduée est autorisée.

P roblème 1
N ot a t ions:

– n désigne un ent ier supérieur ou égal à 3.
– Mn(R) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coe  cients réels. In désigne la matrice ident it é

de Mn(R). La transposée d’une matrice M est not ée tM .
– Rn est muni du produit scalaire canonique not é < , > défini par: si x = (x1,x2,...,xn) et y =

(y1,y2,...,yn) alors, < x,y >=
n∑

k=1
xkyk .

En notant les matrices unicolonnes X =




x1

...
xn



 et Y =




y1
...

yn



 et en confondant les matrices

d’ordre 1 et les scalaires, on a alors < x,y >= tXY. La norme associée à ce produit scalaire est not ée
‖.‖.

– B = (e1,e2,...,en) désigne la base canonique de Rn .

On rappelle que la matrice de passage P d’une base orthonormale de Rn à une autre base orthonormale
de Rn vérifie tP = P−1 .
Les part ies I et I I sont indépendantes.

P ar t ie I .
1. On considère les matrices suivantes de M3(R) :

S =




5 2 2
2 5 2
2 2 5



 , P =
1√

6





√
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2
0 −2

√
2





(a) Just ifier que S est diagonalisable dans M3(R).
(b) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de M3(R) telle que S = PDtP .

2. On considère la matrice M =




2 1 0
0 2 1
1 0 2



 de M3(R).

(a) V érifier que (M − 2I3)3 = I3 .
(b) M est-elle diagonalisable dans M3(R)?
(c) Calculer le produit tMM .
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P ar t ie I I .
Soit A une matrice de Mn(R). On note f l’endomorphisme de Rn associé à la matrice A relat ivement à la
base B et g l’endomorphisme de Rn associé à la matrice tA relat ivement à la base B .

1. Montrer, pour tout x et tout y de Rn : < g(y),x >=< y,f (x) > puis < (g ◦ f )(x),x >= ‖f (x)‖2 .
2. Montrer que l’endomorphisme g ◦ f est symétrique.
3. Montrer que g ◦ f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont posit ives ou nulles.
4. Just ifier l’existence d’une base orthonormale B′ = (e′1,e′2,...,e′n) de Rn const ituées de vecteurs propres

de g ◦ f .
On note Q la matrice de passage de la base B à la base B′ .

5. Montrer l’existence de n réels posit ifs ou nuls λ1 , λ2 ,..., λn (non nécessairement dist incts) tels que la

matrice diagonale ∆ =





µ1 0 · · · 0

0 µ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 µn




de Mn(R) vérifie : tAA = Q∆2 tQ.

6. Montrer que la famille (f (e′1),f (e′2),...,f (e′n)) est une famille orthogonale et que pour tout ent ier j de
{1,2,...,n},

∥∥f (e′j )
∥∥ = λj .

7. Dans cet te quest ion, on suppose que A est inversible.

(a) V érifier que les nombres réels λ1,λ2,...,λn sont tous non nuls.

(b) Montrer que la famille C =
(

1
µ1

f (e1),
1
µ2

f (e2),...,
1
µn

f (en)
)

est une base orthonormale de Rn .

(c) Soit R la matrice de passage de la base B à la base C . Montrer que A = R∆tQ.

P ar t ie I I I .
D éterminer deux matrices orthogonales Qet R d’ordre 3 et une matrice diagonale ∆ d’ordre 3 telles que :
M = R∆tQ où M est la matrice définie dans I .2.

P roblème 2
Dans tout ce problème, a est un réel tel que 0 < a < 1.

C alcul d ’ u ne som me et d ’ u ne int égr ale.

1. Pour tout n de N× et tout x de [0, + ∞], on note: Cn(x) =
n∑

k=1
cos(kx).

(a) Montrer, pour tout n de N× et tout x de [0, + ∞]: 1 + 2Cn(x) =
n∑

k=−n
eikx .

(b) E tablir, pour tout nombre complexe z tel que z &= 1 :
n∑

k=−n
zk = z−n 1− z2n+1

1− z
.

(c) En déduire, pour tout n de N× et tout x de ]0, + ∞] :
1
2

+ Cn(x) =
sin

((
n +

1
2

)
x

)

2 sin
(x

2

)

2. Soit n dans N× . Montrer que l’int égrale Jn =
π∫
0

sin

((
n +

1
2

)
x

)

2 sin
(x

2

) dx existe et calculer sa valeur.

On note ω : [0, + ∞] → R l’applicat ion définie par : ω(x) =






0 si x = 0
cos(ax) − 1

sin(
x

2
)

si x ∈]0, + ∞]
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3. Montrer que ω est de classe C1 sur [0, + ∞] et calculer ω′(0).

4. On note, pour tout n de N×: In =
π∫
0

ϕ(x) sin
((

n +
1
2

)
x

)
dx .

Montrer, grâce à une int égrat ion par part ies, que In tend vers 0 quand l’ent ier n tend vers l’infini.

C alcul de la som me d ’ u ne sér ie.

On note, pour n ∈ N× : un =
π∫
0

cos(ax) cos(nx)dx .

1. Montrer, pour tout n ∈ N× :
n∑

k=1
uk = −sin(aπ)

2a
+

1
2
In + Jn .

2. En déduire que la série
∑
n!1

un converge, et calculer sa somme (on pourra ut iliser les résultats de I .2.et

I .4.).
3. Calculer, pour tout n ∈ N× , un en fonct ion de a et de n.

4. E tablir :
+∞∑
n=1

2(−1)n−1a

n− a
=

π

sin(aπ)
− 1

a
.

C alcul d ’ u ne int égr ale.
Dans cet te part ie, α désigne un réel tel que α > 1.

1. Just ifier l’existence de l’int égrale
+∞∫
0

dt

1 + tα
.

On note: F (α) =
+∞∫
0

dt

1 + tα
, G(α) =

1∫
0

dt

1 + tα
, H (α) =

+∞∫
1

dt

1 + tα
.

2.

(a) Montrer, pour tout réel t de [0,1] et tout n de N :
1

1 + tα
=

n∑
k=0

(−1)ktkα + (−1)n+1 t(n+1)α

1 + tα
.

(b) Montrer que
1∫
0

t(n+1)α

1 + tα
dt tend vers 0 lorsque l’ent ier n tend vers l’infini.

(c) En déduire que la série
∑
k!0

(−1)k

1 + kα
converge et que : G(α) =

+∞∑
k=0

(−1)k

1 + kα

3.

(a) En ut ilisant le changement de variable défini par u = t1−α , montrer :

H (α) =
1

α− 1
G

(
α

α− 1

)
,

et en déduire

H (α) =
+∞∑

n=1

(−1)n−1

nα− 1

(b) E tablir: F (α) = 1 +
+∞∑
n=1

2(−1)n−1

nα− 1
.

4. En ut ilisant le résultat de I I .4., établir finalement : F (α) =

π

α

sin
(π

α

) .
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