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P R O B L E M E 1

O n considère l’applica t ion  : [0; +∞[→ R définie, pour tou t réel t ∈ [0; +∞[, par :

 (t) =

{
sin t

t
si t $= 0

1 si t = 0
et on considère, pour tou t ent ier n ! 1, les int égrales :

In =
∫ +∞

0

(
 (t)

)n dt , Jn =
∫ 1

0

(
 (t)

)n dt , K n =
∫ +∞

1

(
 (t)

)n dt

P a r t ie I : R ésu l t a ts génér a u x su r  e t Jn

1) Mont rer que  est cont inue sur [0; +∞[ et que, pour tout entier n ! 1, l’int égrale Jn existe.
2) a ) Mont rer que  est st rictement posi t ive sur [0; 1] et que  est st rictement décroissante sur

[0; 1].
b ) É tablir, pour tout réel t ∈]0, +∞[ : |  (t)| < 1.

3) a ) Mont rer, pour tout réel t ∈ [0; +∞[ :  (t) ! 1− t .
( O n pourra ét udier les varia t ions sur [0; +∞[ de l’applica t ion t &→ sin t − t + t2).

b ) E n déduire, pour tou t ent ier n ! 1 : Jn ! 1
n + 1

.

P a r t ie I I : É t u de de I1

1) a ) Mont rer, pour tout réel x ∈ [1; +∞[ :
∫ x

1

sin t
t

dt = cos 1− cos x
x

−
∫ x

1

cos t
t2

dt .

b ) E n déduire que les int égrales K 1 et I1 sont convergentes.

2) a ) Mont rer, pour tout réel t ∈ [0; +∞[ : |sin t| ! sin2 t =
1
2
(

1− cos(2t)
)

.

b ) Mont rer que l’int égrale
∫ +∞

1

cos(2t)
2t

dt converge.

c) D éduire des deux quest ions précédentes que l’int égrale I1 n’est pas absolument convergente.

P a r t ie I I I : É t u de de In , p ou r n ! 2

1) a ) Mont rer que, pour tout ent ier n ! 2, l’int égrale K n est convergente.

b ) É tablir, pour tout ent ier n ! 2 : |K n| " 1
n − 1

2) a ) Mont rer que la sui te (Jn)n!2 est décroissante.
b ) Mont rer que la sui te (Jn)n!2 converge ; on note  sa limite.

c) É tablir, pour tout ent ier n ! 2 et tout réel a ∈]0; 1[ :
∫ a

0

(
 (t)

)n dt " a et
∫ 1

a

(
 (t)

)n dt " (1− a)
(

 (a)
)n

( O n pourra ut iliser I .2.).
d ) E n déduire, pour tou t réel a ∈]0; 1[ : 0 "  " a et conclure :  = 0.

3) a ) Mont rer que, pour tout ent ier n ! 2, l’int égrale In est convergente.
b ) É tablir : lim

n→+∞
In = 0.



P a r t ie I V : É t u de de la sér ie de t er m e génér al In , n ! 2

1) Mont rer, pour tout ent ier p ! 1 : K 2p + K 2p+1 ! 0.
2) E n déduire, pour tou t ent ier N ! 1 :

N∑

p=1

( I2p + I2p+1) !
N∑

p=1

(J2p + J2p+1)

3) E n déduire que la série
∑

n!2

In diverge. ( O n pourra ut iliser I .3.b.).

P R O B L E M E 2

D ans tou t le problème, n est un ent ier na t urel supérieur ou égal à 2, et E est un espace euclidien
de dimension n dont le produi t scalaire est not é 〈., .〉 et la norme associée est not ée ||.||. O n note
idE l’applica tion identique de E , et 0̃ l’applica t ion nulle de E .
Si F est un sous-espace vectoriel de E , on note F ⊥ le sous-espace vectoriel supplément aire
or thogonal de F dans E .
L e pro jecteur de E sur F parallèlement à F ⊥ est appelé pro jecteur or t hogonal sur F .
Pour tout endomorphisme f de E et tou te valeur propre  de f , on note E f (  ) le sous-espace
propre de f associé à la valeur propre  .

P a r t ie I : I n verse génér alisé d ’ u n en do m or p h ism e sy m é t r iq ue

O n considère un endomorphisme symét rique f de E , c’est-à-dire un endomorphisme f tel que :
∀(x , y) ∈ E 2 , 〈 f (x), y〉 = 〈x , f (y)〉

O n suppose de plus que f est non inversible et non nul.
1) Mont rer que 0 est valeur propre de f et que f admet au-moins une valeur propre non nulle.
2) a ) Soient  et µ deux valeurs propres de f .

Mont rer, pour tout vecteur x de E f (  ) et pour tou t vecteur y de E f (µ) :
 〈x , y〉 = µ〈x , y〉

b ) E n déduire que les sous-espaces propres de f sont deux à deux or t hogonaux .
3) Mont rer que les sous-espaces vectoriels Im f et K er f sont supplément aires or t hogonaux dans

E .

O n suppose que f admet exactement k + 1 valeurs propres deux à deux dist inctes  0 ,  1 , . . . ,  k

avec k ! 1,  0 = 0 et 0 < |  1| " . . . " |  k|.
Pour tou t ent ier na t urel j inférieur ou égal à k , on note pj le pro jecteur or t hogonal sur E f (  j ).

4) Soit x un vecteur de E .
a ) Mont rer qu’il existe un unique (k + 1)-uplet (x0 , x1 . . . , xk) de E f (0)× E f (  1)×· · ·× E f (  k)

tel que x = x0 + x1 + . . . + xk .
b ) Pour tou t ent ier na t urel j inférieur ou égal à k , mont rer : pj (x) = xj .

A insi, la rela t ion suivante est clairement v érifiée :
idE = p0 + p1 + . . . + pk

5) a ) E tablir, pour tout couple ( i , j ) d’ent iers na t urels inférieurs ou égaux à k :
i $= j =⇒ pi ◦ pj = 0̃

b ) Mont rer : f =  1p1 +  2p2 + · · · +  kpk .
c) Mont rer que le pro jecteur or t hogonal p sur Im f v érifie :

p = p1 + p2 + · · · + pk
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O n note f ! l’endomorphisme de E défini par f ! =
1
 1

p1 +
1
 2

p2 + · · · +
1
 k

pk .

O n di t que f ! est l’inverse généralisé de f .
6) a ) Mont rer : f ◦ f ! = p.

b ) E n déduire : ∀(x , y) ∈ E 2 ,
(

f (x) = p(y) ⇐⇒ x − f !(y) ∈ K er f
)

.

7) Soi t y un vecteur de E .

a ) Mont rer : ∀x ∈ E ,
(
|| f (x) − y|| = inf

z∈E
|| f (z ) − y|| ⇐⇒ x − f !(y) ∈ K er f

)

b ) E n déduire que f !(y) est le vecteur x de E de plus pet i te norme v érifiant :
|| f (x) − y|| = inf

z∈E
|| f (z ) − y||

P a r t ie I I : A p p lica t ion à u n exe m p le

D ans cet te quest ion, E est un espace euclidien de dimension 4 et B = (e1 , e2 , e3 , e4) est une base
or thonormale de E . O n note :

A =





3 0 –1 0
0 1 0 –1

–1 0 3 0
0 –1 0 1





Soi t f l’endomorphisme de E associé à la ma t rice A rela t ivement à la base B.
1) Just ifier que f est un endomorphisme symét rique non nul et non inversible.
2) Mont rer que f admet exactement t rois valeurs propres dist inctes  0 ,  1 ,  2 avec  0 <  1 <

 2 .

O n note p1 le pro jecteur or thogonal sur E f (  1) et M1 la ma t rice associée à p1 rela t ivement à la
base B.
O n note p2 le pro jecteur or thogonal sur E f (  2) et M2 la ma t rice associée à p2 rela t ivement à la
base B.

3) Mont rer : A = 2M1 + 4M2 .
4) a ) Mont rer que E f (  2) est de dimension 1 et déterminer un vecteur v2 de E f (  2) tel que

||v2|| = 1.
b ) Mont rer : ∀x ∈ E , p2(x) = 〈x , v2〉v2 .
c) D éterminer la ma t rice M2 .

5) E n déduire la ma t rice associée à f ! rela t ivement à la base B.
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