Programme ESC d E.M.LYON

CONCOURS D ENTREE 2005

MATHEMATIQUES

1tre @preuve (option scienti que)

Les candidats ne doivent pas faire usage d aucun document; | utilisation de toute calculatrice et de tout mat@riel Blectronique

est interdite.
Seule | utilisation d une rtgle gradufe est autorisde.

Premier probltme.

On considtre la suite (7,),en de polyn mes de R[X] d@ nie par :
To =1, T; =2X et, pourtoutentiern>2;, T,=2XT,_1— T,—o:
On pourra confondre polyn me et fonction polynomiale. Ainsi, pour tout entier n > 2 et tout rfel x,

Tn(X) = 2XTn—1(X) - n—2(X):

PARTIE | : Etude de la suite de polyn mes (7,),en
1. Calculer T et Ts.

2. (a) D@montrer que, pour tout entier naturel n, T, est un polyn me de degrd n dont on d@terminera le
coef cient du terme de degrf n.
(b) Etablir que, si n est un entier pair (resp. impair), alors T, est un polyn me pair (resp. impair).
3. Calculer, pour tout entier naturel n, T,(1) en fonction de n.

4. (a) Etablir, pour tout entier naturel n et tout r@el de]0; [: T,(cos ) = sm(si;ln+1)

(b) En d@duire que, pour tout entier naturel non nul n, T,, admet n racines rfelles, toutes situfes dans
] —1,1[, que I on explicitera.

(c) Etablir, pour tout entier naturel non nul n: 7, = 2" ] (X — C0S nk+1>
k=1

: : noo k :
(d) En d@duire, pour tout entier naturel non nul n, la valeur de JJ sin T+ en fonction de n.
k=1

5. (a) D@montrer, pour tout entier naturel n et tout r@el de ]0, [:
sin? T”(cos ) —3cos T!(cos )+ (n*+2n)T,(cos ) = 0:
Indication: On pourra d@river deux fois la fonction (nulle): +~— sin  T,(cos ) —sin(n + 1) :

(b) En d@duire, pour tout entier naturel n: (X2 —1)7"” + 3XT! —(n?> + 2n)T, = 0.

Dans la suite du probltme, n d@signe un entier naturel x@ tel que n > 2, et on note £ |espace vectoriel
rdel des polyn mes de R[X] de degr inf@rieur ou @gal n.
On note L | application qui, un polyn me P de E, associe le polyn me L(P) d@ ni par :

L(P) = (X2—1)P" +3XP':
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PARTIE Il: Etude de | endomorphisme L
1. Montrer que L est un endomorphisme de | espace vectoriel E.

2. (a) Calculer L(Tx) pour tout k de {0,;1;.::; n}.
(b) En d@duire les valeurs propres de L et, pour chaque valeur propre de L, une base et la dimension du

sous-espace propre associf.
PARTIE Ill: Etude d un produit scalaire
Dans la suite du probltme, on note / | application qui, tout couple (P, Q) de polyn mes de E, associe le rfel

1

1(P; Q) = /\/1 —X2P(x) Q(x)dx:

-1
1. Montrer que ! est un produit scalaire sur E.
2. D@montrer, pour tous polyn mes P, @de E: /(L(P); Q) = I(P;L(Q)).
1
I(L(P); Q) = [(1—x%)32P"(x) Q' (x)dx:

-1

Indication: On pourra, |aided uneint@gration par parties, montrer :

3. Etablir que (7x)o<k<n €St une base orthogonale de E.

DEUXIEME PROBLEME

PARTIE |: Calcul de la somme d une s@rie convergente
s 2
1. V@ri er, pour tout ne N*: [ <2t— t> cos(nt)dt = ,:2
0

2. Etablir, pour tout m € N* et tout tde ]0; ]:

m jcm 4+ 1)t

_ aimt Sin amr e m €0S ————Sin —
11 eit it = % e 2 ; puis ) cos(nt) = 2 ; 2 .
—¢ sinE n=1 sinE

3. Soit v:[0; ] — R une application de classe C'.
Montrer, |aide d une int@gration par parties: [u(f)sin( t)dt — 0.

0 A—400
2
L
4. Soit | application f:[0; ] — R d@ nie par f(f) = 2 7 si te]0; ]et 7(0) = —1.
2sin -
2

Montrer que f est de classe C* sur [0; ]

m 2 ™
5. (a) Montrer: m e N*, Z lZ =5 + [ f(f)sin (2mz+1)tdt:
n=1 0
. . 1 too 1 2
(b) Justi er la convergence de la sfrie > — et montrer: 3> — = —.
n>1 n n=1 n 6
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PARTIE Il: Etude d une fonction d@ nie par la somme d une s@rie convergente.

1 1
1. (a) Montrer que, pour tout couple (x;y) € ([0; + 2 lasrie — et las@rie
@) aue. p ple (x:) € ([0, + ool e 0+ 2+ 02+ )
convergent.
(b) Montrer que, pour tout x de [0; + oo, la s@rie > (1 — ) converge.
S1\N N+ X

—+00
On note S | application d@ nie, pour tout x de [0; +oc, par S(x) = > <j7 - 1 x)'
n=1

2. Calculer S(0) et S(1).

3. (a) Etablir: v(x;y) € ([0, +oc[)%,  S(¥) — S(x) = (¥ — X)i(nu)(nw)'

2

(b) En d@duire: V(x;¥) € ([0; +o0])?;,  [S(¥) — S(x)| = 3 ly—x|:

(c) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +ool.

4. (a) Montrer, pour tout couple (x;y) de ([0; +oo[)? tel que x # y :

S -85 X =1
y—x _; (n+ 02| S |y_x|;n3‘
+oo
(b) En d@duire que la fonction S est d@rivable sur [0; +oof et que: Vx € [0; +oo; S'(x) = > (n+1x)2
n=1
(c) Prfciser les valeurs de S’(0) et S’(1).
+o0o
5. On admet que S est deux fois d@rivable sur [0, +oof et que: Vx € [0, +oo, S"(X) = — > (n+2x)3
n=1
Montrer que S est concave.
6. Soit x €]0; +oo[ xB. On note ! la fonction d@ nie sur [1; +oo[ par :
Vie 1, +o00[; () = L.
el T T T e x
+oo
(a) Montrer que | int@grale [ ’(t)dt converge et calculer sa valeur.
1
n+1 . +00 400
(b) Montrer: Vvne N*; I(n+1)< [ ’(t)dt< !(n), et en dBduire: [ "(Hdt< S(x) <1+ [ ’(bdt:
n 1 1

(c) Conclure que S(x) Aguivaut Inxen +oo.

7. (a) Dresser le tableau de variation de S, en prfcisant la limite de S en +oo.
(b) Tracer | allure de la courbe reprf@sentative de S.
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