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MAT HEMATIQUES
1Łre Øpreuve (option scienti  que)

Les candidats ne doivent pas faire usage d  aucun document; l  ut ilisation de toute calculatrice et de tout matØriel Ølectronique
est interdite.
Seule l  ut ilisation d  une rŁgle graduØe est autorisØe.

P remier p roblŁme.

On considŁre la suite (T) de polyn  mes de [ X ] dØ  nie par :

T = 1; T = 2 X et , pour tout entier n  2; T = 2 X T  T:

On pourra confondre polyn  me et fonct ion polynomiale. A insi, pour tout entier n  2 et tout rØel x ,

T(x) = 2xT(x)  T(x):

P A R T I E I : E t ude de la su i t e de pol y n  mes 

1. Calculer T et T .

2. (a) DØmontrer que, pour tout entier naturel n , T est un polyn  me de degrØ n dont on dØterminera le
coe¢ cient du terme de degrØ n .

(b) E tablir que, si n est un entier pair (resp. impair), alors T est un polyn  me pair (resp. impair).

3. Calculer, pour tout entier naturel n , T(1) en fonct ion de n .

4. (a) E tablir, pour tout entier naturel n et tout rØel  de ]0;  [ : T (cos  ) =
sin(n + 1)  

sin  
.

(b) En dØduire que, pour tout entier naturel non nul n , T admet n racines rØelles, toutes si tuØes dans
] 1; 1[, que l  on explici tera.

(c) E tablir, pour tout entier naturel non nul n : T = 2




X  cos

k  
n + 1


.

(d) En dØduire, pour tout entier naturel non nul n, la valeur de



sin
k  

2 (n + 1)
en fonct ion de n .

5. (a) DØmontrer, pour tout entier naturel n et tout rØel  de ]0;  [ :

sin  T  (cos  )  3 cos  T (cos  ) + (n + 2n)T(cos  ) = 0:

Indication: On pourra dØriver deux fois la fonct ion (nulle):   sin  T(cos  )  sin(n + 1)  :
(b) En dØduire, pour tout entier naturel n : ( X   1)T  + 3 X T   (n + 2n)T = 0.

Dans la suite du problŁme, n dØsigne un entier naturel  xØ tel que n  2, et on note E l  espace vectoriel
rØel des polyn  mes de [ X ] de degrØ infØrieur ou Øgal  n .
On note L l  application qui,  un polyn  me P de E , associe le polyn  me L (P ) dØ  ni par :

L (P ) = ( X   1)P  + 3 X P :
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P A R T I E I I : E t ude de l  en domorp hisme L

1. Montrer que L est un endomorphisme de l  espace vectoriel E .

2. (a) Calculer L (T) pour tout k de 0; 1; :::; n.

(b) En dØduire les valeurs propres de L et , pour chaque valeur propre de L , une base et la dimension du
sous-espace propre associØ.

P A R T I E I I I : E t ude d  un p ro dui t scala i re

Dans la suite du problŁme, on note ! l  application qui,  tout couple (P; Q ) de polyn  mes de E , associe le rØel

! (P; Q ) =






1 xP (x) Q (x)dx:

1. Montrer que ! est un produit scalaire sur E .

2. DØmontrer, pour tous polyn  mes P , Q de E : ! ( L (P ); Q ) = ! (P; L ( Q )).

Indication: On pourra,  l  aide d  une intØgration par part ies, montrer : ! ( L (P ); Q ) =



(1x)P (x) Q (x)dx:

3. E tablir que (T) est une base orthogonale de E .

D E U X I E M E P R O B L E M E

P A R T I E I : C alcu l de la som me d  u ne sØr ie convergente

1. VØri  er, pour tout n   :





t

2  
 t


cos(nt)dt =
1
n

:

2. E tablir, pour tout m   et tout t de ]0;  ] :

1 e

1 e
e =

sin
tm
2

sin
t
2

e
i(m + 1)t

2 ; puis




cos(nt) =
cos

(m + 1)t
2

sin
mt
2

sin
t
2

:

3. Soit u : [0;  ]   une application de classe C  .

Montrer,  l  aide d  une intØgration par part ies:




u(t) sin (  t) dt 


0.

4. Soit l  application f : [0;  ]   dØ  nie par f (t) =

t

2  
 t

2 sin
t
2

si t ]0;  ] et f (0) = 1.

Montrer que f est de classe C  sur [0;  ]

5. (a) Montrer : m   ,



1
n

=
 

6
+




f (t) sin
(2m + 1)t

2
dt:

(b) Just i  er la convergence de la sØrie



1
n

et montrer:



1
n

=
 

6
.
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P A R T I E I I : E t ude d  une fonct ion dØ  n ie pa r la som me d  u ne sØr ie convergente.

1. (a) Montrer que, pour tout couple (x; y)  ([0; +[) , la sØrie



1
(n + x)(n + y)

et la sØrie



1
(n + x)(n + y)

convergent .

(b) Montrer que, pour tout x de [0; +[, la sØrie




1
n


1
n + x


converge.

On note S l  application dØ  nie, pour tout x de [0; +[, par S (x) =




1
n


1
n + x


.

2. Calculer S (0) et S (1).

3. (a) E tablir : (x; y)  ([0; +[); S (y)  S (x) = (y  x)



1
(n + x)(n + y)

.

(b) En dØduire: (x; y)  ([0; +[); S (y)  S (x) =
 

6
y  x :

(c) Montrer alors que la fonct ion S est continue sur [0; +[.

4. (a) Montrer, pour tout couple (x; y) de ([0; +[) tel que x = y :

S (y)  S (x)

y  x





1
(n + x)

  y  x




1
n

:

(b) En dØduire que la fonct ion S est dØrivable sur [0; +[ et que: x  [0; +[; S (x) =



1
(n + x)

.

(c) PrØciser les valeurs de S (0) et S (1).

5. On admet que S est deux fois dØrivable sur [0; +[ et que: x  [0; +[; S (x) = 



2
(n + x)

.

Montrer que S est concave.

6. Soit x ]0; +[  xØ. On note ! la fonct ion dØ  nie sur [1; +[ par :

t  [1; +[; ! (t) =
1
t


1
t + x

:

(a) Montrer que l  intØgrale




’ (t)dt converge et calculer sa valeur.

(b) Montrer: n  ; ! (n + 1) 



’ (t)dt  ! (n), et en dØduire:




’ (t)dt  S (x)  1 +




’ (t)dt:

(c) Conclure que S (x) Øquivaut  ln x en +.

7. (a) Dresser le tableau de variat ion de S , en prØcisant la limite de S en +.

(b) Tracer l  allure de la courbe reprØsentative de S .
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