BANQUE COMMUNE D’EPREUVES
CODE EPREUVE :
280
HEC_M1_§

Concepteur : H.E.C.

OPTION SCIENTIFIQUE
MATHEMATIQUES I

Mercredi 20 avril 2008, de 8h. & 12 h,

La présentation, la lisibilité, lerthogrophe, lo qualité de lo rédaction, la clarté et la précision des raisonnements ertreront
pour une part impartante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont imvités 4 encadrer dans le mesure du passiH: les resultats de leurs caleuls,

Iis ne deivent faire usege d'aucun decument : l'ufilisation de toute colculatrice et de tout matériel électronique est
interdite.

Seule Futilisation dune régle groduée est autorisée.

Dans tout le problime, n et p désignent dewx entiers vérifiant 1 < p < n. On note A, (R) Pespace vectoriel
des matrices & n lignes et p colonmes, & coefficients réels. La transposée d'une matrice A de M, (R} est notée
1. Lorsqu'une matrice 4 est inversible, on note 4! son inverse.

Dans tout le probléme, on identifie les deusx espaces vectorials A, 3 () (respectivement A, o (R)) et E™ (resp.
P}, c'est-f-dive quion identifie un vecteur (point) de B™ (resp. B®) avec le vecteur-colonne de ses coordonnées
dans la hase canonigue de R® (resp. B¥).

On it K™ (resp. BY) de sa structure enclidienne canonique, et pour tous vecteurs o et o de B™ [resp, B"),
o note {u, v} = fuw leur produit scalaire, et ||u]| la norme de u associée.
Pour tout i de ['I,rtl: on note f; une fonction définie sur B? 4 valeurs réelles, et de classe €2 sur RP. Soit F la

n
fonction définie sur RP, & valeurs réelles, par @ Fie, 22, .. ) = % Z[f‘{h P ,xp]]g.

i=1
1= 1
Autrement dit, si X = (1,...,2,) est un point de R”, on a : F{X) = Ez.ff[x} = EIII{X}II“. en otant
i=1
FIX) le vecteur [fi{X), ..., fa(X)).
Le probléme a pour objet I'étude de quelgues aspects mathématigues liés 4 la recherche du minimum de la

fonetion F.

Partie . Gradient et hessienne

Pour tout point X = (&1, 2z, 2,) de RP, on rappelle que :
# le gradient de F au point X, noté VF[X), est le vecteur de EP suivant -

VF(X) = {%(xj. o %H)]



o la mateice hessienne de F an point X, notée W2F(X), est la matrice symétrique de Mp(R) snivante :
’ P F
v2F(x) = (5ot
drpi; 15k j5p
Pour tout point X = {x,...,x8,) de B?, on note JX) la matrice de A, (R définie par

J(X) = (gﬁ‘”)w-

1Eiap
dans laguelle ¢ désigne 'indice de ligne et j I'indice de colonne. On pese : G{X) = U X1J( X
S5i X est un point de RP vériflant VF{X) # 0, on dit qu'un vecteur h de RP est une direction de décroissance
de Fen X, siona: {VF(X)h <0

Dians les trois exemples snivants, on suppose que p est £gal 4 2.

1. Un premier exemple.
On considére les denx fonctions f; et fo définies sur B2 par & filz,, 20) = 2§ +ra+ 1, et falzy, @) =2 +ad + 1,
a) Justifier que F est de classe OF sur B%. Calenler, en tout point [z, r3) de B?, le gradient ¥ F{x;, ;).

by Montrer que le gystéme d'équations qui permet de déterminer les éventuels pointe eritigues de F, peut se
metire sous la forme suivante :

2ed L umre B 2l L =0

[z — z2)(22F + 2093y + 223 — 1 — k2 +3) =0
c} Etablir, pour tout {x;, rz) de &, Vindgalité - 20 + 3,0 + 223 — 1) — 2 + 3 > 0. En déduire gue Munique
point critique de F est (—1/2,—1/2).
d) Dééterminer, en tout point (zy,zz) de R*, la matrice hessienne V*F(x(, z2). En déduire que F admet un
minimum local en [(—1/2, —1/2).
e} On note pour tout point X de B®, V2 f(X) et V2 f3(X) respectivement, les matrices hessiennes de f; et

]
fz an point X Préciser la matrice J{X). Exprimer J{X)f(X] et G(X] + Zf{{x}v“f.(x} en fonction de
=1
VF[X) et VF[ X} respectivement.
2. Un deuxidme exemple,
Soita= (o, ... a,), b= (b, ... b,) et o= (£, ..., e,) trois vecteurs non nuls donnés de B™, tels que la famille
(e, B) soit libre.
Pour tout i de [1,n], la fonction f; est définie sur B? par : fi(z, x2) = agry + s — o4,
a) Exprimer, pour tout point (z,,z) de B2 le gradient ¥ F(z,,22) & Uaide de &y, 20, ||al], |8, {a, b, (o, ) ot
{b.c).
b} Justifier I"inégalité : [|a||* = ||]|* = {a,b)? = 0. En dédnire que la fonction £ posséde un unique point critique
{7, 73).
Exprimer T et T3 en fonetion de [|a)|, ||b]]. {e b, {a, <} et (b o),
c) Caleuler, en tont point {1, 22) de B2, la matrice hessienne 92 Fixy,z2) ; en déduire que F admet un minimum
local en (T}, T3).
d) En utilisant Ja structure evelidienne de R®, montrer que F admet un minimum global en (T3, 73).

3. Un troisidme exemple,

O SUPPOSS qUe €1, 2, - - -, O S00E 7 rdels donnés non tous Agaux. On note E et 57 respectivement, la moyenne
arithmétique et la variance de la série statistique (o;)1gi20.
Pour tout i de [1,7). la fonction f; est définie sur B? par @ fi(z),22) = 71 + 22 — oy

a) Déterminer les points critiques de F,



b) Soit (T, T3) un point critique de F. Exprimer F{Z], 73] en fonction de 52, Montrer, pour tout (), x5) de
R?, Pégalité : Flzy,ze) — F(55,55) = ’-2'{1. +x—2).
c) En déduire la nature des points critigues de F. Ce résultat &ait-il prévisible ?
4. Retour an cas géndral,
Soit X = (21,...,25) un point de BF.
a) Exprimer WF{X ) en fonction de WX et de f{X].
b) Pour tout  de [1,n], on note W2 /(X la matrice hessienne de f; au point X
Etablir la formule : $2F(X) = G{X) + i FAX)PR RN,
=1
Partic IL. Une approximation de F

Dans cette partie, on conserve les définitions et les notations de la partie 1, et on suppose que X est un vecteur
fixé de RP vérifiant : VF[X] £ 0.

Four tout vecteur fi = (A, ha, ... hp) de B, on pose : i) = f(X]+ J(X)h et LK) = %“-“.{h]”:’.

1y

1. Etahliv, pour tout h de B, Iégalité : L(h} = F{X) + hVF(X) + 3 h (X )h.

2 8nit. P nne matrics symétriqne de A, (R)

a) Juatifier que P eat diagonalisahle.

b) Om note @y, ... 8, les valenrs propres de P, et on poge @ 8§ = 112?% |#;]. Montrer, pour tout vecteur h de R®,
I'inégalité suivante : |RPh) < 0)|&]]°.

3. a) Fcrire un développement limité & 'ordre 2 de la fonction F au point X.

— h
b) En déduire, i I'aide de Ia question 2b, que lon a : lim EE"L”’ET'__LLQ

Pour X fixd de BP, on dit que Lih) est une approximation i Pordre 2 de F{X + h) lorsque ||h| tend vers 0.

= (.

4. On note : G{X) = (g:;(X Vigijgp Soit ) et gz deux fonctions définies sur R® par : 1 (k) = WV F{X) et
walh) = WE(X k.

P
a) Montrer que pour tout § de [1,p], ona: g%:{h] - %{X} et g%:{h] = ZEQIJ{X)}LL.

b} En déduire gque le gradient WE(A) de Loen R, cat donné par @ WL(E) = WE(X] 1 O{X)h

) Seit W2L(R) la matrice hessienne de L en b, Etablir la formule : T2L(R) = G[X).

5. Boit J une matrice de M, o(R).

u) Montrer que la matrice 5.7 est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b} Montrer que lorsque la matrice 4.0 est inversible, le rang de la matrice J est égal & p.

fi. Montrer gue si la fonction L admet des points critiques i, alors ceux-ci vérifient Pindquation : (3, VFE(X) =0
7. On suppose que la matrice GUX] est inversible. _ .

a) Montrer que L admet un unigue point critique & donné par < k= —[G{ X))~ = T(X)fF(X).

b} Etablir gue i est une direction de décrolssance de F en X. En déduire que L admet un minimurn loeal en b,

Partie III. Une décompaosition d'une matrice rectangulaire

Afin de réduire les inconvénients ligs & Finversion de la matrice (G(X), on remplace cella-ci par la matrice
G{X) + pf, on p désigne un paramétre réel strictement positif, et T la matrice identité d'ordre p, Certaing
résultats d'algérhre lindaire permettent alors de substituer & V'inversion d"une matrice, le caloul plus simple d'ume
somime de matrices.



Soit J une matrice non mulle de My, o(R).

1. Montrer qu'il existe une matrice V' orthogonale de M (R}, un entier g tel que 1 £ g £ p, ot des réels
Ahg, LA tels que by = odg 2 o = Ag > D, qui vérifient V'égalité : VUIV = D, oit I = (d; jhg e, 0t
définie par :d; ;= A silSigg et d;; =0sinon. Sig< ponpose: Ay =--= A, =0

Pour tont 1 de [1, p], on note ¥} la i-ieme colonne de 17

2. a) Montrer que le rang de J.J est égal & .

b} Montrer que, pour tout § de [1,g], JV; et un vecteur propre de la matrice J U associé & la valeur propre A;.
En déduire que lea matrices "5 et JLF ont les mémes valeurs propres mon nulles,

¢] Soit (¥1,..., ¥:) une base du sous-espace propre de ) associée & une valeur propre A non nulle. Maontrer

que la famille (JY,...,. TY,:) est une famille libwe de M, 1 (R).
d) En déduire gue les sous-espaces propres de 2770 et de J U associés & la méme valeur propre non mulle sont de
méme dimension, et gue le rang de J4J est égal a g.

3. On pose, pour tout @ de [1,q] : I = ) JV;.

a) Montrer que la famille (£7, ..., U7;) est une famills orthonormée de vecteurs propres de J 4.
b] En déduire qu'il existe une base orthonormée (Uh,..., Uy, Ugur,.. . U] de My 1 (R), formée de vecteurs
propres de J 8.

4, On note U7 la matrice de M, (E) telle que, pour tout ¢ de [1, 1], la i-idme colonne de I7 est la matrice-colonne
I de My 1 (R).
Soit 5 = (5} 141 la matrice de M., (R} définie par : s;; = & 51 1 €4 < pet s;; = 0 sinon.
B
Etablir 'égalité matricielle suivante : § = UV, En déduire Uégalité = J = [/§%.
5. a) Montrer que la matrice (U0 + uf) est inversible,

1
Jl..'+}..l

b) On note B = (r; ;) taEr la matrice de My o (R) définie par : vy = il i€ petry; =0 sinon.
1en

Etablir la formule suivante : (ST 4 )7 = W = VR,

on déduive 17 ke (4 =1t =~ v
c) En déduire sgalité ; (207 + pf)71 % = Z —W
= At
fi. Soit X un vecteur fixd de RP wérifiant : VF{X) # 0.
Pour tout vecteur h de B®, on pose @ M (k) = L{k) + g”l't”:
. FIX + k) — M(k)
a) Montrer que :  lim ———————
] T a0 (%]
b) Caleuler, pour tout h de B®, le gradient WA (k) et la matrice hessienne VEM(E) de M en ke
c} En appliquant les résultats des questions précédentes i la matrice J(X ), montrer que M admet un unique
point critique &*. Donmer une expression de B qui utilise leg résultats de la question 5.

=1

o) Montrer que M admet un minimum local en k*.

A partir de ce minimum loeal h* de M {ou du minimum local h e L), on pourrait utiliser une méthode
algorithmigue permettant, sous eertaines conditions, o ‘approcher avec une précision donnée un minimum Jocal
de la fonction F



Le sujet

Le probléme avait pour objet |8tude de quelques aspects mathématiques liés a la
recherche du minimum d'une fonction E de RP dans R, et constituait une introduction a
lanalyse des algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-Marquardt. Ces algorithmes
permettent dobtenir une solution numérigue au probléme de minimisation dune fonction
de plusieurs variables dans le cadre d'un modéle de régression multiple (finéaire ou non),
par exemple.

Les trois exemples de la partie 1 avaient pour but, dune part, de rappeler les notions
de gradient et de matrice hessienne, et dautre part, de définir la matrice jacobienne pour
en déterminer les liens avec le gradient et la hessienne. Dans la partie 2, a partir dune
approximation k) de F{X +#) et de résultats dalgébre linéaire, on prouvait 'existence
a‘un minimum local de L (ce qui constitue un préalable a I'étude de lalgorithme de Gauss-
Newton). Dans la partie 3, la décomposition en valeurs singulieres de la matrice
Jacobienne | permettait de réduire les inconvénients liés a linversion numeérigue de la
matrice & en remplacant celle-ci par la matrice &+ uf, ou g est un parameétre réel

strictement positif (facteur damortissement) que l'on peut ajuster a chague itération de
lalgorithme. Le probléme sachevait sur la mise en évidence dun minimum pour une
nouvelle approximation M{hl de FX-+k). On pourrait alors utiliser lalgorithme de
Levenberg-Marquardt, par exemple, pour calculer avec une précision donnée, un minimum
focal de F.

Les résultats statistiques

Le degré de difficulté des questions élant trés progressif, le sujet, tout en conservant
son caractére selectif, avait lavantage de donner aux candidats la possibilite de
sexprimer.

Le baréme de notation accordalt 40% de la note finale a la partie 1, 27% a la partie
2 et 33% a la partie 3.

Sur l'ensemble des 2.610 candidats a cette épreuve, la note moyenne setablit a
10,02 avec un écart-type de 4,38. La note maximale de 20 fut attribuée a une vingtaine
de candidats ayant résolu correctement 75% du probléme. Environ 300 candidats (12%)
ont obtenu une note supérfeure a 16, et 25% dentre eux, une note excedant 12. Les
résuftats par école sont les suivants :

e HEC (2.154 candidats) — moyenne : 10,71 ; écart-type : 4,20.
e ESCP-EAP (2.569 candidats) — moyenne : 10,08 ; écart-type : 4,36.

Commentaires

La partie 1 est abordée par tous les candidats. Le cours est presque toujours connu,
mais les calculs posent des difficultés @ nombre de candidats (notamment, la résolution
d'un systéme 2= 2),

La partie 2 sest révélée nettement plus sélective que la partie précédente. En
particulier, la reconnaissance des <« objels» mathématiques (scalaires, malrices
rectangulaires ou carrées) a operé une premiere discrimination entre les candidats et la
question 2b na été traitée que par un tiers dentre eux.

Enfin, la partie 3 est abordée par nombre de candidats, y compris ceux qui ont
abandonné la partie 2. Mais d'une facon genérale, les réponses sont trop rapides, trop peu
argumentées et conduisent a des erreurs fondamentales et /ou de calcul, ou bien a un
grappillage de points dans fe meilleur des cas.



