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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du pessible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : [utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite.

Seule lutilisation dune régle graduée est autorisée,

Pour toute variable aléatoire réelle Y définie sur un espace probabilisé (£2,.4, P) et possédant une espérance
mathématique, on note E(Y') cette espérance pour la probabilité P.

Pour tout événement C' de A tel que P(C) > 0, on note, sous réserve d'existence, E(Y/C) l'espérance de ¥
pour la probabilité conditionnelle Pe (espérance conditionnelle de Y sachant <)

Partie 1.
Cette partie constitue une application particuliére des résultats généraux étudiés dans la suite du probléme.

On posséde n urnes (n > 3) numérotées de 1 & n, dans lesquelles on répartit au hasard et de fagon indépendante,
m boules indiscernables (m = 4), de sorte que, pour tout i de [1,n], la probabilité pour chaque boule d’étre
placée dans I'urne numéro 1 soit égale a 1/n.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).
A Pissue de cette expérience, on pose pour tout i de [1,n] :

x, = {1 sil'urne n® est vide
T "
0 sinon

On pose W, = Z_Xi.
i=1

1. a) Déterminer pour tout i de [1,n], la loi de la variable aléatoire X;.

b) Pour tout couple (4, j) d’entiers de [1,n] distincts, calculer P([X; = 1] N [X; = 1]), ainsi que la covariance
de X; et X;. Les variables aléatoires X; et X ; sont-elles indépendantes 7

2. a) Exprimer l'espérance E(W,,) de W, en fonction de n et m.
b) On note V(W) la variance de W,,, Calculer V(W,) en fonction de n et m.



2m L
c) Vérifier I'égalité : E(W,,) — V(W,) =n? (1 - 3‘;) —n(n-1) (1 - %) )
En déduire que E(W,) — V(W,) = 0.

3. Dans cette question, 'entier m vérifie m = |nlnn 4 @n), ot # est une constante réelle positive et || désigne
la parlie eniiere de @,

a) Calculer lim E(W,).
L— 00
b} Montrer que nETm{E(W”} - V(W) =0.

c) Soit T}, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre p, = E(W,).
On admet que pour tout k de M, on a :
1

|P([Wa = K]) — P([T, = k])| < min (1, ;) % (i — V(W)

Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires (W, )p=s 7

4. On pose g = e‘ﬂ, et on suppose que le paramétre p est inconnu. Dans cette question, on veut estimer p.

Pour p entier de N*, on considére un p-échantillon indépendant, identiquement distribué (17,T%,...,T,) de la
loi de Poisson de paramétre . On pose :

— 1< T, —n
To==% T et U, = P
P p; P ﬁﬁ

a) Montrer que TT, est un estimateur sans biais et convergent du parameétre pe.
b) Quelle est la limite en loi de la suite de variables aléatoires (I, )pz1 ?

¢) On veut construire, pour p assez grand, un intervalle de confiance du parameétre p au risque o donné. Soit
u le réel strictement positif tel que P{[UU 2 u]) = a/2, ol U est une variable aléatoire qui suit la loi normale
centrée réduite,

Justifier que pour p assez grand, on peut écrire : P([|U,| € u) = 1 — e, et déterminer alors un intervalle de
confiance [I, Jp] pour p au risque a.

Partie I1

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.

Soit M une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (£2,.4, P} qui suit une loi de Poisson de
paramétre A.

Soit A une partie quelconque de M et A son complémentaire dans M. On rappelle que si 4 est non vide, alors,

i
P([M e A))= Z e“"%-, et on pose par convention [M € 0] = 0.
€A :
On considére la fonction f4 définie sur M par f4(0) = 0, et pour tout k de N :

falk +1) = 5re* (POM € AIN M < ) ~ P(M € 4)) x P(M < K))

1. a) Déterminer la fonction f4 dans les cas particuliers A =0 et A =H.

b) Donner 'expression de f4(1) en fonction de A et de P([M € A]) dans les deux cas suivants : 0 € Aet 0 € A,
Exprimer f4(2) en fonction de A et de P([M € A]) dans le cas ou1 0 et 1 appartiennent & A.

2. Soit A et B deux parties de M disjointes.

a) Montrer que faup = fa + f5-
b} En déduire que f; = —fa.



3. a) Montrer que pour tout k de M, la fonction f4 vérifie la relation suivante :

itk ={ T8 1S4

b) En déduire que si A est non vide et distincte de N, la fonction f4 n'est pas identiquement nulle.

4. Dans cette question, j est un entier naturel non nul, et A est le singleton {j}. On pose Ty = fi.

a) Pour tout k de M*, montrer 1'égalité suivante :

k!
— " P(M2k+1]) sik3j
1\ k—j+1
filk+1)=q P o
- SR P([M < k) sik<j

b) Caleuler f;(7 + 1) — f;(j), et déterminer son signe.
c) Calculer pour tout k de N*, différent de j, f;j(k+ 1) — f;(k) en distinguant les deux cas : k > jet k < j. En
déduire que la différence f;(k + 1) — f;(k) est positive si et seulement si k = j.

.  a—A
d) Etablir les inégalités suivantes : Ll +1) - fili) < 1 ; < min (1, %)

5. On considére le singleton {0} et on pose fioy = fo. Montrer, pour tout k& de N*, l'inégalité suivante :
fo(k +1) - fo(k) < 0.

6. a) Etablir pour tout k de M, inégalité suivante : fa(k + 1) — fa(k) < filk +1) — Fr(k).
(on distinguera les deux cas : k € A et k € 4)

b) En déduire, pour toute partie A de N, I'inégalité suivante :

sup|falk +1) = fa(k)| < min (1, l)
k20 A

Partie III.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére n variables aléatoires discrétes indépendantes X, X5, ..., X,
définies sur un méme espace probabilisé (£1,.4, P), telles que pour tout i de [1,n], la variable aléatoire X; suit
une loi de Bernoulli de paramétre p; strictement positif.

n T
On pase A, = Zp.;, W, = ZX,- et, pour tout ¢ de [1,n], R; = W, — X.

im=] =]
On note M,, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parameétre A,. Soit A une partie quelconque
de M, et fa la fonction définie dans la partie II, dans I'expression de laguelle on remplace M par M,, et A par
An. On pose f = fa.
1. a) Etablir pour tout i de [1,n], I'égalité des deux variables aléatoires X, f(W,) et X, f(1+ R;).
b) En déduire pour tout i de [1,n], I'"égalité : E(X;f(W,)) = E(f(1 + Ri)).
2. Pour tout i de [1,n], on pose : ¥; = f(1+ W,) — f(1+ Ry).
Etablir la relation suivante : E(A, f(1 + W,) = Wo f(W,)) = Y piB(Y)).

=1
3. a) Etablir pour tout ¢ de [1,n], la formule suivante :
E(Y/[Xi=1]) = E(f(2+ R:) - f(1 + R:))

b) Calculer pour tout i de [1,n], E(Y;/[X; =0]).



¢) Déduire des questions précédentes 'égalité suivante :

E(Anf(1+ W) - W f(Wa)) = 2;13%‘(2 +Ri) - f(1+ Ri))

4. Etablir l'inégalité suivante :
[E(An {1+ Wa) = Wa (W) < mim (1,5 gp
5. A I'aide de la question I1.3.a, montrer, pour toute partie A de N, I’égalité suivante :
EQnf(1+Wa) = Wof(W)) = P([W, € A]) - P([M, € 4])

En déduire, pour toute partie A de M, la majoration suivante :

IP(Wn € 4) = P(My € AD| < min (1,5) x 302
™ i=1

6. Dans cette question uniquement, on suppose que pour tout i de [1,n], X; suit la loi de Bernoulli de paramétre

o 1
= nyi

T
a) Déterminer ﬂll.rfw X Montrer que nl-]-l-:ll—lm Zl 2 =0.
=

b) Déterminer la limite en loi de la suite (Wy)n32.

Partie I'V.

Les notations sont identiques & celles de la partie III, mais les variables aléatoires Xy, Xa,..., X, définies sur
(£, A, P), ne sont pas nécessairement indépendantes.

1. a) Montrer que pour tout  de [1,n], on a : E(X;f(W,.)) = p:E(f(1 + R:)/[X: = 1]).

b) En déduire I'égalité suivante : P([W,, € A]) - P([M, € A)) =) p; [E(f(l +W,) - E(f(1+ R)/1X; = 1]}].

i=l

2. On suppose que pour tout i de [1,n], il existe une variable aléatoire Z; définie sur (©2,.4, P), & valeurs dans
M, telle que la loi de Z; soit identique & la loi conditionnelle de R; sachant [X; = 1].
L
a) Justifier, pour tout couple (£, j) d’entiers naturels, 'inégalité : |f(£) — f(4)| < |€ — j| x min (L )\_)’ et en
. 1 =
déduire la majoration suivante : |P([W, € A]) — P([M, € A])| < min (L xr) b Zp;EﬂW,-, — Zi|).
" i=1

b} On suppose de plus que pour tout w de £, pour tout i de [1,n], on a Wi(w) 2 Z;(w). Etablir I'égalité :

ST BE(Wy — Zi]) = A — V(Wy), ot V(W,,) désigne la variance de Wr.
i=1

En déduire, pour toute partie A de N, 'inégalité suivante :

|P([W, € A]) — P([M, € A])| € min (1, %) X (An — V(W)



MATHEMATIQUES Il (S) 2007 (épreuve n® 283)

Epreuve concue par CCIP

Voie Scientifique

NBRE CANDIDATS MOYENNES ECARTS-TYPE
RESULTATS
GLOBAUX 2914 9.93 5,16
VOIES
PREPARATOIRES
Scientifigue 2914 9.93 5,16
ECOLES
UTILISATRICES
HEC 2 006 11,63 4,77
ESSEC 2085 11,54 4,77
ESCP-EAP 2376 10,95 4,92
EM Lyon 2821 10,03 5,15




MATHEMATIQUES II - Option Scientifique

Le sujet

Le probleme proposé cette annee avait pour chjet l'étude de lapproximation dune semme finie de
varinbles aléatoires X, ¢ € [1, n]). lorsque X; suit une loi de Bernoulli de paraméire ps, par une varianble
n
aléatoire suivant la loi de Peisson de paramétre Z p; (inézalité de Le Cam).
i=1
La méthode utilisée repose essentiellement sur des cutils probabilistes (équation de Chen-Stein) (voir

Anneye ).,

COn remarquera qie le sujet de l'épreuve de mat.h{im&tiqu&& [ concernait la meme prol]lématique, mais €n

utilisant des technigues lides anx semi-groupes d'opérateurs,

Résultats statistiques

La note moyenne obtenue par les 2014 candidats a cette dpreuve est de 0,93, avec un écart-type élevé
de 5, 16, L'histogramme des vésultats alnsi que les caractéristiques statistiques précadentes, révilent une
épreuve discriminante qui o tres certalnement permis de sélectionner les metlleurs candidats.

Notons que des candidats, certes en minerité, ont produit d'excellentes coples, démontrant une honne
compréhension de la thématique du probléme, une grande habileté dans les caleuls et faisant preave de

précision et de riguear dens les rajsonnements.

LES réSulBﬂtS P!}.l’ éﬂo}.e sont -
e HEC (2006 candidats] — moyenne : 11,63, scart-type : 4,77
e ESCP-EAP (2376 candidais) — movenne : 10,96, écart-type @ 4,92

Erreurs les plus fréquentes

Partie I (29% de la note totale)

La partie [, d orientation essentiellement calculatoire, consistait & appliguer des 1ésultats démontrés dans
la partie I11.

1. Question bien traitée dans la grande majonité des copies. La justification de la non indépendance des
variables X; et X; est trop souvent omize.

2. Certains pensent que W, suit une loi binomiale... Le caleul de V(W) n'est pas mene & son terme.
Bien entendu. la vertfication demandés en o) en patit.

3. Rarissimes sont leg candidats qui traitent cette question, et ancun ne gire correctement la partie entiére,
alors qu'il sagissait de réaliser un développement limité a l'ordre 2 d'une fonction du type 07,

Dins ka question ¢}, on lit trop souvent des raisonnements du type @ ¢ W, tend en loi vers T, », oubliant
ainsi le sens du parametre n.

4. La présence du parameétre ¢ ¥ donnait la possikilité anx candidats de corrizer les erreurs de la question
précédente. Tres peu oot fait,

La notion d'intervalle de confiance est mal comprise puisque la plupart des candidats ont fait apparaitre

le parametre inconnu dans les hornes de lintervalle demandé.
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Partie TT (34% de la note totale)

La partie II mettait en place les outils nécessaires aux démonstrations des deux parties suivantes [ équation
de Chen-Stein caractérisant la loi de Poisson). (Mest cette partie qui a #té la mienx traitée par les candidats,
La grande majorité des candidats abordent avec suceés les questions 1, 2 et 3. La question 4, plus délicate,
est moins bien traitée, avec des raisonnements faux La question § est correctement résalue lorsqu’elle est

abordée. La question 6.a) n'a été comprise que par une minorité de candidats.

Partie III (23% de la note totale)

Dians la partie 111, on démontre U'indgalité de Le Clam dane lo cas o1 les variables X, sont indépondantos,
Le principal ouil utilisé est la fovmule de Vespérance totale.

La guestion l.a) a souvent &t4 discriminante, de meéme que la justification de 'indépendance dans la
fquestion b

Les gquestions 2 et 3 n'ont été braitées correctement que par les candidats ayant réellement intégre
I'utilisasion et la manipulation correcte de la formule de Uespérance totale.

Malgré son caractére classique et sa relative facilité, la question 6 a dommé lien a des résultats trés

=1 ]rlTT-F!HF!.'[]r-H.

Partie IV (14% de la note totale)

Enfin, dans la partie IV, on demontre U'inégalité de Le Cam, dans le cas o1 les variables X; ne sont pas
nécessairement indépendantes, en utilisant Uespérance conditionnelle et la formule de Uespérance totale.

Clette partio a été abordés par un nombre infime de candidats.

Recommandations aux futurs candidats

Pour ce qui concerne la forme. le jury demande anx candidats de lire attentivement le texte préliminaire
qui précéde toute dprenve de mathématiques, dans lequel il ezt notamment précizé que la lisibilité ot la
qualitd de Ja rédaction entrent pour une part non négliveable dans Vappréciation des copies,

Il est egalement conseille de bien numeéroter ses questions et d'encadrer ses résultats. De plus, les
raisonnements doivent étre clairs et précis, les affirmations étant ftayées par une argumentation solide. Par
exemple, le raconrs trop fréquent & des phrases du type il esi elair qua. | par une réenrrence immadiate
doit etre évité an profit d'nne justification correcte, fondée sur nn apprentissage trés sérieux et une

connaissance approfondie du cours.

Eunfin le jury recommande aux futurs condidats de prendre le temps de lire ensemble du sujet, non
seulement pour sen lmprégner. mals aussi pour pointer les questions classiques ou faciles & résoudre,
lesquelles ne se situent pas obligatoirement dans la premiére partie du probleme.

Annexe.

En 1972, C. Stein a proposé une nouvelle méthode permettant de majorer la distance entre une variable
aléatoire X et une variable aléatoire Z suivant la lol normale centrée réduite, a 'aide d'une fonction de

test h. Il a cbservé que sous certaines conditions, il existe une fonction [ telle que
() B(h(X) - h(Z)) = E(f'(X) - XFX)
Par exemple, lorsque o = 1,4, alors

B(h(X) - h(2)) = PX € 4) = —= | o= 2y = E(f/(X) = X £(X))
Ainsi, lorsque la fonction f est simple, la partie dmite de ['équation () est plus facilerment manipulable
que la partie gauche.

L



En 1975, L.HY Chen s démontré que la méthode précédente s’appliquait également lorsque Z snivait
une lai de Poisson de paramétre A, I'équation (+) devenant

E(h(X)— h(Z)) = EOS(X + 1) — X £ (X))
avec f et h défimes sur [,
Eu [ait, ou peut démontrer que cette équation caractérise la lol de Polsson dans le sens suivant @ une
variable aléatoire Z suit la loi de Paisson de paramétre A si et seulement a1 pour toute fonction g : M — R
harnée, on a: F(AglZ +1)— Zg(d)) =0,

Clette proposition induit donc 'équation de Stein-Chen

= M .
hir) =Y h(k)Z = Mz +1) —2f(2)
=0
Lorsque hix) = 1j.cay. pour A € M, on cherche une fonction f4 satisfaisant I'équation
A . ;
Ligay = Y 77 = Malz +1) —afals)
ked T

est |a fonction déterminée dans la partie [T du probleme.
Clette méthode permet ainsi de généraliser l'approximation d'une loi binomiale B{n, A/n) par la loi da

Poisarm P(A). au cas des variables de Bernoulli de paramétres différents, mdépendantes, on non.
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