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La présentatian, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des roisonmements entrerant
pour une part importante dans l'appreéciation des copies.

Les candidats sont invités 4 encadrer dans lu mesure du possible les résultats de leurs coleuls,

Ils re doivert faire usage daucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite.

Seule l'uhilisetion d'une régle gredude est autorisée.

Toules les variables aléatoires qui intervienment dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (02,4, P). Sous réserve d'existence, on note B[ X} et V(X ) respectivement, 'espérance
et la variance d’une variable aléatoire réelle X gquelcongue. Pour toute variable aléatoire réelle X
admettant une densité sur K, notée fy, on note Dy lensemble des réels s pour lesquels la variable
alfatoire e*¥ admet une espérance, et on note @y la fonction définie sur Dy par : $x(s) = £,

On admet les résultats suivants :
# si deux variables aléatoires X et ¥ sont telles que $y et &y cofncident sur un intervalle ouvert non
vide, alors X et ¥ ont la méme loi ;

# s noest un entier naturel non nul, et Xy, Xz, ..., X, des wariables aléatoires réelles quelcongues,
mutuellement indépendantes, alors, pour tout entier p de [Ln — 1] et pour toutes fonctions réelles
continnes i) et oz, les variables aléatoires ¢ (X7, .., Xp) et @a{Xpy, ..o, Xa) sont indépendantes ;

o & X et ¥ osont des variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors XY admet une
espérance, et E{XY) = E[X)1E(Y).

o0

—d
La fonction exponentielle est également notée exp, On rappelle gue : f xp (Tz) dr = 2,

-0
Dans tout le probléme, {7 désigne une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Préliminaire
+oo
Omn rappelle gue, pour tout & de Dy, ona @ $x(s) =[ explsx) fx(z)dz.
- Ol
1. S0it @ un réel non nul at & un réel quelcongue.

+a
a) Montrer que Mintérrale f expl —azr®)dr est convergente si ot seulement sioe > 0, et vaut alors ‘/E
"]
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o

b) En déduire que intégrale f 4:»:(]:}[—4:.1'i + br)dr est convergente si et seulement s a > 0, puis

]

toa T L
montrer que dans ces conditions, on & f exp(=az® + be)dz = J;mp( )

B m
2 a) Néterminer Ty ; ponr tont s de Ty, ealenler (s,
b} On pose : £ = U2, Etablir que : Tz =] — oo, %[, montrer, i 'aide du théoréme de transfert, que pour
tout réel 5 de Dz, on a : $g(s) = (1 —2&)~173,
3. Soit X une variable aléatoire réelle & densité, et soit p et & deux réels quelconques.
a) Montrer qu'un réel s appartient & T, x4 2 51 et senlement 81 ps appartient & Dy, et que dans co cas,
on & ¢ By als) = exp(Ha)dops).
b) On suppose que X suit une loi v de paramitre », ol v est un réel strictement positif.
Montrer que : Dy =] — oc,1]; pour tout & de Dy, établir la formule : $x(s) = (1 = 5)7". De méme,
déterminer Doy ; pour tout 5 de Day, caleuler oy (s).

Partie I. Loi du y* centré
Soit r un entier supérieur ou égal & 1. On considére une variable aléatoire X, suivant la loi I' de paramitres
r
(2, E}‘ clest-hedire que X, posséde une densité fy, donnde par :
1 = By
——— w i xex (—— glz>l
fx. (=)= {2’5 x (L) . 2)

0 six =0
On dit que X, suit une loi du ¥* (vehi deuxo ) centré & v degrés de liberté, et on note : X, — y*(r).
1. Etudier les variations de fy, et tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

2. a) Montrer que la variable aléatoire 52-'1 suit une loi 4 de paramétre %. En déduire E(X.) et V(X,).

b) Déterminer Dy ; pour tout & de Dy, caleuler $y (s).

3. Soit n» un entier de M*. On considére n variables aléatoires indépendantes U, Ug, ... Uy, de méme lob
que L. Pour tout i de [1,n], on pose : 2, = U},

a) Vérifier que X et [/? sont de méme loi.

n
b) On pose : Wy, =3 Z,. Quelle est la loi de probabilité de W, 7
=1
¢) Déterminer Dy, et pour tout s de Dy, exprimer Py (5] en fonction de s et de . Etablir une
relation entre Py (8] et &g (5), Pz ls), ... Pz (5.

! imconnue, o étant un

4. Soit T une variable aldatoire qui suit la loi normale centrée, de variance o
rée] strictement positif. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on dispose d'un n-échantillon indépendant,

identiguement distribué (ii.d.), 71, Ty, ..., Ty de la loi de T. Om considire Ja variable aléatoire 5, définie

1 mn
par : Sy = “ZTE.
=l
a) Montrer que S, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre o2,

b) Sait & un réel vérifiant : 0 < o < 1, et soit &, le riel strietement positif tel que : P{[W, 2 k,]) = L—av

Montrer que Mintervalle ]ﬂ, nks“
{3

] est un intervalle de confiance de a® an risque o.
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Partie I1. Loi du y* décentré

On considére une suite (M) 2 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (11, 4, P),
mutuellement indépendantes, telles que pour tout 7 de F*. MG suive la loi normale d'espérance m;
(m; € R) et de variance égale & 1.

Pour n entier de M*, on pose : ¥, = iMJ: et A, = im?.

On dit que ¥, suit wne lof du * dé;’:;;:m ian degré‘.js-:fe liberté, de paramétre de décentrage A,, et on
note : ¥y — ¥, An).

1. Dans cotte question pniquement, on suppose que Uentier noest égal & 1.

a) Montrer les deux dgalités suivantes 1 E(I'%) = 0 et E(UM%) = 3.

b} En déduire, en fonction de A;, les valeurs respectives de E(Y7) et de ¥ (¥;).

1 o e :
c) Montrer que : Ty, =] — o, il et établir, pour tout réel s de Dy, la formule snivante :

By, (8) = (1 — 25"V x exp (13_)"23)

2. Soit n un entier de N*
a} Caleuler E(Y,) et V(¥,) en fonction de noet An.

1
b} Oun st que Uon a0 Dy, =] — o, E[' Four tout 8 de Dy, exprimer Dy () on fonetion de yon et A,

Partie 11I. Nombre aléatoire de degrés de liberté

Sur un espace probabilisé (€1, A, P}, on considére une variable aléatoire X & valeurs dans B admettant
une espérance F(X), et une variable aléatoire K b valeurs dans M. On note N Pensemble des entiers
naturels k vérifiant P([K = k]) = 0, et on suppose que pour tout entier k de Ny, la variable aléatoire X
admet une espérance pour la probabilité conditionnelle Pgoy), notée E(X/K = k).

COn ndmret alors 'égalité auivante < (a) E(X) = z E(X/K = k) P([& = &)
{kEEF;,."K=k}| slkEle
s ,

Soit g l'application définie sur M par : g(k) =
EIon

1. Vérification de la formule (+) sur un exemple,

Soit (J;)iz1 une suite de variables aléatoires définies sur (13, 4, ), indépendantes et de méme loi uniforme

sur l'intervalle [0,1]. Pour tout & de H*, on pose : X = sup {J;); autrement dit, pour tout w de 0,

Xelw) = 1:2?:“ Jifw). Sait K une variable aléatoire définie Lﬁf{ﬂ,ﬂ, F) qui suit la loi uniforme discréte

sur [1.x] (n € H"). On suppase que K est indépendante des variables aléatoires de la suite [J;)iz.

Pour tout w de £}, on pose : X{w) = Lgﬂnn‘x{w] Jilw], et on admet que X est une variable aléatoire définie

sur (11, .4, P).

a) Etablir, pour tout entier k de [1,n] et pour tout réel =z, la relation : Plg—y{[X = x]) = P{[X} < z]).

b} Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire X.

¢} En déduire que X est une variable aléatoire & densité, qui admet une espérance £(X ) gue Pon exprimera
. N

en fonction de E PR

d] Vérifier I'égalité (+) : E(X) = E{g(K)).

2. Buit (U;)iz1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi normale centrée réduite.

Soit K une variable aléatoire indépendante des variables aléatoires de la suite (L)iz1, qui suit la loi de

Poisaon de paramétre % strictemnent positif.
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Pour m entier de M°, on pose ; iy = UF + U5+ + 02 ap On admet que Hy est une variable aléatoire
i densité & valeurs positives, et que Dy, =] — oo, :—11[

Soit 8 un réel de | —m,%[.

a} Montrer que pour tout k de M, la loi conditionnelle de H,. sachant [K = k] est la loi de la variable
aléatoire W, 12¢ définke dans la question L3.b.

b) En posant : X = e déterminer, pour tout entier & de M, 'expression de g(k) en fonetion de k.

¢} Etablir la formule suivante :

E(g(K)) = (1 - 25)™/% x exp (%)

d) En utilisant I'égalité (), admise an début de cette partie, avec X = e*~, déterminer la loi de H,,.

) A I'aide de la question 111.2.a, montrer que pour tout entier n supérienr ou égal & 3, on a

#(&) - (=2vmm)

Partie IV, Estimateur de James-Stein

Soit p un entier supérieur on égal & 3. On suppose quiun modéle aléatoire défini sur (11,4, F) comporte
p paramitres réels inconnus §, ... #, non tous nuls. Un échantillon d'observations statistiques permat
d'exhiber des estimateurs 8y, ..., 8, sans biais des paramitres 0y, ... 8, respectivemnent. On suppose que
les variables aléatoires @y, ..., @ sont indépendantes et suivent une loi normale de variance égale 4 1.

P »
On pose : 0= (B1,...,8), T = (B,....05), By=3 0 et b, =3 6%

i=1 j=1
On dit que le vectenr aléatoire f est un estimateur sans hiais du paramétre vectoriel 8, et £(#) est alora
le vecteur 8.
On définit le risque quadratique scalaire d'un estimateur 0 de 8, noté B(0°, 8), par -

i
R(o,0) = E(}(6; - 0;)°)

J=1
Dans cette partie, on cherche un estimateur §* de @, représenté par un vecteur aldatoive (07, ..., 071, dont
le risque R{0*,0) est strictement inférieur & R0, ).
1. Justifier que la variable aléatoire By suit la loi x?(p, by), et quielle constitue un estimateur biaisé de by,
2. On pose @ §* = (1 - Bi) % §, ol ¢ est un parametre réel strictement positif. Soit K une variable

P

aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre ?P.
2K

l oy o . N
En admettant que ' :E(—E:ﬁ-e-)=ﬂ —=2 ), établir I'égalité b -
a}l En ant que 'on & Hp 2 i 05 [;:I—2+2K') ablir I"égalité suivan

- i = {p¥ — - 3 ;
R{g*,8) — R(8,0) = (" — 2c(p 2”’”"’(;.-24-2!()

b) Montrer que l'inégalité : R(6",8) < R(5.8), est vérifide si et seulement i : 0 < ¢ < 2(p — 2).

Déterminer en fonction de p, la valeur de ¢ pour laguelle R{8%,6) — RI:E‘J'. ) est minimale.
Comment s'écrit alors 'estimateur & 7
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Le sujet

Le probléme de celte année avait pour objet la demonstration de « linadmissibilité »
(risque quadratique non minimal), lorsque px3, de lestimateur & du maximum de

vraisemblance de l'espérance & dune loi normale a p dimensions, en mettant en évidence
un estimateur & biaisé mais de risque quadratique inférieur a celui de 8 (estimateur de
James-5Stein).

Les principaux outils mathematigues utiliseés étaient la transformation de Laplace, le
theoreme de transfert la Jloi normale et ses derivées (loiy,loi du i) les lois

conditionnelles, les notions destimateur et despéerance conditionnelle.

Le préliminaire, faisant essenticllement appel a des techniques de calcul, se proposait
ae déterminer la transformée de Laplace de différentes lois de variables aléatoires. Les
réponses a toutes les questions de ce préliminaire étaient données dans I'énoncé : on
attendait donc des candidats une rédaction tres précise et argumentee.



Dans la partie I, relativement classique, on etudiait guelques proprietés de la lof du
%2 centre, et on établissait fa formule dun intervafle de confiance au risque a pour 1a
variance & d'une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

La partie II generalisait la partie preéceédente en introduisant /a loi du & décentré a n
aegrés de liberte et en calculant la transformee de Laplace d'une telle loi.

La partie III, en étendant la formule de l'esperance totale au cas des variables

aléatoires a densite, permettait de mettre en évidence la foi d'une somme de variables
aléatoires.

Enfin dans la partie IV, on comparait les risques quadratigues des deux estimateurs
# et 8, ce qui permettait d'obtenir 'expression de l'estimateur de James-Stein.

Les résultats statistiques

Sur l'ensemble des 3114 candidats ayant compose dans cette épreuve, la note
moyenne est de 988 avec un écart-type particulicrement élevé de 557: il est
vraisemblable que ce sujet a joué son réle en classant les candidats tout en distinguant les
meiffeurs dentre eux.

Les résultats par ecole sont .
e HEC (2.154 candidats) — moyenne : 11,67 ; écart-type : 5,15.
e [ESCP- FAP (2.571 candidats) — moyenne : 10,94 ; écart-type - 5,31.

Erreurs les plus fréquentes

Les candidats, dans leur majorite, entreprennent beaucoup de calculs . ils n'utilisent
pas les résultats des questions précedentes et font rarement appel au theoréme du
transfert. De plus, ils confondent souvent « equivalence » et « implication ».

Preliminaire (22% de la note finale).

On y releve de nombreuses erreurs fices a une mailrise insuffisante du cours
aanalyse, notamment des questions relatives a la convergence des intégrales impropres.
Ainsi :

s (ertains candidats extibent une primitive de exp {=x%).

« On voit tres souvent le « theéoreme » suivant : une fonction f est inteégrable sur
[0, +ee] 57 et seulement sflm e Fixd = Q.

o [T p6x) dx tend vers 0 lorsque X tend vers +w, donc |, #ix)ax existe et vaut 0.

. ,f; = pix) ax existe si et seulement si fix) tend vers 0 lorsgue x tend vers +w,

e Au voisinage de +w, on a ax’ + bx ~ ax’, donc exp (ax + bx) ~ exp(ax’’)

o Pusque [T m{— “—5) dr=+3%, on remplace 1/2 par a et on a:

Ij:e‘xm{—ﬂrg}dx=_ql§ )
e Si azu, alors exp(-ax’) = exp(-)



Partie I (21% de la note finale).

Dans la question 1, |8tude dune fonction du niveau de classe Terminale et sa
représentation graphique semblent relever de la haute virtuosité. Ainsi a-t-on vu des
densités néegatives, des confusions entre ' et I, des points anguleux au sommet de la
courbe. Une trés faible proportion de candidats fait apparaitre les tangentes a l'origine et
la limite en += dans I'etude des variations et le trace.

La question 4 relative a la détermination d'un intervalle de confiance, na éte traitce
que dans quelques copies; la représentation graphigue de la question 1 aurait dd
permettre aux candidats de visualiser /a non-symetrie de cet intervalle.

Partie II (20% de la note finale).

Cette partie fut peu traitée par les candidats ; parmi ceux qui I'ont abordee, on constate
ae nombreuses erreurs concernant la notion dindependance. Ainsi .

o HUN =0 car EUY=EUNEW, pusque ¥ et UF sont indépendantes, et
également, BLU*) = (EXGZ))°.

s Lindependance des variables aléatoires n'est pas invoguéee dans la stabilite de la loi
gamma.

e Des variables aléatoires de méme loi sont égales, donc W, =nX,car les X, suivent la

méme [of.

Partie III (28% de la note finale).

Cette partie fait largement appel a la notion despérance conditionnelle et généralise
la formule de l'espérance totale a une variable aléatoire a densits. La question 1 permet
ae verifier cette formule sur un exemple, et la question 2, qui na pas eté souvent abordée
(en particulier la question 2c), avait pour finalité /'expression de l'espérance de linverse
d'une variable aléatoire qui suit une foi du %2 décentre a laide de l'esperance dune

fonction d'une variable aléatoire de Poisson.

Hormis les questions non traitées par les candidats, les principales erreurs
proviennent des confusions entre variable aléatoire et loi de probabilité : on note toujours
aans les copies, des « variables conditionnelles » ou des « evénements conditionnels », et
il est rare de rencontrer la définition dune loi conditionnelle ou de la probabilité
conditionnelle de A sachant B (pourtant au programme de la premiére annee).



Fartie IV (9% de la note finale).

De nombreux candidats ont entrepris directement la résolution de celte courte partie.
Les calculs étalent élémentaires, mais méme les demiéres questions (calcul de ¢ et
écriture de §) ont réserveé bien des surprises...

Enfin pour terminer, signalons l'apparition dans certaines copies (heureusement peu
nombreuses) dexpressions pour le moins obscures: <«on procéde par pllotage
riermannien », « facettes de fa fonction gamma » ou « daprés le CCIIFP ».

Recommandations aux futurs candidats

Le jury demande aux candidats une lecture attentive du texte qui précéde toute
épreuve de mathematiques, dans flequel il est précisé que la lisibilité et la qualité de la
rédaction entrent pour une part non négligeable dans I'appreciation des copies.

1l est également conseillé de numeéroter ses questions et dencadrer ses résultats. Les
raisonnements doivent étre clairs et précis et les affirmations argumentées. Un
apprentissage sérieux et une connaissance approfondie du cours sont donc indispensables.



