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Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble &tre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

Dans tout le probiéme :

e toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un espace probabilisé (Q, A4, P);

& pour tout réel £ > 0, X; désigne une variable aléatoire & valeurs strictement positives qui suit la loi gamma
de paramétre t, notée v(t) ;

o U désigne une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0,1] ;

e l'espérance et la variance d’une variable aléatoire A sont notées respectivement E(A) et V(A);

s la notation exp désigne la fonction exponentielle de base e .

On rappelle ou on admet sans démonstration les résultats suivants :

+ o0
e la fonction I' définie pour tout réel ¢ > 0 par I'(¢) = f e *u'"ldu, est de classe C° sur R™™ ; on note I”
0 oo
et I'" les dérivées premiére et seconde de la fonction I'. Pour tout réel ¢ > 0, les intégrales / (Inu)e *utdu
o

+oa
et / (Inu)?e~*u!~1du sont convergentes et valent respectivement I"(t) et I (t) ;
0

e onapour tout réel ¢t > 0: T(¢ + 1) =tI'(1);

1 —I b1 H
¢ pour tout réel t > 0, une densité fx, de X, est donnée par : fx, (x) = { F(t)e T siz >0 ;
0

siz<0
e T'(1/2) = /7.
L’objet du probléme est de démontrer quelques propriétés de la fonction T en utilisant des méthodes
essentiellement probabilistes.

Partie I. Quelques résultats préliminaires
n

i e . s
1. On pose pour tout n de N* : h,, = E 7 On consideére les deux suites {7, )n»1 €t (U4 )n>1 définies par :
k=1
pour tout n de N*, v, = h, — lnn et v, = Yp41 — Vn.
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a) Montrer que la série de terme général v,, est convergente.
b) En déduire la convergence de la suite (n)n>; ; on note v sa limite.
¢) On pose pour tout réel t > 0 : dy, s =7+ In{t + n) — h,. Déterminer lim dp ;.

T—+00
2. a} Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X,) et V(X,).
b} On note pour tout réel ¢t > 0, 3(t) = I'(t}/T'(t), et ¥’ la dérivée de . Montrer que E{In{X;)}) = 1(t) et
V(In(X:)) = +'(1).
3. a) Montrer que pour tout réel ¢ > 1, E(1/X,) existe et calculer sa valeur.

b) Etablir pour tout réel z > 0, l'encadrement : 1 — — < Inz < z — L.
z

2
En déduire que 'on a : (Inz)? € (1 - l) + (z - 12
x

c)} A I'aide des questions précédentes, établir les inégalités suivantes : pour tout réel t > 0, E { In (—Xf £0;
. X; 1 ) 2 { X 2t
pour tout réel t > 1, F (ln (T)) P Rl pour tout réel £ > 2, F (ln (T < “—_555

d) Soit ¢ un réel fixé strictement positif. Montrer que la snite de variables aléatoires (ln (?-_:_"'—n))
n nxzl

converge en probabilité vers 0,
4. Soit (An)n>1. (Br)nz1 €t (Ch)ns1 trois suites de variables aléatoires a densité qui convergent en probabilité
vers 0. On pose pour tout n de N* : D, = A, + B, + C,,. S0it (un)n31 une suite réelle qui converge vers u.
On considére deux variables aléatoires réelles 4 densité M et N telles que pour tout n de N*, M est de méme
loi que N + D, + u,.
a) Montrer pour tout réel £ > 0, Pinclusion : [|D,] > ] C {[An! > /3] U [|Bn: > /3] U [|Cnl > £/3].
En déduire que la suite {D,,)n»1 converge en probabilité vers 0.
b) On pose pour tout n de N* : V,, = D,, + u,, — u. Montrer que la suite de variables aléatoires (V,,)n31
converge en probabilité vers 0. En déduire la limite en probabilité de la suite (N + u) + Vi )az-
¢} On admet sans démonstration que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Montrer que les variables aléatoires M et N + u sont de méme loi.
5. Soit {e, 3) un couple de réels strictement positifs, et X, et Xz deux variables aléatoires indépendantes de
X ')l
lois respectives ¥(ex) et 4(8). On pose : Th 5= X—;, Qap=In(Typ) et Bla,B) = F((()}T(g)'

a) Préciser Q, 5(0?). Déterminer une densité de In{X,) et de —In(Xz) respectivement.
b) En déduire qu'une densité fg, , de Qa s est donnée par : pour tout réel z,

6—52: +00
fQa.a(T) = Tt ) f_m e+ Mexp (—e¥(1 +e77)) dy

¢} A Vaide du changement de variable u = e¥(1 4+ e ), dont on justifiera la validité, établir la formule
e(l:v

1
Bla,f) " (1+en)**8’

suivante : pour tout x réel, fo_ ,(z) =

d) En déduire une densité fr, , de T, 3.

e} Onpose: Jo5 = X—-:!j(—; Montrer qu'une densité fy, ; de J, g est donnée par :
[+
0 si z ¢)0,1]
fJa,ﬁ{Z) - __._1 za_l 1~z A-1 siz €01

Partie II. Etude de la variable aléatoire In{X;)
Soit (Yi)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parameétre 1. On
suppose que pour tout réel & > 0, X, est indépendante de chacune des variables aléatoires de la suite (Yi)xp1-
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k
On pose : Sy = 0 et pour tout k de N*, S, = ZY,-.
i=1
6. Rappeler sans démonstration la loi de Sy ainsi que les valeurs respectives de E(Sy) et V(S ).

7. a) Justifier pour tout n de N*, P'égalité suivante : In(X,) = In (H X;(+ Se-1 +In{X; + 5,.).
¢+ Sk
b) Montrer que pour tout entier m de N*, la loi de X; + S,, est celle de Xitm-
On admet jusqu’a la fin du probléme les résultats suivants :
® soit 1 un entier de N* et A,,..., A, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Alors, pour
tout p de {1,n — 1}, pour toutes fonctions réelles ¢ et w; continues, les variables aléatoires 1 (A, . .. ,Ap) et

w2(Apt1, ..., Ay) sont indépendantes ;

¢ si A et B sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors AB admet une espérance
et E(AB) = E{A)E(B);

* pour tout couple («, 3) de réels strictement positifs, si les variables aléatoires X, et X g sont indépendantes,

. . . L Xa
de lois respectives y{a) et ¥(3), alors les variables aléatoires X 1X, et X, + X sont indépendantes.
B
X+ 8
B. On pose pour tout kde N* : Ry = —————~
p P tk X, + S

a} Montrer que R; ) et R, 2 sont indépendantes. On admet dans la suite que les variables aléatoires R; x(k > 1)

sont indépendantes.
b) En déduire 4 I'aide des questions précédentes que pour tout n de N, les variables aléatoires In(X;) et

Z In{Ry &) + In{X;4n) sont de méme loi.
k=1
9. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire — In U.
b) A laide de la question 5.e, calculer une densité fg,, de la variable aiéatoire Ry .
¢} Soit (Ux)r»1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que I/. Montrer que pour tout &

1
de N*, les variables aléatoires R, , et U,:*z"l sont de méme loi.

d) Déduire des questions précédentes que pour tout n de N*, la variable aléatoire In{X,) est de méme loi que
n—1

) .. 1 Y Xetn
la variable aléatoire kz_;) (m e k) +In (t n +dn:— 7.

10. En utilisant les résultats des questions 1.¢,2.b,3.c et 9.d, montrer que pour tout réel ¢t > 0, on a :

Ean(xt))wb(»:)=~~f+2(k+1 ) o Vnx. w(t)—Z(Hk

11. En utilisant la question 3.c, calculer . h_'rp (¥(t) — Int).
— 0

12. On pose : W = U'/# ou u désigne un paramétre réel strictement positif inconnu. Afin d’estimer 4, On
considére pour p supérieur ou égal 4 3, un p-échantillon (W, Ws,...,W,) i.i.d. de la loi de W.

-1
P

On pose : G, = —p (Z InW; | . Justifier que la variable aléatoire G, est un estimateur du paramétre u.
1

Est-il sans biais 7 Est,—iﬁ:onvergent ?
13. On rappelle que I'appel 4 la fonction Pascal random a pour résultat un nombre de type real pris au hasard
dans lintervalle [0, 1[.
a) Soit X la fonction Pascal suivante :
function X(lambda : real) : real;
begin
X := -1ln{i-random)/lambda

end ;
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Cette fonction simule une variable aléatoire réelle. Donner sa loi. Justifier votre réponse.
b) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte g(a : integer) : real simulant une variable aléatoire de loi y(n).

¢} Soit m la fonction Pascal suivante :
function m(p : integer} : real;
begin
n = p/glp)
end ;

On appelle la fonction m pour différentes valeurs de p de plus en plus grandes. Que devrait-on constater ?

Partie II1. Quelques propriétés de la fonction I'
Les notations sont celles des parties I et 11
14. Premiére application : les formules de Wilks et Legendre.
a) Soit {ax)ren une suite réelle. Pour tout n de N* et tout réel t > 0, établir I'égalité :

2n—-1 n—1 n—1 n—1

1 k41 1 (2k41 1 Qzk42 1 1
2 —_ = — 2L - 2 -
;(Hl t+k) kgo(k+l %+k)+§(k+1 Hlik M kgo 2k+1 2k+2

n—1

1 1
b} Exprimer w, = Z (m - 2k—+2) en fonction de deux termes de la suite (hy,)n>;. En déduire que
ki

lim w,=In2.
n—4o00

¢) Pour t > 0, soit X; et X, i deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives y(1) et v{t + %).
En utilisant les questions 4 et 9.d, montrer que la variable aléatoire 2 In(X,) est de méme loi que la variable
aléatoire In{X ;) + ln(X:_t_)) +2In2.

d) On pose : t = 25. Déduire de la question précédente que pour tout réel r > 0, {Xa,)%" et 227 (X, )" (X,;4)"
sont de méme loi.

e) En choisissant une valeur particuliére de s, établir pour tout r > 0, la formule :

20 LI + 5) = TNV

15. Deuxiéme application : la formule de Stirling. ;
1 a c d
a) Déterminer quatre réels a, b, ¢, d tels que pour tout réel u > 0, ona: —(:_—-i-)-i = E—{- CESIL +E+ T
+o0 1

1 1
En déduire pour tout ¢ > 0, la relation : ¢/'(t) = 7 + > + 3 Z CTRRG T RT
k=0

On admet sans démonstration gue pour tout u > 0, on a:

1 1 1 < 1 < l (i _ 1 )
3\ (u+t 1—14)3 (u+ 33 )3 Su(u+1)? 3 \wd (u+1)
b) Déduire des deux résultats précédents, pour tout ¢ > 0, les deux encadrements :
1 1 1 1 1 1 1 1 1

— e Yyt - - - ————
22 6(t+ )3\¢(t) 2t2+6 et Int 2t 122 ¥ <h 2t 12(t + L)?

En déduire un équivalent de E{In(X;)} et de V(In{X,)) respectivement, lorsque t tend vers +o0.
c} Calculer pour tout y vérifiant y > ¢ > 0, I'intégrale : / (d)(a:) In{z) + — ) dz.
¢

r -
Montrer pour t fixé, ’existence de lim In (—ﬁ—)—) ; on note @ cette limite.
y—+oo 'yy T~V

-
51—) , valable pour z > 0, calculer €.
T

En déduire que I'(z} est équivalent & V2rz®~ e~ lorsque z tend vers +oo.

1 x
d) En utilisant la question 14.e et I'identité : z* = (:c + -2—) (1 +
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