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Une petite introduction

Voici une anthologie de 135 exercices de probabilités construite avec le plus grand soin constituant
Iintégralité des chapitres couvrant tout le programme de probabilités des deux années en voie scientifique.
Ils pourra servir aussi aux étudiants de PC et de MP hormis les chapitres sur les variables & densité.
Ces exercices sont regroupés par thémes et suivent scrupuleusement l’ordre des chapitres du cours. Ils
constitueront pour vous une base treés solide vous permettant d’aborder sans difficulté majeure les épreuves
données en grandes écoles de commerce. Des étoiles % vous donneront une idée de la difficulté de chaque
exercice : (¥ ) exercice simple, (Je¥) exercice de difficulté moyenne, (k¥ %) exercice difficile. Cela reste
bien sfir subjectif selon le niveau de chacun!

Ce modeste document de 176 pages livré a la communauté des préparationnaires et
professeurs peut étre utilisable par tous, mais son usage a titre commercial est strictement
interdit.
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Premiére partie

Enoncés

1 Sommes produits et coefficients binomiaux

1. (%) Quel est le plus grand coefficient du développement de (1 + )" ?
2. (%) Soit p et n des entiers. Démontrer que pour 0 < p <n — 1,

St ()= (7))

3. ?éé-(* et %% ) On considére un réel x et m, n deux entiers naturels. Refermer les sommes

suivantes : :

(a) S = kZ_Ok <Z)

(b) S = kzzoﬁ (Z)
9= ()

@ 53 25 ()

4. é‘@ommes A trous” (%) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a un, a et b deux
réels. Calculer les sommes :

(a) S = i <2nl: 1>

k=0
[n/2] n
— 2kpn—2k

(b) Sp= Y <2k)a b

k=0

= 2n
_ 2 N
(c) [Oral HEC] (k%) S3= kzzok < %) ouneN.
p_(p
5. (%% ) Montrer, pour tout (p,q) € N? avec 1 < p < ¢ que Z Q R

ln/2]
6. (r%) On consideére n un entier naturel non nul. Calculer S = Z (-1)" <27;€>
k=0

[n/3]
7. ?éé_ [Oral HEC] (%) Soitn un entier naturel non nul et différent de 1. Calculer T' = Z (;;) .
k=0

. ?éé_(**) Soit n un entier naturel non nul et (a,b) un couple de réels. Calculer :

8
n—1 n n
A= kb t B= kb
Zcos(a+ ) e Z(k)cos(aJr )
k=0 k=0
9. Formule du multinéme (% %) Démontrer que pour tous réels z1,...,x, et tout entier n > 1:
n n! " n
($1++$p) = Z —l’ll...l'pp

nil...ny!
n1,...,npEN 1 P

ni+--+np,=n
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10. éSommes doubles (%) On considére une suite double (a; ;) de nombre réels. Soient n et m

deux entiers naturels. Intervertir les doubles sommes suivantes :

(a) 51 = i i i j

i=0 =i
n n—i

(b) Sa=>_ > ai;
i=05=0
n m

(c) S3= > > a;; oul'on suppose que n < m.
i=0j=i

11. éSommes doubles (%% ) Calculer :

(@) Si= > ij
1<i<j<n

(b) So= > min(i,j)
1<i,j<n

(€) Ss= > L

1
1<i,5<n + J

12. Une somme de produits (%% ) Calculer pour (n,p) € (N¥)

25/01/2014 PROBABILITES
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2 Dénombrement

1. éProbléme de codage : Bose-Einstein (%% ) Combien y a-t-il de facons de placer m > 1
boules indiscernables dans n > 1 urnes ?

2. ?ég:Le probléme des chemins monotones (%) Un carré ABCD est divisé en 4n? petits
carrés suivant 2n bandes horizontales et 2n bandes verticales de méme largeur a. Une puce veut
aller de A (sommet en haut a gauche) & C' (sommet en bas a droite) en ne faisant que des bonds de
a sur le quadrillage vers la droite ou vers le bas. Combien y a-t-il de chemins possibles 7 Combien
y en a-t-il qui passent par le milieu M du carré?

3. Le probléme des chemins monotones (%) Une puce doit se rendre du point A (1,0) au point
B (8,8) du quadrillage suivant

Pour cela, elle va de noeud en noeud et du noeud ou elle se trouve, elle saute obligatoirement au
noeud situé soit immédiatement a droite, soit immédiatement au-dessus.
(a) Combien de trajets différents la puce peut-elle parcourir ?
(b) Démontrer que le nombre de ces trajets est égal au nombre de suites de huit entiers naturels
dont la somme est huit.
4. Nombre de partitions d’un ensemble (% %) Soit E un ensemble & np éléments. Déterminer le
nombre de partitions de E en n parties de p éléments.
5. Equation diophantienne (%)

(a) On aligne n personnes réparties en p équipes En, . .., E, d’effectifs respectifs nq,...,n, o ng >
P
0,...,n, >0, > ni =n. On ne tient compte, dans I’évaluation du nombre de dispositions
k=1

possibles que de 'appartenance a une équipe. Quel est ce nombre 7

(b) En déduire une démonstration de :

n!
n n n
($1+"'+$p) = E lel"'xpp
{ n1,...,npEN Loe--Topt
ni+--+np=n

(¢) Reprendre la premiére question dans le cas ou 'on place les n personnes autour d’une table
ronde au lieu de les aligner.

6. Décomposition de n en somme de p entiers (k%) Soit n,p deux entiers naturels non nuls,
nous cherchons dans la suite & déterminer le cardinal de ’ensemble suivant :

> (n,p) = {(n1,n2,...,np) € (N*) | ny +ng+ -+ +1np =n}
(a) Fixons dans cette question p,n € IN*.

i. Montrer que Y (n,p) est un ensemble fini. Nous noterons S (n,p) son cardinal.
ii. Déterminer S (n,1), S (n,2) et S(n,n).
iii. On suppose que n > 2 et que p € [1,n — 1]. Montrer que :
n—1
S(np+1)= 3 S(kp)

k=p

(Utiliser I'écriture ny +ng + - - - +n, = n — ny4q et faire varier la valeur de np41).
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-1
iv. En déduire que pour tout n > p, S(n,p) = (n 1)_
p—

(b) En déduire combien y a-t-il de listes d’entiers supérieurs ou égaux a 1 de somme n.

7. ?ég:Probléme des dérangements (%% ) Combien y a-t-il de permutations o de 1’ensemble

{1,...,n} sans point fixe, c’est-a-dire telles que pour i € {1,...,n}, o (i) #47
8. == Ensemble de suites strictement croissantes (%) Déterminer le cardinal de ’ensemble
{(z1,22,...,2p) e NP |1 <2y <29 <--- <zp <}

9. Ensemble de suites croissantes (%% %) Déterminer le cardinal de ’ensemble
{(z1,22,...,2p) e NP |1 <2y <29 <--- <z <n}

10. Formule du crible (%) Rappeler la formule du crible. Combien le second membre contient-il de
termes 7

11. @Tirages de boules (%) Une urne contient n boules distinctes numérotées de 1 & n. On
effectue un tirage de p boules, p € [1,n].

(a) On suppose dans cette question que les p boules sont extraites simultanément. Combien y a-t-il
de tirages possibles ?

(b) Soit k € [p,n]. Déterminer le nombre de tirages tels que :

i. toutes les boules obtenues ont un numéro inférieur ou égal a k& ;

ii. le plus grand numéro est k.
(k-1 n
iii. En déduire que Z ( > = ( )
= \p -1 p

(¢) On suppose dans cette question que les tirages sont successifs et sans remise.
i. Combien y a-t-il de tirages possibles?
ii. Combien y a-t-il de tirages commengant par la boule numéro 27

(d) On suppose dans cette question que les tirages sont successifs et avec remise.
i. Combien y a-t-il de tirages possibles ?

ii. Combien y a-t-il de tirages pour lesquels le premier numéro obtenu est strictement inférieur
au dernier ?

iii. Combien y a-t-il de tirages pour lesquels la somme des numéros obtenus est p + 27

iv. Combien de tirages pour lesquels 2 numéros exactement sont apparus ?

12. Nombre d’applications (%% ) Soit k, n,m trois entiers supérieurs ou égaux a 1. Soit X et ¥ deux
ensembles tels que Card X = n et Card Y = m. On rappelle que m& désigne m (m — 1) ... (m — k + 1)
et {Z} désigne le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en k parties non-vides.

(a) Exprimer le cardinal de Pensemble
{f: X —>Y|Card f(X) =k}

en fonction des nombres ci-dessus.
(b) En déduire la formule :

m" = Zn: {n}mﬁ
k=1 k

13. ?ég:Nombre d’applications (%% ) Soit E un ensemble de cardinal n.
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(a) Quel est le nombre de parties de E a p éléments ?

(b) Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que AUB=FEet ANB=07?
(¢c) Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de F tels que A C B?

(d) Combien y a-t-il de triplets (A, B, ') de parties de F avec A C B C C?

14. Parties d’ensembles (%% %) [HEC] Soit n € N*, on pose E = {1,...,n}.

(a) On choisit de fagon équiprobable deux éléments de P (E) : A et B. Déterminer la probabilité
pour que A C B.
(b) Déterminer la probabilité pour que card (AN B) = k.

(c) Déterminer 'espérance de la variable aléatoire card (AN B).

(d) Calculer S = > card (AN B).
(A,B)E(P(E))?
(e) Question non posée. Onpose T = > cardAet U = > card (AU B).
AeP(E) (A,B)e(P(E))*

Calculer T et U. On trouvera U en cherchant une relation entre S, T et U.
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10.

11.

Calcul de probabilités

. ?ég:Espace probabilisé () Quel espace probabilisé pouvons-nous associer & une expérience &

consistant & lancer un dé honnéte et & noter le numéro obtenu.

: ?ég:l\/lanipulations de probabilités (%) Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé et (A, B) € A2,

montrer que :

(A et B indépendants) <= (P(ANB)P (ANB) =P (ANB)P (ANB))

. @*Inegallte probabiliste (%) Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé et (A, B) € A%, montrer

o [P (AN B)* <P (A4)P(B)

Inégalité probabiliste (%) Si P (A) > 0, montrer que :

)Y
Piup (ANB) <P, (ANDB)
)Y

Inégalité probabiliste (%) Soit A et B deux événements tels que P (A) P (B) # 0. Montrer

(P5(A) > P (4)) = (Pa(B) > P(B))

. ?@-Inegahtes probabilistes (%) Soit (2,4, P) un espace probabilisé. Montrer que :

) V(A,B) € A2, P(ANB) > P (A) - P (B).
) V(Ar,... A €A P (A N...NA)>P(A)— > P ().
=2
¢) (BNC)CcA) = (P(A) <P (B)+P(0)).
Inégalité probabiliste (%) Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, A, B,C dans A.
(a) Calculer P (AAC).
(b) Montrer que P (AAC) < P (AAB) + P (BAC).

. Inégalités de Bonferroni (%) Montrer que :

(a) P (iL_nlei> zizlp(Ai)— S P(4,N4;).

1<i<j<n

(b)P(QAOgéP(AQ S OPWANA)+ Y P(ANANAL.

1<i<j<n 1<i<j<k<n

. La formule de Poincaré “customisée” (k%) Montrer que la formule de Poincaré est encore

vraie en échangeant les signes “U” et “N” ; en d’autres termes, montrer que 1’on a :

P<ﬁAk)k§1(1)k_l S P(A,U...UA,)

k=1 1< < <ig<n

?ég:Majoration d’une probabilité () Soit (Ay,...,A,) n événements indépendants d'un
espace probabilisé¢, montrer que la probabilité pour qu’aucun des A; ne soit réalisé est au plus égale

A exp (- é P (Ai)>

Application de la sous-additivité (k%) Soit (A,),~; une suite d’événements de Q telle que
pour tout entier naturel non nul n, P (4,) = 1. Montrer que :

+oo
P ( A An) 1
n=1
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12. @Le lemme de Borel-Cantelli (%% %) Soit ( )n>1 une suite d’événements défini sur un
méme espace probabilise (2, A, P) telle que Z P (A4,) < oo. Montrer que la probabilité qu'une

infinité d’événements A; se produisent Slmultanement est nulle.

13. @*“J amais” (%) On lance une piéce de monnaie jusqu'a obtenir pile. Quelle est la probabilité
de ne jamais obtenlr pile.

14. @*Indépendance (%) [Oral ESCP] On considére deux urnes U; et Us. On suppose que
Ui (respectivement Us) contient mq boules noires et by boules blanches (resp. ng boules noires et
by boules blanches). On choisit de fagon équiprobable une des deux urnes puis on y effectue deux
tirages successifs d’une boule avec remise. Soit Ny (resp. Na) événement “tirer une boule noire au
premier (resp. au second) tirage”.

(a) Quelle est la probabilité de Ny 7 Quelle est la probabilité de Ny ?

(b) Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au second tirage sachant que 'on a tiré une
boule noire au premier tirage ?

(c) Les événements Ny et Ny sont—ils indépendants ?

15. ==2-Temps d’attente (k%) On lance une piéce de monnaie jusqu’a obtenir pile. Quelle est la
probabilité d’obtenir pile au bout d’un nombre pair de lancers.

16. Probabilités conditionnelles et la formule des probabilités totales (k%) On dispose de
n urnes numérotées de 1 a n. L’urne ¢ contient ¢ boules numérotées de 1 a 7. On choisit une urne
au hasard et on y prend une boule. Calculer la probabilité d’obtenir une boule portant le numéro
k (avec 1 <k <mn).

17. éTirages dans deux urnes (%) [HEC] Soit by, b, n1 et ny quatre entiers strictement posi-
tifs. On dispose de deux urnes U; et U, contenant respectivement by et b boules blanches et ny et
ns boules noires. On effectue le premier tirage au hasard dans U; ou Us et ensuite, on reste toujours
dans la méme urne et on effectue des tirages avec remise.

(a) Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au n®™¢ tirage et la probabilité d’obtenir
n boules blanches consécutives.

(b) Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au (n + 1)
déja obtenu n boules blanches aux tirages précédents.

eme .
tirage sachant que I'on a

18. ééé:Etude d’un inf (Je¥%) Soit n < N. On considére une urne contenant N boules numérotées
de 1 & N. On tire simultanément n de ces boules. Soit k£ un entier naturel tel que 0 < k < N.

(a) Soit py la probabilité que tous les numéros tirés soient inférieurs ou égaux a k. Calculer py.

(b) Soit gx a probabilité que le plus grand des numéros tirés soit égal a k. Calculer gy.

N
k-1 N
En dédui = .
(¢) En déduire que g:n (n B 1) <n>

19. Probalité conditionnelle (%) On considére trois lots d’articles de méme type, le premier compte
ny articles défectueux et m; bons articles; le deuxiéme, no articles défectueux et msy bons articles
et le troisieéme, n3 articles défectueux et mgs bons articles. On choisit au hasard I'un des lots pour
en tirer au hasard deux articles, le premier est défectueux. Quelle est la probabilité que le second
article soit défectueux lui aussi?

20. Tirage dans des urnes et calcul de limites (%) [ESCP] Soit N € N* et n € N*. On considére
N + 1 urnes numérotées de 0 & N, 'urne numérotée k contient k boules rouges et N — k blanches.
On choisit au hasard une urne et on tire avec remise dans cette urne.

)éme

(a) Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge au (n + 1 tirage, sachant que lors des n

premiers tirages, on a obtenu une rouge a chaque fois ?
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(b) Calculer la limite de cette probabilité quand n tend vers l'infini, quand N tend vers I'infini.

21. “Gagner” (%% ) [ESCP] Soit p un réel compris entre 0 et 1. Une personne lance une piéce
éventuellement non réguliére et joue a pile ou face, elle a une probabilité p d’obtenir pile et 1 — p
d’obtenir face. Elle gagne dés qu’elle a obtenu deux piles de plus que de faces, elle perd dés qu’elle

a obtenu deux faces de plus que de piles.
(a) Quelle est la probabilité pour que la partie dure plus de 2n coups?

(b) Quelle est la probabilité pour que la personne gagne ?
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Variables aléatoires discrétes

. éConstante de normalisation (%) Soit n € N*, S un nombre réel et X une variable

aléatoire a valeurs dans [0, n] telle que :

Vk € [0,n], P(X=k])= %(@

Déterminer 3.

. Variables indicatrices (%) Soit A, B, C trois événements tels que P (A) =1/2, P (B) =P (C) =

5/12, P(ANB)=P(BNC)=1/3,P(ANC)=1/4et P(ANBNC)=1/4.
Chercher laloide X =14 +15+ 1¢.

. Variables indicatrices () Soit A et B deux événements indépendants vérifiant P(A) = P(B) =

p.
Déterminer les lois des variables aléatoires Y =14 —1gp et Z =141p.

. ?éé-Loi définie a partir d’une relation de récurrence (%) [ESCP] Soit X une variable

aléatoire réelle & valeurs dans N telle que :

Wk € N, P([X:k]):%P([X:k:—l])

Déterminer la loi de X.

. ?éé-Loi du plus grand numéro tiré (%) Une urne contient n boules numérotées de 1 a n

(n > 2). On en tire deux au hasard et sans remise. Soit X la variable aléatoire égale au plus grand
numéro tiré.

(a) Calculer la probabilité P ([X < k]).
(b) En déduire la loi de la variable aléatoire X.

. élkecherche d’une loi (%% ) Dans une urne il y a k boules blanches et n — k boules noires

(1 <k <n-—1).0nles tire une a une et sans remise. On introduit une variable aléatoire X associée
au rang de la derniére boule blanche tirée.

(a) Déterminer la loi de X.

(b) Montrer que ; <;) = (Z j_ 1). En déduire E (X) .

. ?éé-Loi géomeétrique sur N (%) On lance une piéce de monnaie indéfiniment jusqu’a obtenir

pile pour la premiére fois. La probabilité d’obtenir face est ¢ et celle d’obtenir pile est p = 1 — q.
On suppose p € ]0,1[. Soit X le rang du tirage qui améne le dernier face consécutif.
Calculer la loi de X et son espérance.

. ?ég:Recherche d’une loi (k%) Soit n € IN*. Une urne contient une boule blanche, une boule

verte et une boule rouge. On tire successivement n boules de cette urne, avec remise de la boule
dans I'urne aprés chaque tirage. Pour i € [2,n], on dit qu’il y a changement de couleur au °™°
tirage si la i®¢ boule tirée n’a pas la méme couleur que la (i — 1)™° boule tirée.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de changements de couleur obtenus au cours des

n tirages.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Calculer E (X) et V(X).

. éTirages avec ou sans remise (%) Soit n et k deux entiers vérifiant 1 < k < n. Une

urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire une a une, sans remise, k£ boules de cette urne.
Soit X la variable aléatoire égale au plus grand des numéros des boules tirées.

25/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14  VariaBLES ALEATOIRES DISCRETES (DIM1) — ENONCES Page 12/176

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

(a) Déterminer la loi de X.
(b)

Meéme question si le tirage se fait avec remise.

. ééétLoi de Pascal (%) Une urne contient a boules vertes et b boules blanches. On effectue
des tirages avec remise de la boule tirée.

(a) Trouver la loi de la variable X associée au temps d’attente de la r*™¢ boule verte.

(b) Déterminer son espérance et sa variance.

ééé:Loi binomiale négative (%% ) On considére une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli
indépendantes ayant deux issues possibles succeés et échec et de méme parameétre p (la probabilité
du succes). On considére la variable X associée au nombre d’échecs obtenus avant le r°™¢ succes.
Déterminer la loi de X son espérance et sa variance.

Pair-impair (%% ) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A.

Montrer que :
P ([X est impair]) < P ([X est pair])

éﬂamps d’attente dans un tirage sans remise (%% ) Considérons une urne a deux
catégories comportant N boules (N € IN*) dont a boules blanches et b boules noires (a,b € IN¥).

(a) Pour tout n € N*, n < N on introduit S,, le nombre de boules blanches (succés) obtenues au
cours des n premiers tirages effectués sans remise. Déterminer la loi de S,,.

(b) Soit Y la variable aléatoire égale au temps d’attente de la premiére boule blanche. Déterminer
la loi et 'espérance de Y.

Mode d’une distribution (%)

(a) Soit X < B (n,p). Quelle est la valeur de k qui maximise P ([X = k])?
(b) Soit X — P (N). Quelle est la valeur de k qui maximise P ([X =k])?

'&Q‘Théoréme de transfert (¥%)[HEC] Soit X — B (n,p), calculer E (X 1+ 1) '

Théoréme de transfert (%) Soit X — P () et Z = X!. Calculer E (Z).

Théoréme de transfert () Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de para-

meétre .
1 1

1 , . e
Calculer E (X—Jrl> puis E (m) en cas d’existence. En déduire E (X m 2) .

?ég:Théoréme de transfert (%) [ESCP] Soit n un entier naturel strictement positif, X une

variable aléatoire suivant une loi binomiale B (n,1/2), A un réel positif et Y une variable aléatoire
X

définie par Y = % Calculer E (Y).

Loi de Pascal et théoréme de transfert (% %) On effectue une suite illimitée d’épreuves de
Bernoulli de méme paramétre p, répétées de fagon indépendantes. Soit X la variable aléatoire
associée au rang d’apparition du k°™¢ succes.

(a) Déterminer la loi de X.

(b) Pour k =2, calculer E (X) et E(2/X).

Loi d’une variable fonction d’ue autre (%) On lance un dé et on note X le nombre obtenu.
Déterminer la loi de Y = (X —3)® et la loi de Z = 1/X.

?ég:Loi et partie entiére (%) Soit n € N* et p € |0,1[ et X une variable aléatoire suivant
la loi B(2n,p). On pose Y = | X/2] (qui a tout w € Q, associe la partie entiere de X (w) /2).
Déterminer ’espérance de Y.
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22. éLoi d’une variable sous conditions (%) Soit X une variable de Poisson de paramétre
A. On pose, pour tout w € 2 :

X (w)
2

0 si X (w) est nul ou impair
Y(w) =

X (w) est pair et non nul

Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
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5 Séries doubles

1. (¥ )Nature et somme éventuelle des séries doubles suivantes :

1 N
(a) — oup>—1
i hes (P 1)

© 3 i (seulement la nature)
C 3 seulement la nature).
ey P2 (In*p + p°> + 5%)

1
@ > om (n+k+1)

n>0,k>0

2. (J%) Soit (an),cp une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série ) a,, converge.

n>1
a X = a
Montrer que —" __ converge. Montrer que k ——" __ existe et comparer sa valeur
4 ;n(n+1) & 1 ; ;cn(nJrl) P

+oo
a >y ap.

n=1

3. (**)?ézt Soit (un,m)(n m)yen-x N+ 1a suite double définie par :

0 si n=m
V(n,m)E]N*X]N*, Up,m = 1 .
W AT

—+o0 —+o0 —+o0 —+o0
Montrer, en les calculant, que les sommes > | > Up.m | €6 > | D Up,m | sont définies et
n=1 \m=1 m=1 \n=1

différentes.
4. (Y )Etablir, pour z réel tel que |z| < 1, les identités :

T -t I . too 22" x
E e E N Z =
1 —a2n-l 1—a2n I

n=1 n=1 n=0

Indication : pour chacune des identités on remplacera dans chaque somme du membre de gauche,
le terme général par la somme d’une série de référence.
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6 Vecteurs aléatoires

1. é Loi d’un couple, loi marginale (%) Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée
par le tableau suivant :

] 2] 1] 0 ] 1 ] 2
pi | 1/6 | 1/4 [ 1/6 | 1/4 | 1/6

On pose Y = X2. Déterminer la loi du couple (X,Y) puis la loi de Y.

2. ?&é‘ Loi d’un couple et paramétre, lois marginales, indépendance (%) Soit X et Y deux
variables aléatoires a valeurs respectivement dans IN* et IN telles que :

V(i,j) eN*x N, P(X=in[Y=j])=—

(a) Calculer a.

)
(b) Déterminer les lois de X et Y et vérifier que ces variables sont indépendantes.
) C

(c

alculer 'espérance et la variance de S = X +Y.

3. ?&é‘ Loi de la valeur absolue d’une différence (%) Soit X et Y deux variables de Bernoulli
indépendantes de parametre 1/2.
Déterminer la loi de D = | X — Y.

4. é Loi d’un couple, lois marginales (%) Une urne contient n boules numérotées de 1 a n,
avec n > 2. On effectue deux tirages d’une boule avec remise dans cette urne. Soit X (resp. Y) la
variable aléatoire égale au plus petit (resp. au plus grand) des deux numéros tirées.

(a) Déterminer la loi du couple (X,Y).
(b) En déduire les lois de X et Y.

5. ?ééf Loi d’un couple, lois marginales (%%) Une urne contient deux boules blanches et n
boules noires. On vide l'urne en tirant les boules une a une et sans remise. On note X (resp. Y) la
variable aléatoire égale au rang du tirage qui ameéne la premiére (resp. la seconde) boule blanche.
Déterminer la loi du couple (X,Y), en déduire les lois de X et de Y.

6. éLoi d’un couple, urnes évolutives (%) On dispose de n urnes Uy, Us, ..., U,. Pour tout
entier k € [1,n], 'urne Uy, contient k boules numérotées de 1 & k. On choisit une urne au hasard,
puis on tire une boule dans cette urne. On note X la variable aléatoire égale au numéro de 'urne
choisie et Y la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée.

Déterminer la loi du couple (X,Y).

7. él%echerche de lois Soit n un entier naturel non nul. Dans une urne contenant initialement n
boules numérotées 1 a n, on effectue deux tirages successifis d’'une boule selon le protocole suivant :
si on note k, (k € [1,n]) le numéro de la boule tirée au premier tirage, celle-ci est remise dans
I'urne avec k boules supplémentaires portant toutes le numéro k; on effectue alors un second tirage.
On appelle X; la variable égale au numéro de la boule tirée au premier tirage et X5 celle égale au
numeéro de la boule tirée au second tirage.

(a) Déterminer la loi de probabilité de X; son espérance et sa variance.

(b) Déterminer la loi de probabilité de X5 et vérifier que > P ([X2 =k]) = 1.
k=1

8. éCouple de variables, loi conditionnelle, loi uniforme, loi géométrique (k%) Soit
Z et X deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que Z (Q) = [0,n] (ou n € N) et
que, pour tout entier k € Z (£2), la loi conditionnelle de X sachant [Z = k] est la loi uniforme sur

[0, &].
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9.

10.

11.

12.

13.

(a) i. Déterminer X (£2), ainsi que la loi du couple (Z, X) en fonction de la loi de Z.
ii. Déterminer la loi de X.

iii. En déduire lespérance de X en fonction de E(Z) (on pensera a intervertir l'ordre des
sommations).

(b) Comparer les lois de X et de Z — X.

ééé:Relativisation (%% ) Dans un grand magasin, le nombre de clients présents un certain
jour suit une loi de Poisson de parameétre a. D’autre part, chaque client a la probabilité p de se faire
voler son portefeuille et on suppose les différentes tentatives de vol indépendantes. On note X la
variable aléatoire égale au nombre de clients fréquentant le magasin un jour donné et Y la variable
aléatoire égale au nombre de clients qui se font voler leur portefeuille ce méme jour.

(a) Soit m un entier naturel, rappeler P ([X = m]), ainsi E (X) et V (X).

(b) Déterminer pour tout (k,n) € N*, Pix_, ([Y = k]).

(c) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

)

(d) On note Z la variable aléatoire égale au nombre de clients qui ne se font pas voler leur porte-
feuille. Quelle est la loi de Z 7

(e) Montrer que Y et Z sont indépendantes.

?ég:Loi d’un couple (k%) [HEC] Soit n € IN*. André lance n fois de suite une piece de
monnaie parfaitement équilibrée. Bernard lance lui aussi n fois de suite cette piéce. Les lancers de
Bernard sont supposés indépendants de ceux d’André. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de cotés face obtenus par André et on note Y la variable aléatoire égale au nombre de cotés
face obtenus par Bernard.

(a) Déterminer les lois de X et de Y.

(b) Calculer P ([ X =Y]).

(c) Déterminer laloide Z =X —Y.

(d) Calculer P ([X <Y]).

P(X=Y),P(Y>X]),P((X >kY]),...(%k*k) Soit X et Y des variables aléatoires indépen-
dantes & valeurs dans N, avec :

VieN*, P(X=i)=P(Y =i) ==

Trouver les probabilités des événements suivants :

?ég:Loi de I’ inf d’un couple de variables géométriques indépendantes (% %) Soit X et
Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parameétres respectifs A et p. Soit
Z =inf(X,Y).

Déterminer la loi de Z.

?ég:lndépendance de variables discrétes (%) Soit X et Y deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi :

P(X=1)=P(Y=1))=1/2 et P(X=-1)=P(Y =-1))=1/2

Soit Z = XY. Montrer que X,Y,Z sont indépendantes deux & deux, mais qu’elles ne sont pas
globablement indépendantes.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

ééétLoi d’un inf, d’un sup, somme d’un couple de variables géométriques indépen-
dantes (%) Soit X et Y deux variables indépendantes de méme loi géométrique de parameétre
p. Déterminer :

(a) Laloide X +Y.

(b) La loi de sup (X,Y).
(c¢) Laloi de inf (X,Y).

=— Loi d’une somme et loi conditionnelle (%%) Soit X — B(n,p) et Y — B(m,p)
indépendantes.

(a) Quelle est laloide S=X+Y.

(b) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que [S = s] ou s € [0,n + m].

(¢) On suppose que p =1/2. Calculer P ([X #Y]) et P([X =Y7).
Lois géométriques, somme et inégalités (kk) Soit X,Y et Z trois variables indépendantes,
de méme loi géométrique, de parametre p (0 <p < 1).

(a) Préciser la loi de S = X 4 Y, son espérance et sa variance.

(b) Calculer P ([S < Z]) et P([S > Z]).

?éé-Loi d’un produit (%) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de
paramétre p. Soit Y une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A. On suppose
les variables X et Y indépendantes. On pose Z = XVY.

(a) Quelle est espérance de Z 7

(b) Trouver la loi suivie par Z, puis calculer sa variance.

?ég:Coefﬁcient de corrélation et indépendance (k%) Soit X et Y deux variables de Ber-
noulli indépendantes et de méme parametre p (p € ]0,1[) . Soit U = X+Y, V = X —Y. Déterminer :
(a) La loi du couple (U, V).

(b) Le coefficient de corrélation pyy .

)
(¢) U et V sont-elles indépendantes ? Conclusion ?

=—2 Variables fonction d’autres (%) Soit X et Y deux variables indépendantes, a valeurs
dans N, X suivant une loi géométrique de parameétre a (0 < a < 1). On considére la variable aléa-

toire Z définie par :
{ X-Y siX>Y
Z = .
0 sinon

Déterminer la loi de Z en fonction de celle de Y et montrer qu’elle ne dépend que de :
a=E ((1 - a)Y)

Loi de (sup,inf) et lois marginales (%% ) [ESCP] Soit p € ]0,1] et X et Y deux variables
aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de paramétre p. On pose U = min (X,Y) et
V =max(X,Y).

(a) Déterminer la loi du couple (U, V).

(b) Déterminer les lois marginales.

(c) Déterminer laloide Z =U + V.

== Etude de ’équivalence : (Cov(X,Y) = 0) <= (X et Y indépendantes) Soit X et
Y deux variables aléatoires de Bernoulli. Montrer que Cov (X,Y) = 0 si, et seulement si, X et ¥
indépendantes.
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22. éCoefﬁciem de corrélation (%) Soit X une variable aléatoire admettant une variance.
(a) Calculer p(X,X) et p(X,—-X).
(b) Calculer V (a,c,b,d) € (R*)? x R?, p(aX +b,cX +d).

23. (%) Soit un couple de variables aléatoires discrétes dont la loi est définie dans le tableau ci-

dessous :
X\Y 1 2 3 4
1 0.08 | 0.04 | 0.16 | 0.12
2 0.04 | 0.02 | 0.08 | 0.06
3 0.08 | 0.04 | 0.16 | 0.12
(a) Déterminer les lois marginales de ce couple.
(b) Les lois de X et Y sont-elles indépendantes ?

)
)

(c¢) Calculer la covariance du couple (X,Y).

(d) Déterminer les lois conditionnelles de X sachant que Y = 2 et de Y sachant que X € {1,3}.
)

(e) Déterminer la loi de la variable aléatoire E (Y | X).
(f) Calculer E(E (Y | X)) et comparer a E (Y).

24. (%% ) Soit un couple de variables aléatoires discrétes dont la loi est définie dans le tableau ci-

dessous :
XY [ 1]z2]3]4

1 0 0 0 |03
2 021 0 0 0
3 0 0 [01] O
4 03101 0 0

(a) Déterminer les lois marginales de ce couple.

(b) Les lois de X et Y sont-elles indépendantes ?

(¢) Calculer la covariance du couple (X,Y).

(d) Déterminer les lois conditionnelles de X sachant que Y = 2 et de Y sachant que X € {1,4}.

(e) Déterminer la loi de la variable aléatoire E(X | Y).

(f) Calculer E(E (X |Y)) et comparer & E (X).
25. (k%) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire discret dans IN? dont la loi conjointe est :

iy

Px=an =)= (1) (") a-p -0

pour z,y € {0,...,n} avec  + y < n (loi multinomiale).

(a) Donner la loi de X.
(b) Déterminer les lois conditionnelles de Y sachant que [X = ] et de X sachant que [V = y].
(c) Calculer E(Y | [X =2])) et E(X | [Y =]).
(d) Trouver E(Y | X) et E(X |Y).
26. (Jk)Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes, ot Xy et X5 sont des variables de
Poisson de paramétres respectifs A1 et Ay. Posons Z = X7 + Xo.
(a) Trouver la loi du couple (X2, Z) et celle de X5 sachant que [Z = z].
(b) En déduire E (X5 | [Z = 2]) et E(X2 | Z).
27. (% )Montrer que E [aY; +0Ys | X]| =aE[Y; | X]+bE[Y> | X].
28. (¥ )Soit X et Y deux variables indépendantes. Montrer que E (Y | X) =E(Y).
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29.

30.

é*Somme de n variables indépendantes (%% ) Soit X1, Xo,..., X, n variables aléatoires
indépendantes suivant toute la méme loi définie par :

vk e[Ln], P(X:=—1])=P(X,=1)=1/2

n
On note S, = Y X;. Montrer que :
i=1

Va >0, Vx>0, P([S,>ad])<e*E (")

éCalcul d’une covariance (% %) Soit (X,,), -, une suite de variables aléatoires indépen-

n
dantes suivant toutes une loi de Bernoulli de parameétre p. Soit Y,, = X, X,,41. On pose S,, = > X;
n 1=1
et V,=> Y.
i=1

(a) Calculer E (S,,), E(V,,), V(S,) et V(V,,).
(b) Calculer Cov (S, V).
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7 Variables a densité

1. éBensité, fonction de répartition, espérance (%) [ESCP] On considére une variable
aléatoire X dont une densité f est définie par :

z+1 si xzel-1,0]

f(z)= 002895 si xe0,7/2]

0 si x¢[-1,7/2]

(a) Verifier que f est bien une densité de probabilité.
(b) Déterminer la fonction de répartition de X.
(c) Calculer I’espérance de X.

2. Densité, fonction de répartition, moments (%% ) [ESCP] Soit X une variable aléatoire réelle
dont une densité f est donnée par :

1

fl@)=4 12
0 si x| <1

si x| >1

(a) Etudier les variations de f, donner une représentation graphique de cette fonction.

(b) Déterminer la fonction de répartition F' de X et donner également une représentation graphique
de cette fonction.

(¢) Etudier l'existence des moments de X.

3. ?ég:Espérance et antirépartition (k%) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R,
de densité f continue sur Ry, et de fonction de répartition F. On pose, pour tout réel x positif,
xT

ww%w@w.

(a) Montrer que : )
Vo e Ry, @(x):/ (1—F(t)dt — 2P ([X > z])
0

+oo
(b) On suppose dans cette question que I'intégrale / (1= F(t))dt converge.
0

i. Montrer que ¢ est croissante et majorée sur R puis en déduire que X a une espérance.

ii. Montrer que :
—+o0

Vz e Ry, 0§xP([X>x])§/ tf (¢)dt

x

iii. Etablir que :
+oo
E(X):/ P (X > ) dt
0

4. ?ég:Changement de variable quadratique (% )[ESCP] Soit X une variable aléatoire réelle
suivant la loi uniforme sur le segment [—1,2].

(a) Quelle est la loi de Y = X2 ?

(b) Déterminer 'espérance de Y.

5. ?ég:Changement de variable exponentiel (%) [ESCP] Soit X une variable aléatoire réelle
suivant une loi uniforme sur le segment [1,2]. Déterminer une densité de probabilité et la fonction
de répartition de la variable Y = exp (X2 —1).
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6. éLoi de variables extrémes (k%) [ESCP] Toutes les variables aléatoires considérées sont
définies sur le méme univers.

(a) Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre 1. Soit Z la variable
aléatoire définie par Z = —In X. Déterminer la loi de Z.

(b) On considére une suite (X,),~, de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi

exponentielle de parametre 1. On pose, pourn > 1,Y,, = 1<1Ik1£ (Xy)et Z, = sup (Xj)—Inn.
<k<n 1<k<n

i. Déterminer la loi de Y,,, son espérance et sa variance.

ii. Déterminer la fonction de répartition de Z,.

7. ééerartie entiére et partie décimale d’une variable a densité (k%) Soit X — e ()).

(a) Déterminer la loi de Y = | X | (partie entiere de X) et calculer E(Y).
(b) Déterminer la loi de Z = X — [ X | et calculer E(Z).
8. Soit X — N (0, ﬁ) . Soit @ > 0 et Y la variable aléatoire définie par Y = =X, Déterminer la
loi suivie par la variable aléatoire Y ainsi que son espérance.

9. Loi log-normale (%) Soit X < N (m, o). On pose Y = X calculer I'espérance et la variance
de Y.

10. ?ééfLoi normale et la loi du khi-deux (%) [ESCP] On rappelle qu’une variable aléatoire
X suit une loi gamma de paramétres b et v strictement positifs, notée T (b,v), si X est a valeurs

dans R, et admet pour densité sur R la fonction f définie par f(z) = I)F;(y) <%>U_l e’%.
On rappelle également que la somme de deux variables indépendantes suivant respectivement les lois
T (b,v1) et T'(b,va) suit la loi T (b,vy + va).
(a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi I' (b, ). Calculer 'espérance et la variance de X.
(b) Soit Xy et X5 deux variables indépendantes suivant la loi normale centrée réduite.
i. Quelle est la loi de X3 7
ii. Quelle est la loi suivie par Y = X? + X3 7
(c) Plus généralement soit X, Xo, ... X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
loi normale centrée réduite. On pose Y,, = X7 + X3 + - + X2.

i. Déterminer la loi de Y,,, son espérance et sa variance.
ii. Soit f,, une densité de Y,,. Donner une représentation graphique de fi, fa, fs.

11. Autour du produit de convolution (%% ) [ESCP] Soit Z et T deux variables aléatoires in-
dépendantes, suivant des lois exponentielles de paramétres respectifs « et 5 (avec « > 0, 5 > 0,

o # ).
(a) Déterminer la loi de Z + T.

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, de méme loi exponentielle de
parameétre A > 0.

i. Quelle est la loi de =Y ?
ii. Montrer que X — Y admet pour densité la fonction A définie par :

VeeR, h(z)= %e‘”’”‘

iii. En déduire la loi de | X — Y.

12. Loi d’un produit, loi d’un quotient (k% %) [ESCP] On considére la fonction f définie sur R
par :
1 .
— st xz>1
flay=9 7

0 si x<1
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(a) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable X.
(b) On note Y = In X. Déterminer la loi de Y, puis celle de —Y.
(¢) Soit X7, Xy deux variables indépendantes et de méme loi que X. On pose U = X;X5 et

X1
V—Xz.

i. A l'aide du 2., déterminer la loi de U, puis celle de V.

ii. Montrer que les variables aléatoires U, V/V, VUV admettent des espérances et les
calculer. En déduire que les variables U et V' ne sont pas indépendantes.

13. éLoi de Poisson et loi gamma (%% ) Soit X — P (A), A > 0. Notons Fx la fonction de
répartition de X.

(a) Montrer que :

[t
VneN, Fx(n)= —/ e Tandx
n! Jy
(b) Soit, pour n € N, Y,, une variable aléatoire absolument continue dont une densité f,, est donnée
par :
0 si <0
fn (CL’) = e~ T
si >0
n!

Veérifier que f,, est bien une densité de probabilité et que 'on a Fx (n) =P ([Y, > A]).

14. ?ég:“Mix discret-continu” (%) [ESCP] Soit n un entier naturel non nul. On considére X
une variable aléatoire exponentielle de parameétres 1 et Y une variable aléatoire binomiale B (n, 1/2) .
On suppose que X et Y sont indépendantes.

Montrer que la variable aléatoire Z = est & densité et déterminer sa densité.

Y+1
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8 Convergences et approximations

1. ?&é_ Convergence en probabilité vers une variable certaine (%) Soit (X,,), .~ une suite
de variables réelles vérifiant :
lim E(|X,|) =0
n—-+4oo

Montrer que la suite (Xy,), .~ converge en probabilité vers 0 quand n tend vers l'infini.

2. Convergence en probabilité vers une variable certaine (k%) Soit (f,) une suite de

fonctions définies par :

neNy

1
0 si |z] >n+ —
n
. 1
0 si —<|z|<n
n
fn (@) = 1
N si n<lz|<n+-—
n
g—\/ﬁ sinon

(a) Verifier que les f,, sont des densités de probabilité.

(b) Soit X, une variable réelle associée a la densité f,,. Montrer que la suite de variables (X5,),, o
converge en probabilité vers 0.

3. é Convergence en probabilité vers une variable certaine (%) Soit une suite de variables

n n
1
(Xn)pen 1-.d. centrées et de variance o2. On pose S,, = E X et T, = o E Sk, avec a > 3/2.
k=1 k=1
Montrer que (77,), - converge en probabilité vers 0.

4. Convergence en probabilité vers une variable certaine Soit une suite de variables (X,,),, cp-
centrées et de variance finies. On suppose qu’il existe une constante C' et un entier a tous deux
strictement positifs tels que, pour tout 3, j, la covariance entre X; et X; vérifie :

C

Cov (X;, X)) < ———
| OV( J)|—1+|Zij|

1 n
On pose S, = — Z X}. Montrer que la suite (S,),, - converge en probabilité vers 0.
n
k=1
5. Convergence en probabilité vers une variable certaine (¥) On considére une suite (Xy),, -
de variables aléatoires telle que X,, suit ma loi exponentielle de parameétre n, et on note Y,, =
cos (| X, | ), | X, | désigne la partie entiére de X,,.
(a) Déterminer la loi de la variable Y, et calculer E (Y3,) .
(b) Montrer que la suite (Y;,), .~ converge en probabilité vers la variable constante égale & 1.

6. Convergence en probabilité vers une variable certaine (%) Soit o un réel strictement
positif et n un entier naturel non nul, on note g,, la fonction définie sur R par :

2 2.2
gn () = % exp (%) si >0
gn () =0 si <0

(a) Montrer que g, est une densité de probabilité.

(b) Soit (Xp), e+ une suite de variables aléatoires continues définies sur un méme univers telles
que pour tout entier naturel non nul n, g, soit une densité de X,,. Montrer que :

Ve e R}, lim P([|X,]>¢])=0

Que peut-on en déduire ?
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7. é Convergence en probabilité vers une variable certaine (%) Soit (X,), - une
suite de variables aléatoires de Bernoulli, indépendantes, de méme parameétre p € |0,1[. Pour tout
entier naturel n non nul, on définit la variable aléatoire Y,, = 2X,, + X,,4+1 — X Xot1.

(a) Déterminer la loi de Y;,, calculer son espérance et sa variance en fonction de p.

n

1
(b) i. On note Z,, = — ZYk, calculer E (Z,,) .
"=
ii. Calculer Cov (Y;,Y;) pour 1 <i < j <n.
iii. Calculer V (Z,).

(c) Montrer que la suite (Zy,),, o+ converge en probabilité vers la variable certaine égale a 3p—p?.

8. Convergence en probabilité vers une variable certaine (%) Soit X une variable aléatoire
réelle & valeurs dans l'intervalle [1, +o00[ telle que P ([X >a]) = a™* (A > 0).

(a) Calculer une densité de la variable aléatoire Y = In X.

(b) Soit (Xp),,cn- une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de X. Soit

ne

n 1/n
T, = (H1 Xi> . Calculer la limite en probabilité de la suite (7},),, cp -

9. Convergence en probabilité vers une variable certaine (% %) Soit un couple de réels (a, b)
tel que a > 0et b >0 et f la fonction définie par :

0 si z<a
= 1 Tr—a
f (@) Ze_ b si x>a

(a) Vérifier que f est la densité d’une variable & densité X.
(b) Calculer 'espérance et la variance de X.

(c) Soit (Xy),cpn~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de X. On
pose Y;, = min (X1,...,X,,). Trouver la loi de Y, son espérance et sa variance.

(d) Montrer que (Y3,),cn- converge en probabilité vers a.
1 n n
(e) On pose Z, = - Z (X;i—Y,) et U, = ZXi' Calculer I'espérance de Z,, et la variance de
i=1 i=1
Z, en fonction de la covariance Cov (U,,Y,,). Montrer que 1113 V (Z,) = 0 et en déduire

que la suite (Z,), .- converge en probabilité vers b.

10. ?&é‘ Loi de Poisson et loi gamma — TCL (%%) [ESCP] On considére une suite (X;,),+;
de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilis¢ (Q, A, P), mutuellement
indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de paramétre 1.

n
Soit n € N*. On pose S, = > X;.
=

(2

(a) Quelle est la loi de S, ?
(b) Montrer que :

1 n
P ([S, >n]) = i), t"e " dt

et que :
“+o0
P ([S, <n]) = _t t" e tdt
" (’I’L - 1)' n

(c) En déduire que les suites de terme général P ([S,, > n]) et P ([S,, < n]) sont strictement crois-
santes, puis qu’elles sont convergentes.

(d) Calculer leur limite respective en appliquant a la suite (Xn)nZl le théoréme de la limite centrée.
(e) Que peut-on dire des suites de terme général P ([S, < n]) et P ([S, =n])?
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11. Relativisation (%) [ESCP] Dans cet exercice, f désigne une densité de probabilité. On suppose

+oo
que f est nulle sur |—o0,0[, continue sur [0, +oo[ et que l'intégrale impropre / xf (x)dx est
0

convergente.

(a) Un client se présente & un automate pour y effectuer un retrait d’argent. On suppose que
Iinstant d’arrivée X de ce client a partir d’'un instant initial 0 est une variable aléatoire de
loi uniforme sur I'intervalle ]0,¢], (ou ¢ est un réel strictement positif fixé), que ce client peut
utiliser le distributeur immédiatement, et qu’il se sert de cet automate pendant une durée
aléatoire Y, indépendante de X et qui admet pour densité f.

On note p; la probabilité que ce client soit encore en train d’utiliser 'appareil & I'instant ¢.

i

ii.

iii.

iv.

On note F' la fonction de répartition de la variable aléatoire Y et g une densité de la
variable aléatoire X 4 Y. Donner une expression de g (z) pour z compris entre 0 et ¢ en
fonction de F' (z) et de t.

En déduire que :

P([X+YSt])F(t)%/O 2 (2) d

Montrer que tP ([Y" > ¢]) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo.

En déduire que tp; admet une limite finie quand ¢ tend vers +oco (limite que 1’on interpré-
tera a l'aide de la variable Y).

Un hall contient un grand nombre d’automates. On se fixe un instant intial 0 et pour tout réel

t > 0, on note :

— C} la variable aléatoire égale au nombre de personnes se présentant & I'un des automates
entre les instants 0 et ¢

— Dy la variable aléatoire égale au nombre de personnes encore en train d’utiliser un automate
a l'instant t.

— On suppose que pour tout réel ¢ > 0, C; suit la loi de Poisson de parameétre At (avec A > 0
réel fixé) ;

— conditionnellement & [C; = n| la loi de D; est binomiale de parameétres n et p:, ceci pour
tout n € N, p; ayant la méme valeur que dans la question précédente.

i

ii.

Déterminer la loi de la variable aléatoire D;.

Montrer que la suite de variables aléatoires (D), converge en loi quand n tend vers
I'infini et préciser la loi limite ainsi que son espérance.

12. Convergence en loi (%)

(a) Montrer que pour tout n de N*, la fonction f,, définie par :

25/01/2014

fn(x):{ n+1)(1—a)" si z € (0,1]

0 sinon

est une densité de probabilité.

Soit Y;, = nX,, ou X,, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2, B, P) et
qui admet f,, pour densité.

Pour z € [0,7n], calculer P ([Y;, < z]). En déduire que la suite de variables (Y,),,q converge
en loi vers une variable suivant une loi exponentielle.

Montrer que pour tout n de N*, la fonction f,, définie par :

fn(x):{(()“Jrl)(nJr?)x(l—x)n zinon z €[0,1]

est une densité de probabilité.
Soit Y,, = nX,, ou X,, admet pour densité f,.
Pour z € [0,n], montrer que :

P([Y,<a])=1- (”:1x+1) (1_%)"“

En déduire que la suite de variables (Y},),, o converge en loi vers une variable dont on précisera
la loi.

PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14 CONVERGENCES ET APPROXIMATIONS — ENONCES Page 26/176

13. Convergence d’une suite de variables extrémes — Loi de Gumbel (%% %) [HEC] Sur un
méme espace probabilisé (€2, B,P), on considére une suite (X,,), - de variables aléatoires indé-
pendantes suivant toutes la loi exponentielle d’espérance égale a 1. Pour tout entier n strictement
positif, on pose U,, = e~*» et V,, = min (U1, Us, ..., U,) (ainsi, pour tout w dans €2, V,, (w) est le
plus petit des nombres (U (w),Usz (w),..., Uy, (w)).

(a) Donner, pour tout entier naturel n non nul, une densité de la variable M,,.

(b) i. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, M, posséde une espérance qu’on note
E (M,,) et prouver l'égalité :

n 1
E(Mn) = _X/O unil In (1 — u) du

1
ii. On pose, pour tout entier naturel k : I = / uFIn (1 — u) du. Déterminer, pour tout

0
entier naturel £ non nul, une relation de récurrence entre I et Ij_1.

iii. En déduire, que pour tout entier naturel n non nul, on a :
n
k=1

iv. Donner un équivalent simple de E (M,,) quand lentier naturel n tend vers l'infini.

E (Mn) =

> =
> =

(¢c) i. Veérifier que application f qui a tout réel = associe f (x) = e”* exp (—e~*) est une densité
de probabilité.

ii. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que la suite de variables aléatoires de
terme général AM,, — Inn converge en loi vers X.
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9 Estimations

1. Estimation d’une moyenne empirique (%% ) [HEC] Pour n € N*, soit n variables aléatoires
réelles indépendantes X7, ..., X,, définies sur un espace probabilisé (2, .4, P), de méme loi de Pois-
son de parameétre A > 0. On pose :

(a) Rappeler laloi de Y,, = n)/(:“ son espérance et sa variance. Quelle convergence peut-on établir

pour la suite (5(;) ?
nelN*

On cherche & évaluer P ([X = 0]) = e 4 I'aide d’une suite d’estimateurs (Z,,) convergeant
en un certain sens vers e > et telle que :

Vn e N*, E(Z,)=e?

(b) Une premiére idée est de poser Z,, = e~ . Que penser de ce choix ?

c 12 . N .. n \
(¢) Une autre idée consiste a choisir Z,, = — ou :
n

Ywe Q, K, (w)=Card{i, 1<i<mn, X;w)=0}

Déterminer la loi de K,,. Qu’en déduire pour la suite (Z,)?

2. ?&é‘ Estimation d’une variance [HEC] On considére une suite (X;), - de variables aléatoires
indépendantes et suivant toutes la loi normale de moyenne m et d’écart-type o. Soit, pour n entier

non nul,
X et T2=Y (X;—-X,)°
1 i=1

X, =

3=

7

(a) Quelle est la loi de X, ?
(b) Montrer que X,, est un estimateur sans biais et convergent de m.

. X1+ X . . -
(¢c) Soit Z, = % Montrer que Z,, est aussi un estimateur sans biais convergent de m. De

X, et Z, lequel est de plus petite variance ?
(d) Montrer que :
E(12) = SV (X~ )
i=1

(e) En déduire la valeur du réel a tel que S? = aT? soit un estimateur sans biais de o2.

3. ?&é‘ Estimation des parameétres d’une loi uniforme (%% ) [ESCP] On veut estimer les
parametres a et b de la loi uniforme sur [a, b] & aide d’un échantillon (X7, Xs,. .., X,,) de variables
indépendantes suivant cette loi.

(a) i. On pose S, = max{Xy, Xo,..., X, }. Déterminer la fonction de répartition de S, puis
sa densité et son espérance.

n(b—a)?

(n+2)(n+1)*
supposer a = 0 et b = 1 puis effectuer une transformation affine).

i. Montrer que la variance de S, est égale & V (S,,) = (On pourra d’abord

ii. .S, est-il un estimateur sans biais de b7
iii. Quelle est la limite de E (S,,) quand n tend vers l'infini ?
iv. Comparer E (S,,) et b. Que risque-t-on en général en estimant b par la réalisation de S, ?

(a) On pose I, = inf {X7, Xo,..., X,,} . Déterminer Pespérance de I, et sa limite quand n tend

vers l'infini. On admettra que :
V(I,)=V(Sn)
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(b) Exprimer a et b en fonction de E (I,,) et E(S,,).
En déduire des estimateurs A,, et B,, sans biais de a et b.

4. Estimations autour de la loi de Poisson (% %) [ESCP]

(a) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et pu. Quelle est la loi de X +Y 7
Soit X7, Xs, ..., X, n variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Poisson de
parameétre \. Quelle est la loi de la somme S,, de ces variables ?

(b) On désire estimer le parameétre A d’une loi de Poisson a ’aide d’un n— échantillon (X7, Xo, ..., X,,)
de variables indépendantes suivant cette loi. Vérifier que M,, = — est un estimateur sans biais
n
de A. Quelle est sa variance ?

(c) On cherche maintenant & estimer, a I’aide du méme échantillon, la probabilité e~%* de n’ob-
. . S,

server que des 0 au cours de ¢ expériences consécutives. On pose T,, = exp (q—") . Calculer
n

Pespérance E (T;,) de T,.

T,, est-il un estimateur sans biais de e~ ? Déterminer lirf E(T,).
n—-—+0oo
Calculer la variance V (T},) . T), est-il un estimateur convergent ?

(d) On admettra que la suite nulle est la seule suite (ay,),, de réel vérifiant :
—+o0
Ve eRy, Y apz*=0
k=0

Soit g (S,,) un estimateur sans biais de e~

i. Montrer que pour tout A > 0,

+§ nkg (k) )\k _ e(nfq))\
k! N
k=0

En déduire Pexpression du seul estimateur sans biais de e~%*, fonction de S,,.
ii. Est-il toujours judicieux de l'utiliser 7

iii. On supose ¢ petit devant n. Comparer T,, et ’estimateur trouvé en 1i.

5. Estimation d’une probabilité (s )[HEC] Afin de controler la qualité des produits a la sortie
d’une usine, on préléve un échantillon de n objets que 'on teste. Suivant les résultats du test, les
objets sont classés en deux catégories A et B uniquement.

On suppose que chaque objet a la probabilité p d’étre de la catégorie B et que les classements des
différents objets sont indépendants. Les variables aléatoires de cet exercices sont définies sur un
espace probabilisé (Q2, A, P).

(a) Question de Cours : Enoncer la loi faible des grands nombres.

(b) On note N, la variable aléatoire égale au nombre d’objets classés en B.
Quelle est la loi de N,, 7

Quelle est la limite de la probabilité P <[np —/np(1—p) <N, <np++/np(l-— p)D lorsque

n tend vers +oo ?

(¢) On distingue ensuite deux sous-catégories dans la catégorie B : By et Bo.
Soit M,, la variable aléatoire égale au nombre d’objets classés dans Bs. Quelle est la loi condi-
tionnelle de M,, sachant [N,, = k] ? En déduire la loi de M,,.
Pouvait-on prévoir le résultat ?

(d) Soit k € N*. On ne fixe plus la taille de ’échantillon mais on préléve des objets jusqu’a en
obtenir k£ de la catégorie B.
On suppose que le nombre des objets fabriqués est infini.

i. Soit T} la variable aléatoire égale au nombre d’objets qu’il a fallu prélever.
Déterminer la loi de T} ainsi que son espérance.
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ii. On définit les variables aléatoires U; pour 1 < i < k, par :

Uh=T, Upg=T2-T1, ..., Uy=Tk T
Quelles sont les lois suivies par les U; (1 < ¢ < k) ? Exprimer T}, en fonction de Uy, Us, . . ., U.
(On admet dans la suite que les variables Uy, Us, . . ., Uy sont indépendantes).

Déterminer la limite en probabilité de Ty /k lorsque k tend vers +oo.
iii. Comment les variables aléatoires Ty (k € IN*) peuvent-elles servir & estimer le parameétre
p?
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Deuxiéme partie

Corrections

10 Sommes produits et coefficients binomiaux

1. _’: Chercher le plus grand coefficient du développement de (1 + )" revient a étudier les variations
n Uk41

k

pour k € [0,n — 1] que l'on comparera & 1. Nous avons :

de la suite finie de coefficients binomiaux u = (< ) . Pour cela calculons le rapport
kelo,n]

n n!
Uk+1 k+1 7(k:+1)!(n—k—1)!7nfk

Uk n n! 7](3—1—1
k M (0 — )]

Ainsi nous avons 1’équivalence :
(’U,k:+1 >1> — (k:<n_1)
Ul 2

n —

1 . . .
est-il un entier 7 La réponse ne peut étre péremptoire dans

La question qui se pose alors est
la mesure ot nous ne connaissons pas la parité de n. Moralité une discussion s’impose selon cette
derniére.

u
- Sin=2p+1oupe N, alors kil

> 1 si, et seulement si k < p. Par conséquent la suite

p p+1
> 1 si, et seulement si? k <p—1 car /

25t =] =

2
>) croit strictement jusqu’a ( P ) puis décroit stricte-
k p

k
' 2 1 2 1
((21)1: 1))k croit strictement jusqu’a ( Pt > = < Pt ) puis décroit strictement.
Uk+1
U

— Sin=2poupeN, alors

2p

Par conséquent la suite (( A

ment.

) @

¥~ Par la formule du binéme de Newton nous avons :

:(1)’“ (Z) R (Z)

k= k=p+1

i (-1)" <Z) —0" =0

k=0

Par conséquent nous obtenons la relation :

S =2 ()

k=0 k=p+1

soit encore par la formule du triangle de Pascal :

e ()= 2 e (1) (5)
autrement dit :

;@’:g:(_l)k (Z) _ Z (-1 (nk1)+ Z ()" <Z_i>

0 k=p+1 k=p+1
n n 1 n—1 n 1
k - k -
- -y e () ez e ()
k=p+1 k=p

par décalage d’indice dans la derniére somme
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Finalement :

3. (a) Nous avons :

Pour n =0:

Selon (1) et (2) :

(b) Nous avons :

25/01/2014

Sa

e (") 2 e ()

“ 50
k=0

par décalage d’indice

n—1 n—1
B ()
k=0

= nz(l+2)""

S1=0

Vn >0, S =n2n1

k=0
ék(kn (Z) +§k<z>
ik(kl) (Z) +;k<z> avec n > 2
én(n—l) (Z_;) +§n<2_1>
n(n—l)kZZ (2_5) +nk:1 (Z‘ )
3 !
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|52:n(n+1)2"*2 avecn22|

|Pourn:O:52:Oetpourn:1:52:1‘

(¢) Nous avons :

&

et :

(d) 'S Tout d’abord commencons par écrire pour tout n € N et pour tout k € [0,n] :

1 1
:/ tm—i—kdt
m+k+1 0

ainsi :

1 n
/ (—1)F n) Tt
0 = k

e

par linéarité de l'intégrale

I Il
c\ c\.
= =
4~
3 M:
3 —
M
N =
> 3
TN N—
~
3
&

k=0
1
= /tm(l—t)”dt
0
nlm!
Sy = —
T nm4 1)

Ce résultat est admis pour le moment (c’est la fonction béta d’Euler appliqué a (n + 1, m + 1)).

4. (a) Nous avons :
S 2n+1 n 2n+1
-@- 2n+1 - 2n+1 2n+1
S1+ _Z 1 = kZ:O 1 + Z 1

k=n+1
B Qil <2n+1)
k=0 &
— 22n+1 (3)
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Or :

Selon (3) et (4) :

Conclusion :

(b) @ Introduisons la somme S} =

et :

Sy 4 S5

”@532 -8 =

Selon (5) et (6) :

(¢) Nous avons :

25/01/2014

TR -

k=n+1

j=0
en posant j =n — 1
= 5 (4)
251 — 22n+1
[(n—1)/2] n
2k+1pn—2k—1 .
Z (Qk N 1>a b . Nous avons alors :
k=0
n [(n—1)/2]
2k 1n—2k 2k+13n—2k—1
(Qk)“ D <2k+1)“ b
0 k=0
Z’) akbn—k
0
+b)" (5)
n L(n— 1)/2J
2kin—2k g2k H1pn—2k—1
<2k>“ b <2k 1> b
n L(n 1)/2J 2k+1
2k: n—2k o n—2k—1
<2k> (. ZE: <2k 1> b
n 2k k L(n 1/2J 2k+1
_ n—2 _ n—2k—1
<2k> a7V 2 <2k+1) b
(6)

a+b)"+

(b—a)"

g =

2

PROBABILITES
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Z P 2k<2k:>

1 & omn

— >

1 2k(2 >, n>1
k=1
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Avec d’une part pour n > 2 :

k=0 k=0

et :

n—1 n—2 n—1
@ 2n — 2 2n — 2 2n — 2 2k 2n — 2 2k+1 on—2
- = ~1 ~1 = =

Z 2k 2k+1 Z 2k (=1) Z 2k +1 (=1) 0 0
k=0 k=0 0 0

ainsi :

k=0
et :
k=0 2k k=0 2k +1 k=0 2k k=0 2kl
ainsi :

— Moralité pour n > 2 :

i 2n

S, = 2

>k (o)

k=0
n(2n—1) 5, 3 | Moon 2
—_— 22" —2°"

2 * 2

1

= " (2°") (2n +1)

S0 =n(2n+1)42]

— Pourn=1:
S, = S
i 2n
_ 2
- ()
k=0
1
— Zk2 (22k)
k=0
S, =1
— Pour n=0:

5. :@: Nous avons pour tous couples d’entiers naturels (p, q) tels que 1 < p < g et pour tout entier k
appartenant a {1,...,p}:
1 (p\ _ p! " El (g —k)!
a\ \k)  Kk'(p—k)! q
k
_ o (g=k)
(p—k)! q!
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St - Emte)

k

1=q—p

- @(q_P'i‘l)

b

selon la formule du triangle de Pascal généralisé

Finalement :

6. Pour n un entier naturel non nul remarquons que :

. LnE/%J - (272:)

k=0

:1 L(n=1)/2] n
BVA : : _ k41 )
¥ Introduisons pour n entier non nul, 7' = E i ( ok + 1) alors :

S+T§(i)k (Z) = (1+i)"

et :
WAy ey
S-T = > (=) <2k:>+ >, () <2k+1>

k=0 k=0
n n

Ee
k=0 k

T

selon la formule du binéme
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Ainsi en additionnant les expressions de S + T et S — T nous obtenons que :

(1+49)"+(1—14)"
2

S:

et comme :
1—9)"=(1+49)"
(en rappelant que Vz € C, ¥n € N*, (2)" = (z7)) alors :

S:—((;“) ) Re((1+)")
avec |1 44| = /2, Arg(141) = %1 donc :

(1+9)" =22 et Arg((1+9)") = ”TZT

(car Vz € C, ¥n € N*, |27 = |2|" et Arg (2") = nArgz [27]).
Conclusion :

S = 2% cos (%)

[n/3]
7. Soit n un entier naturel non nul et différent de 1. Calculons T = Z ( Bnk)
k=0

’\ Pour cela introduisons :

=nyfa) n=2)/3)
v="> (3k+1> o V=), (3k+2>

k=0 k=0

D’autre part pour tout z € C et pour tout n € Ny :

s, usl =23l

14" — 3k 3k+1 3k+2

(1+2) 2 <3k>z * kz <3k+1>z N g 3k +2)°
(-

k=0
. s, .
_ 3k 3k 2 3k
= 2 <3k>z tE ) <3k+1>z DD <3k+2)z
k=0 k=0 k=0

'\ C’est & ce moment 1a que 'on pense a introduire les racines cubiques de ’unité :

) 2in o —2ir
1, j=e€e3 et j4=e 3

car I'avantage dans ce cas est que pour ces trois nombres z3* = 1 ce qui nous permettra d’avoir
directement acceés & T (et aussi & U et V si on nous le demandait).
Pour z =11l est clair que :

T+U+V=2"

D’autre part pour z = j cela donne :
(144" =T+ U+ 5°V
Enfin pour pour z = j2 = j nous obtenons :

(1+5°)" =T+ U +jV
_": \ 4 Sachant enfin que 1+ j + j2 = 0, la somme des trois derniéres équations nous donne que :
1 ) .
T = 3 [2”+(1+3)"+ (1+32)"}

= VL ]

I Argument principal de 1+ 4 appartenant a |—m; 7] .
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Finalement : ) )
T3 [2" +2(=1)" cos (%)]

Remarque : nous aurions pu aussi écrire que

1 3
1ei = 1L, V3,
+ 2+21

1

S SNES
2 2
i

= 63

alors : ‘
(1+5)"+ (1+%)" =2Re (e%) = 2cos <n_37r>

ce qui nous aurait donné une autre écriture de T' a savoir :

2™ 4+ 2 cos (n_w)
T — 3

2
n—1
. Soit m un entier naturel non nul et (a,b) un couple de réels. Calculons A = > cos(a+ kb) et
k=0

B = Z ( ) cos (a + kb) . Bien que les sommes soient présentées dans une seule et méme question

nous ne les combinerons pas ensemble pour les calculer.

@ L’astuce méga-classique consiste a dire que :
n—1 e
— Re <Z ez(a+kb)) — Re <eza Z ezkb)
k=0 k=0

B=Re <e (@) eikb)

k=0

et :

— Commencons par B qui ne pose absolument aucun probléme! Par la formule du binéme de
Newton :

B = Re <em (1 + eib)n>
= @ Re (e eMZLb (e% + e%>n)
= Re <6i<a+%b> (2 cos (g))”)

Conclusion :

25/01/2014
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— Terminons par A.
— Tout d’abord si b = 0[27] alors :

n—1
A=cosa ), 1 =mncosa
k=0

— Sib#£0[27]:

A = Re<ia§(eib)k>

k=0

) 1— einb
= Rele | —
1— e
somme géométrique de raison différente de 1
inb —inb inb
e 2 —e 2
—ib b
2 —e?2

= i@:Re eial

oS wl

(& €

~ Re ei(aJr%(nfl)) —2isin (42)
B —2isin (
par Euler

A cos(at b))
(a+t-13)

3
S

[S[S )
~—

Conclusion :

9. D’évidence :

10.

($1++xp)n:($1++$p)($1++$p) N ($1++$p)
ce qui nous fait constater que le développement nous donne une somme de produits du type
P
o ah? x - xap® avec Y. ng = n. L’exhaustivité nous améne donc & dénombrer tous les p—uplets
k=1
(n1,...,np) de [0,n]]P de puissances possibles. La résolution trés simple nous améne au probléme
des annagrammes d’un mots de n lettres constitué de ny lettres Iy, no lettres Iy, ... et n, lettres
l,. Alorsily a:

Y (M=N1) o Ly (P T n! (n—n1)! %< e ny! n!
n1 n2 n T nil(n—n1)! nal(n—nq1—mn2)! np!0! T nyplng!xexnp!
P 1! 1)! na! 1—n2)! p!0! 1na! p!

P
mots possibles, soit autant de produits du type z7'zh? x - -+ X z,” avec Y. ng = n. D’ou :
k=1

n! n
(14 +x,)" = _ L ,?
p | 11 P
nil...ny!
n1,...,npEN

ni+--+np=n

(a) Les indices ¢ et j vérifient les inégalités suivantes : 0 < ¢ < j <n. D’ou :

nJ
S1=> > aij
i=0i=0

J

(b) Les indices i et j vérifient :

0<i<n
0<j<n—i
0<i<n

= 1<n—j
0<j=<n

— 0 <¢ < min(n,n—j)
0<j<n
0<i<n—j
0<7<n
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alors :

n n—j
Sa= 2 ) aij
§=0i=0
(c) Les indices i et j sont tels que :
0<i1<n
isjs<m
0<i<n
— { i<y
0<7<m
0 < ¢ < min(n,j)
{ 0<j<m

Comme n < m nous devons établir une discussion du fait que nous ne pouvons chiffrer
directement min (n,j) qui vaut j (resp. n) si j < n (resp. n < j). Ainsi si j < n, alors
0<i<jetsij>mnalors0<i<ndounous allons constituer une partition de I’ensemble
E={(i,j) € [0,n] x [0,m] | i < j} en deux cellules qui sont respectivement :

By ={(i,4) € [0,n] x [0,m] | i <j <n}

et :
Ey = {(i,j) €[0,n] x [0,m] |i <jetn<j}

= {(3,7) € [0,n] x [0,m] | n < j}

avec :
EiWE,=FE
Finalement :
Ss=2 2 aij+ 2 ) aij
j=01i=0 j=n+1i=0

11. (a) Nous avons :

S =

1 (n@m+D)\ nm4+1)2n+1)
() +

)

6
D’ou :
1
S = ﬁn(3n+1)(n+2)(n+1)
(b) Nous avons :
Sy = Z min (17]) = Z min (17])
1<i,j<n j=li=1
— Sii<j:min(sj) =1.
— Sii>j:min(i,j5) = .
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Par suite il vient le "découpage de la somme" suivant :

Sy = iiﬂriZJ

j=1li=1 =27

j=1 1=2
oG+ i)
= 2Tyt
j=1 i=1
1o, 1o, 1o, 1o
= = + = + = v — = 7
a2 Ta it N Ty
= 34
j=1
Soit donc :
g (n+1)2n+1)
> 6
¢. Pour n > 1, nous avons :
i
S3 = -
1<igien 1Y
= _— )
_ jij0+w
j202(]+1)
12 .
= 3 J
2 2
Finalement :
n(n+1)
S =
s 4

12. Pour tout couple (n,p) € (]N*)2 , notons A, ,, la quantité a refermer. :@: En développant le produit :

App = Sili+1)...(i+p—1)
1

.
Il

(i+p—1)

< (i—1)!

pl(i+p—1)!
pl(i—1)!

NgE

.
Il

Il

s
Il
—

==

2 (17
A )

i=p
en posant j =1+p—1

Puis par la formule du triangle de Pascal généralisé :

n—+p
A, ., =7l
P p<p+1)

YLOTOTOT0T
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11 Correction dénombrement

1. Pour bien comprendre ce qui se passe, imaginons ce qui se serait passé si les boules avaient été
discernables. Prenons ’exemple de trois boules numérotées dans trois urnes discernables, cela nous
donnerait 8 répartitions

(287 [12[3] [B]2]) [3]1] [1[2] [2[13] [3112] [[125]

Une distribution correspond & une application de I’ensemble des boules dans ’ensemble des urnes.
Jamais le mot “application” n’a mieux porté son nom puisque 'image d’une boule est 'urne dans
laquelle elle va se placer. Notez que 'ordre des boules au sein d’'une méme urne n’a absolument
aucune importance.
Maintenant si les boules sont indiscernables nous ne pouvons distinguer les cas numéro 2, 3,4 et
5,6,7. Cela donne :

[e0e | | (oo o] [0]ee]| [ [0ee]
_’: C’est pourquoi pour nous faciliter la tache nous faire correspondre a chaque répartition un
quadruplet constitué de “0” et des “|” de la fagon suivante :

000 00/0 0|00  |000

Mettons en place 'explication “littéraire” de ce que l'on appelle le codage de Bose-Enstein. Voici
ce que je vous propose : effectuons le dénombrement de chaque disposition en instaurant un codage
binaire avec des “0” et des “|”. Pour cela on écrit en ligne autant de “0” que I'on place de boules
dans la premiére urne (événetuellement vide), puis un “|” pour signaler que l'on passe a 1'urne
suivante et ainsi de suite. On obtient ainsi une succession de m + n — 1 signes, constitués de m “0”
et n—1 “” dont ’ordre compte. On devra donc dénombrer des (m + n — 1) —listes d’¢léments
de 'ensemble {“0”, “| 7} comportant exactement m “0” et n—1 “|”. Le probléme se rameéne a celui
des anagrammes d’un mot (cf. cours) de m+n — 1 lettres comportant exactement m “O” et n—1
“I”. Cela nous donne :

(m+mn-—1)
m! (n—1)!

-1
= (m tn > dispositions possibles
m

2. Tout d’abord signalons qu'un chemin reliant les points A et C' est de longueur 2n + 2n = 4n
constitué de 2n pas horizontaux “H” et 2n verticaux “V”. Cela nous améne & dénombrer le nombre

de 4n—listes d’éléments de ensemble {“H”, “V”} comportant exactement 2n “H” et 2n “V”. _’:
Cela nous raméne encore au probléme des anagrammes d’un mot de 4n lettres comportant

exactement 2n “H” et 2n “V”. Cela nous donne :

(4n)! <4n

2n)l(2n) ~ \2n

> chemins possibles

Chaque chemin passant par le milieu M du carré est 'association d’un chemin entre A et M de
: 7% 2 gl . BRI 2n R
longueur 2n comportant n pas horizontaux “H” et n verticaux “V” (il y en a par le méme
n
raisonnement qu’auparavant) et d'un chemin entre M et C' de longueur 2n entre A et M comportant
: : . 2n : .
n pas horizontaux “H” et n verticaux “V” (il y en a ( ) aussi). Par le lemme des bergers il
n

vient qu’il y a :

2
2n

( ) chemins possibles passant par le milieu du carré
n

3. On souhaite déterminer le nombre d’ensembles de la forme {Aj, Ao, ..., A, } tels que :

— pour tout k € [1,n], Ay est un sous-ensemble de E de cardinal p;
— pour tout (k,j) € [1,n]? tel que k # j, Aj, et A; sont disjoints.
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— la réunion disjointe des ensembles A, (k € [1,n]) nous donne E.

n
Commengons par tenir compte de 'ordre. Pour choisir Ay, il y a ( p) possibilités, puis pour
p

(n—

1
)p> possibilités. En poursuivant ainsi jusqu’a A,,, on constate qu’il y

("))

possibilités. Cette expression se simplifie, en explicitant les coefficients binomiaux :

choisir Ay, il y a (

No_ () (n=Vp)t @ pl _ (np)!
pH((n—1)p)!p! ((n—2)p)! plpt plol— (ph)"
Comme on ne tient pas compte de ordre (car on veut choisir un ensemble de la forme { A1, Aa, ..., A, }
et non pas un n—uplet (A, As, ..., A,), N représente n! fois le nombre cherché. Le nombre de
partitions cherché est donc :
(np)!
n! (ph)"

4. (a) En reprenant le méme raisonnement qu’a l’exercice précédent, on a :

15
( . > chemins possibles

sachant qu'un chemin entre A et B est une 15—liste d’éléments de {“H”, “V”} comportant
exactement 7 “H” et 8 “V”.

(b) Dans cette question on demande de dénombre I’ensemble suivant :

{(nl,ng,...,ng)€]N8|n1+n2+~-+ng:8}

Q"

¥ Répondre & cette question peut se faire en reprenant le codage de Bose-Einstein décrit
au premier exercice. En 'appliquant a notre question nous pouvons assimiler un élément de
Pensemble & un remplissage de 8 boules indiscernables ((générant 8 “0”) dans 8 urnes discer-
nables par leur numéro (générant 7 cloisons mobiles chacune symbolisée par “|”). Cela nous
raméne a dénombrer le nombre de 15—listes de ’ensemble {“0”, “ | ”} comportant exactement
8 “0” et 7 “/”. Cela donne aussi :

(175 ) solutions possibles

5. (a) La phrase de ’énoncé : “On ne tient compte, dans l’évaluation du nombre de dispositions
possibles que de 'appartenance a une équipe” doit vous faire penser au fait que 'on ne distingue
pas l'identité des personnes & l'intérieur d’une équipe, mais qu’on le fait lorsque 'on passe
d’une équipe & une autre. Ce n’est donc pas le probléme du rangement de n boules
identiques dans p urnes distinctes mais celui du nombre des anagrammes d’un mot de
n lettres possédant n lettres [y, ng lettres ls, ... n, lettres [,. On a donc :

|
' ' dispositions possibles
ni:...NMyp:

Je vous engage, plus que vivement, & savoir retrouver ce résultat !
NB : Les lettres I1,...,l, jouent le rdle des équipes.

(b) %S On écrit que :

($1++ij)n:($1++l‘p)xX(l‘1++l’p)

n fois
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6. (a)

25/01/2014

En développant le membre de droite on s’appercoit que ’on obtient une somme de produits

P

de la forme a7 ... 2" tels que > n; = n obtenus autant de fois qu’il y a de dispositions en
i=1

ligne de n objets x; provenant des p équipes z1,...,%1,...,Zp,..., T, (les x; représentent les

ny fois np fois

individus) soit :

n n—mn, n—ng—-—Np_1 n!
X X ... X = —
n1 ng np nyl..onp!
choix des choix des choix des
) . ng personnes np personnes
ni personnes saine 2 P
équipe 1 équipe équipe p

C’est la formule des anagrammes. D’ou le résultat :

n!
sy €N nil...np!
ni+--+np=n

(14 +ap)" =

n!

7’Ll! . np!

(hors-programme).
— On retrouve bien la formule du binéme de Newton lorsque p = 2.
@ Placer les n personnes autour d’une table ronde revient a les placer en ligne & partir
d’une place choisie arbitrairement, (en tournant par exemple dans le sens des aiguilles d’une
montre) avec la correction suivante : si on tourne d’un ou plusieurs crans une disposition, on
en obtient une nouvelle qui doit étre considérée comme identique & la précédente. Le nombre
N recherché vérifie donc :

— La quantité s’écrit aussi ( > et s’appelle coefficient multinomial

niy,...,Nyp

n!
nN=———
nil...np!
d’ou :
n—1)!
1)
nyl...np!
i. L’ensemble Y (n,p) est un ensemble d’entiers naturels, donc positifs, dont la somme est

égale a n. Par conséquent chaque entier ny est largement compris entre 1 et n ce qui
entraine que Y (n,p) est inclus dans le produit cartésien [1,n]]? qui est un ensemble fini
d’apres le cours. En conclusion :

| >~ (n,p) est un ensemble ﬁni|

ii. Nous avons Y. (n,1) = {n} et :
S(n,1)=1

D’autre part > (n,2) = {(nl,ng) € (N? | ny +ny = n} Nous voici donc en présence
d’une équation & deux inconnues admettant une infinité de solutions qui sont les couples
de la forme (k,n — k) avec k € [1,n — 1] en ayant posé comme paramétre, ou inconnue
auxiliaire, ny = k. Le nombre de tels couples étant égal au cardinal de Pensemble [1,n—1]
il vient que :

S (n,2) = card ({(k:,n—k:) e (N*)’ | ke[l,n—1] etnﬁxé}) =n-—1

Enfin trivialement > (n,n) = {(1,1,...,1)} et donc :

S(n,n)=1
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iii. En faisant varier la valeur de 7,41 (que nous noterons k) de 1 4 n—1 nous avons 1’égalité :
D(npt1)= U {(n1,....np) € (NP | my + g+ + 1y =1k}

D’ou par propriété du cardinal, disjonction oblige :

n—1
S(n,p+1)= anrd({(nl,...,np) e (N |ni4+no+---4+n,=n—k})
k=1

p
Or > n; > p ce qui induit que si n — k < p,
i=1

{(n1,....np) e NV [n1+no+--+ny=n—k} =0

de cardinal nul, donc :

n—p »
S(n,p+1)= anrd({ (T} )E(N*)p|2ni:n—k})+0
i=1

Enfin pour chaque k fixé dans I'ensemble [1,n — p],

card ({(nl,...,np) e (IN*) | én :n—k}> — S(n—kp)

nous obtenons finalement :

S(np+1)= % S kp) = :fsu@,p)

iv. A la vue des premiéres questions nous pouvons conjecturer que pour tout entier p non nul

. n— )
et tout entier n > p, fixé, S (n,p) = ( 1). Démontrons-le par une récurrence finie sur
=

p € [Ln].
— Initialisation pour p = 1.
—1
Nous avons déja vu auparavant que S (n,1) =1 et " 0 =1

— Hérédité : p — p + 1. Supposons que pour tout p de [1,n — 1], la proposition soit

k-1
vérifiée, & savoir que pour tout entier p de [1,n — 1] nous avons S (k,p) = ( 1).
p—

-1
Montrons alors que S (n,p+ 1) = (n > Or pour tout entier n > p+ 1, nous avons :
p

n—1
S(n,p+1) > S(k,p)

-1

-1

k=

D
1—1 ki
> (;

2 6o)

EL
k=p—1 pP= 1
par décalage d’indice

B (n - 1)
p
par le triangle de Pascal généralisé

Ainsi la proposition est vraie pour tout entier p < n ol n est un entier naturel non nul
fixé.
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n
(b) La traduction formelle de cette question consiste & déterminer le cardinal de ’'ensemble H-J > (n,p).
p=1
En effet méme si le texte vous parait vague en ne vous donnant pas la longueur des listes en jeu,
il faut savoir que la somme mettant des entiers non nuls en jeu, U'entier n, fixé, est au minimum
égal & p, ce qui impose les valeurs des bornes de la somme. Ce ne sont pas les champions de
France de la sommation qui vont avoir peur de :

card(L—lj Z(n,p)) = pélcard(z (n,p))

p=1
= > S(np)
p=1

par définition
7 n n— 1
= (-1
. (n 1)
=\ P
Soit d’aprés la formule du binéme de Newton :

card (H—J > (n,p)) =2n-1

p=1

33
_

3

7. Ce probléme des dérangements doit vous faire au probléeme des “danseurs de Chicago” dans

le cas ol aucun couple ne danse ensemble. @ Vous avez surement le souvenir que dénombrer
directement ’ensemble est trés difficile pour ne pas dire plus et qu’il vaut mieux, par conséquent,
en dénombrer le complémentaire. Pour cela introduisons pour tout k de {1,...,n}, Fj ensemble
des permutations de {1,...,n} telles que k soit un point fixe. Ainsi 'ensemble & dénombrer est
FiNF,N...NF, dont le complémentaire est F; UF,U...UF, par une loi de Morgan. Les unions
n’étant pas disjointes, la formule du crible va venir a notre secours pour donner :

n
card(FLUFRU...UF,) = (=1)F! Y card(F, N...NEF;,)
k=1

1<i < <ip<n

avec card (F;, N...NF;,) = 1% x (n — k)! puisque les k points fixes ne peuvent avoir qu'une seule
image par o, a savoir eux-méme, et il reste & dénombrer le nombre de permutations de I’ensemble
{1,...,n} —{d1,...,49x} constitué de n — k éléments. Par suite :

DY (k)

1<i1 < <ik<n

D m-k X1

1<i1 < <ig<n

(~1) " (n - k)!(Z)

k—1 1!
(=1) T

M=

card(FiUFU...UF,) =

>
Il
—

I
NgE

=
Il
—

I
M=

>
Il
—

|
M=

>
Il
—

En conclusion comme l'univers Q2 est formé de toutes les permutations de 'ensemble {1,...,n}:

card(ﬁﬁﬁﬂ...ﬁﬁ) = card () —card (F;UFU...UF,)

n k—
= n!n!z(lk—)'1
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C’est la formule des dérangements.

\ 4 Retenez que ’emploi de la formule est évitable sauf dans la gestion
du probléme des rencontres.

8. Ilya (n) maniéres de choisir une partie {1, s, ...,z,} d’éléments de l'intervalle [1, n]] de cardinal

n, et il n’y a qu’'une seule maniére de les ranger dans l'ordre strictement croissant. Le lemme des
bergers permettant de conclure!

card ({(z1,22,...,2p) E NP |1 <2y <22 < - - <1zp <n}) = <Z)

9. On va établir une bijection entre ’ensemble des suites strictement croissantes noté A,,, & savoir :
A, ={(z1,29,...,2p) ENP |1 <2y <22 < -+ <zp <}
et ’ensemble des suites croissantes :

B, ={(z1,22,...,2p) e NP |1 <23 <25 <--- <z, <n}

Q-

%~ Pour cela introduisons :

A B, — An-l—p—l
(1,22, ., Zjy ooy p) — (1,22 +1,. ., +0—1,...,2,+p—1)

et montrons que I'application A est bien définie et bijective.
Il nous faut démontrer que si (z1,...,x,) € By, alors A(z1,...,2p) € Apyp_1.
Notons A (z1,...,zp) = (l1,...,1,) et montrons que (I1,...,l,) € A,1+,—1 & savoir montrons que :

1<h<bh<---<lp<n+p-1
» Tout d’abord nous avons pour chaque entier i € [1,p], 1 < z; < n donc a fortiori :
Vie[l,p], 1<a;+i—1<n+p-1

» D’autre part pour chaque entier ¢ € [1,p — 1] nous avons par définition de By, ; < z;41 et
comme ¢ — 1 < 7 on obtient que x; + 4% — 1 < x;41 + ¢ autrement dit :

Vi € [[1,])7 1]], li <liga

Les deux vérifications nous assurent que A (z1,...,zp) € Apqp—1 et application A est bien
définie.

\ 4 Rappelons d’autre part que :

Proposition Soit f: E — F. Il y a équivalence entre :
(1) L’application est bijective ;
(2) Il existe une application g : G — FE telle que go f =1dg et fog=1dp.

L’expression de la réciproque de A est facile & obtenir puisque pour tout i € [1,p], l; = z; +i —1
est équivalent & pour tout 7 € [[1,p], z; =1; — i + 1 ainsi si on note © 'application réciproque de
A nous avons :

O: An-l—p—l - B,
(X1, T2y oy Xy ey Tp) — (1,22 — 1, ..,z —i+1,...,2p, —p+1)
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Une démonstration exactement similaire a la question précédente nous montre que © est bien définie,
et il ne nous reste plus qu’a démontrer qu’elle est bijective autrement dit que © o A =1dp,, et que
AoO©=1Ida,,, -
Soit (z1,...,2p) € By :

(@0 A)(z1,...,2p) = O(A(z1,...,2p))
O (z1,z0+1,. ..,z +i—1,...,2p+p—1)
(1, (e +1) =1, (i +i—1)—i+1,....(xp+p—1)—p+1)

= (361,562,...,$i,...,$p)

De méme soit (z1,...,2p) € Antp_1:
(A0O)(z1,...,2p) = A(O(z1,...,2p))
A(xy,z2—1,. .2, —i+1,...,2p —p+1)
= (x1,(@e—1+1,...,(x;—i+1)+i—-1,...,(zp—p+1)+p—1)

= (21,%2,. ., Tiy...,Tp)

En conclusion I’application A est bijective et ©® = A~! avec :

A An+p—1 I By,
(1,22, .., Ziy ..y xp) +— (z1,22—1,. .., —i+1,...,2,—p+1)

Comme nous venons de démontrer que les ensembles B,, et A, ,_1 sont équipotents (i.e. il existe
une bijection appliquée entre les deux ensembles) nous avons :

card (B,,) = card (Ap4p-1) = (n +£ a 1)

soit encore :

-1
card ({(z1,22,...,2p) ENP |1 <z <29 <--- <zp <nm}) = (p+n >
p
10. Soit n un entier naturel non nul et A1, ..., A, n ensembles finis, alors la réunion des ensembles Ay,

k € [1,n] est un ensemble fini avec :

card ( Cj Ak) =
k=1

Au fait vous étes-vous posé une fois la question de savoir combien y a-t-il de termes dans le second
membres 7 Voici la réponse : pour commencer signalons que card (4;, N...N A;,) est indé-

(- Y card(4;,N...NAy)

1<ii <<t <n

bl
s

pendants des indices ij,...,%; et pour chaque entier k fixé dans 'ensemble [1,n] il y a (Z

suites strictement croissantes d’entiers compris entre 1 et n. Par conséquent le nombre demandé

2()-20) ()=

11. (a) Un tirage est une combinaison (choix non ordonné) de p boules prises parmi les n au départ,
il y a donc :

<n> tirages possibles
p

(b) i. Un tel tirage est une combinaison (choix non ordonné) de p boules prises dans 1’ensemble
des numeéros favorables [1,k], il y a donc pour p <k <n:

k
(p) tirages possibles

Sinon il n’y en a pas!
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ii. Un tel tirage est une combinaison (choix non ordonné) de p — 1 boules prises dans

k —

1
l’ensemble des numéros favorables [1,k—1] ( b 1) choix), a laquelle on rajoute 'unique

numéro k (un seul choix) il y a donc, par le lemme des bergers, pour p <k <n:

k—1
( ) tirages possibles
p—1

iii. R Introduisons Py ([1, n]) 'ensemble de toutes les parties de [1,n] qui soient de cardinal
p et pour tout k de [p,n] I'ensemble :

Poi ([1,n]) = {{bl,...,bp} € P, ([1,n]) x (b;) = k}

| ma
1<i<p
avec :

cand (P (D) = (1)

Deés lors il est clair que la famille (Pp,x ([1,7])),¢[,, ) constitue une partition de Py, ([1,n]) .
Ainsi : 7

card (P, ([L.n])) = 3 card (P ([L.n])

S(20-()

k=p

Autrement dit :

(¢) i Un tel tirage est une partie ordonnée (ou arrangement) de p éléments pris parmi n, soit :

| AP tirages possibles|

ii. Un tel tirage est I’association de 'unique boule 2 mise en premiére position (un seul choix)
et d’un arrangement et de p — 1 boules prises parmi n — 1 (on retire la boule 2). Il y a
donc, par le lemme des bergers :

AP~! tirages possibles

(d) i Un tel tirage est une p—liste de [1,n], il y a donc :

| nP tirages possibles |

ii. Tout d’abord mentionnons que si p = 1, il n’existe pas de tels tirages. Supposons donc que
p > 2, nous devons trouver :

card ({(b1,...,bp) € [1,n]? | b1 < byp})

Or nous avons 'union disjointe suivante :

n—1 n
{(bl,...,bp) € ﬂl,nﬂp |b1 <:bp} = hﬂ hj {(k,bz,...,bp_l,i) S ﬂl,nﬂp}
k=1 i=k+1

avec pour k et ¢ fixés :
card ({(k, ba, ..., by—1,i) € [1,n]"}) = card ({(bs,...,bp—1) € [1,n]"7%}) = nP~2
Doncily a:
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12. (a)

13. (a)

25/01/2014

nP~l(n—1)

> tirages possibles

ili. Le cardinal demandé est celui de ’ensemble :
{(n1,...,np) € [L,n]? | n14+n2+---+n, =p+2}

En reprenant le résultat de ’exercice 6 avec n =p+ 2 :

1 1
card ({(n1,...,np) € [L,n]P | ny +no+---+np, =p+2}) = (ijl) %

(c’est le cardinal de Sj,12,). Maintenant je vous vois venir me disant comment peut-on
répondre sans avoir déja fait l’exercice 67 La réponse est simple. :@: Vous pensez trés
fort au codage d’Einstein et de Bose, en assimilant le probléme au rangement de
p + 2 boules indiscernables dans p urnes numérotées de 1 & p, donc discernables, qui
engendrent respectivement p+2 70” et p— 17 | 7. Ceci a bien été expliqué dans l’exercice

1
1 et donne le résultat (p + 1) tant espéré!
p—

iv. Tout d’abord commencgons par choisir les deux seuls numéros i et j qui apparaissent

exactement. [l y a possibilités. Ensuite, il nous faut dénombrer les p—listes d’éléments

n
2
pris dans 'ensemble {7, j} en éliminant les deux extrémes cas (4,...,4) et (j,...,7); nous
avons 2P — 2 possibilités. Il ne reste plus qu’a rendre visite aux bergers des montagnes

crétoises nous affirmant qu’il y a :

(Z) (29 —2) =n(n—1) (27! — 1) possibilités

La question nous demande de dénombrer le nombre d’applications f de X vers Y dont le

cardinal de ’ensemble image est égal a k. :@: Pour cela on “découpe” I’ensemble de départ X
en k parties non vides (k fixé dans [1,n]), non nécessairement de méme cardinal, de maniére

a former une partition de X ( choix), et en sachant que tous les éléments d’une méme

n
k
partie auront le méme singleton image dans Y qu’il faudra choisir. Cela revient a construire une
application injective entre un ensemble de départ de cardinal k£ et un d’arrivée de cardinal

m, soit AX = mZE choix. Par le lemme des berger :

card({f: X =Y |card f (X) = k}) = {Z}mﬁ

Soit F (X,Y) Pensemble des applications de X vers Y. Il est est bien connu que son cardinal
vaut m™ et que d’autre part il est la réunion disjointe des ensembles {f : X — Y | card (f (X)) = k}
ou k parcourt ensemble [1,n], car en faisant varier exhaustivement la valeur du cardinal de

Im f on obtiendra toutes les applications possibles de X vers Y. Par conséquent :

card (F (X,Y)) = él card ({f : X — Y | card (f (X)) = k})

soit donc :

mt = i{:}mﬁ

k=1

Sans commentaire particulier, c’est du cours ...
<n>
p
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(b)

14. (a)

25/01/2014

Notons :

S:{(A,B)E(P(E))2|A0B:(Z), AUB:E}

et introduisons :
T ke [0.7], Sk ={(A,B) € (P(E)?|card(4) =k, ANB=0et AUB =F}
La famillle (Sk) ke[0n] constitue une partition de S avec pour tout entier k de [0, n],
card (Sy) = (Z) x 1

car A est une partie de E possédant k éléments et B = A est unique. Ainsi, selon la formule

du binéme de Newton :
card (S) = Z (Z) = 2"

k=0

Soit :
T= {(A,B) e (P(E)?|Ac B}

et introduisons :

Ay

W vkelon], Ti= [(A4,B) € (P(E)? | card (B) = k et AC B}
Alors pour tout & de [0, n],
card (Sy) = (Z) 2k

car A € P(B) et B € Pr(E) ou Py (E) est 'ensemble des parties de E possédant k élé-
ments. Comme la famille (7}) ke[o,n] constitue une partition de T, il vient, selon le bindéme

de Newton :
card (T) = Y (Z) 9k — gn
k=0

Soit :
U= {(A,B,C) e(PE)|ACBC c}

Introduisons :
D vkelon], U= {(A,B,0) € (P(B)* |cardC = ket AC B C}

Alors selon 3.

card (Uy,) = (Z) 3k

car C € Py (E) et pour C fixé, il y a 3* facons de choisir A et B tels que A C B avec
B c C. Comme la famille (Uy) keo,n] Constitue une partition de U, alors selon le bindme

de Newton :
" /n
card (U) = 3k = 4n
©=3 ()

Tout d’abord signalons que les éléments de F sont choisis au hasard (équiprobabilité) et donc
I'univers €2 sera muni de la probabilité uniforme. Nous avons :

Q=P(E)xP(E)
(P'univers est ’ensemble des couples de parties de F), alors :

card (Q) = (2")° = 4"
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25/01/2014

:@: Pour déterminer card ({(A7 B)eP (E)2 | A C B}) introduisons pour tout k € [0, n],
I, = {(AvB) € 7’(E)2 | AC Bet card (B) = k}

La famille (Ik);c[o,,) constitue une partition de Iensemble {(A,B) eP(E)?|AC B} et
par propriété du cardinal :

card ({(4,B) e P(B)’ | AC B}) = 5 card (I,)
=0

k

Pour chaque & de [0,7n] nous avons :

Vk € [0,n], card (I;) = (Z) 9k

car B € Py (F) (ensemble de tous les sous-ensembles de E de cardinal k) et A € P(E), le
lemme des bergers permettant de conclure. En conclusion :

P(ACB]) = %ki:_o (Z)zk - (g)

Pour k € [[0,n], calculons la probabilité que P ([card (A N B) = k]) . Pour fixer les idées, com-
mencons par la construction de A dont nous fixerons la valeur du cardinal & ¢ ou 4 est fixé dans

lensemble {k,...,n} (( > possibilités). Puis pour terminer la construction avec 1’ensemble
i

i
B, nous devrons choisir k éléments de A (<k) possibilités). Une fois ces éléments de 'inter-

section choisis, 'ensemble B devra étre complété par une partie de £ — B éventuellement vide
(277" possibilités) . Le lemme des bergers nous donne donc pour chaque entier k € [0, 7],

card (card (AN B) = k) = i (7) <IZ€) i

par le bindéme de Newton

Conclusion :

wemn == (o) (3 ()
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card (AN B) — B (n, i)

Enorme non ? Mais pas étonnant du tout, car finalement dénomber le nombre d’éléments de
AN B cest effectuer une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme
parameétre 1/4, puisque les ensembles A et B générent quatre atomes (voir la définition dans
le “poster” traitant des tribus). Il y a donc une chance sur quatre pour chaque élément de E
de se situer dans lintersection, par équiprobabilités des atomes. Est-ce bien clair ¢

(¢) Tout d’abord remarquons que la variable card (A N B) admet une espérance en tant que va-
riable discréte finie, et selon le cours :

E (card (AN B)) = g

(d) Lorsque le couple (A, B) parcourt le produit cartésien (P (E))?, la variable aléatoire card (A N B)
prend ses valeurs dans 'ensemble [0, n]. En notant pour tout k € [[0,n], Pensemble :

o {(A,B) € P(E)? | card (AN B) = k}

Nous avons donc :

S = ) kcard (Cy)
k=0

" Y\ n—k
= ];)k(k)?) k
n n -
= I;%:(k)?) b

car le premier terme est nul

En conslusion par la formule du bindme de Newton :

(e) NousavonsT = > kcard (T}) avec pour tout entier k de [0,n], Ty, = {A € P(E) | card A = k}
k=0

de cardinal (Z) Ainsi :

~

I
(]
B
P
> 3

£
Il
=)

I
(3=
Enl
VR
> 3
N ~—

>
Il
<

I
3
INANE
N
> 3
(.
— =

I
3
ko
l
o
7N
3
|
—

1T

Conclusion :
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Enfin :
> card(AUB) = > card (A)+ > card (B)— > card (AN B)
(A,B)e(P(E))? (A,B)e(P(E))? (A,B)e(P(E))? (A,B)e(P(E))?

soit encore :
U=2 > card (A) — S
(A,B)e(P(E))?

2 ¥ > card(4) - S
A€EP(E) BEP(E)

= 2 Y card(4) 1-5
AeP(E) BEP(E)
= 2x2" 5 card(4) -5
AEP(E)
= 2"tT -3

Conclusion :

U =nd™ —n4n—1 = 3pqn—1

YIOTOTOT0 T
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12 Calcul de probabilités

1. Pour répondre a cette question nous devons donner un triplet constitué de I'univers des issues de

Pexpérience, la tribu des événements (intéressants) associée a ’expérience, et d’une probabilité sur
cette tribu.
Dans notre cas Q@ = {1,...,6}, A = P(Q) (d’aprés le cours puisque I'univers est fini, et enfin
en supposant sans peine que les issues proviennent du seul hasard nous muniront 'univers de la
probabilité uniforme et tout calcul de probabilité se fera en utilisant la relation de Laplace (nombre
de cas favorables divisé par le nombre total de cas).

2. Pour commencer, supposons que P (AN B)P (Z N F) =P (A N E) P (Z N B) alors nous avons :
P(ANB)(1-P(AUB))=(P(A)—P(ANB))(P(B)—P(ANDB))
ou encore par la formule du crible :
PANB)(1-P(A)—-P(B)+P(ANnB)) = PAPDB) -PAPANB)
—~P(B)P(ANB)+P(ANB)?
en développement :
P(ANB)—P(ANB)P(A) —P(AOB)P(B)—i—P(AﬁB)2 = P(APB)-PAP(ANB)
—~P(B)P(ANB)+P(ANB)’

et en simplifiant :
P(ANB)=P((A)P(B)

d’ou A et B sont indépendants. o
Réciproquement supposons que A et B soient indépendants alors nous savons que A et B, A et B
et A et B restent indépendants et d’évidence :

P(A)P(B)P (A)P (B) =P (A)P (B)P (A)P(B)

soit encore : L o o
P(ANB)P(ANB) =P (ANB)P (ANB)
L’équivalence est démontreée.

3. Nous avons, par croissance de P :

ANBCA 0<P(ANB)<P(A)
{AchB {0<P(AmB)<P(B)

et en multipliant membre & membre tous les termes étant positifs :

(P(ANB))* <P(4)P(B)

4. Tout d’abord comme :
ACAUB=P(A) <P(AUB)

la probabilité P (A U B) est non nulle et les deux probabilités conditionnelles proposées ont un sens.
Par définition :
P((ANB)U(AUB))
P((AuB))
P(ANDB)
P(AUB)

Paup (AN B)

d’autre part :
1 1

(AUB) =P (4)

car application  — 1/x est strictement décroissante sur ]0, 1] et en multipliant membre & membre
par P(ANB)>0:

P(4) SP(AUB) = 5

P (AN B)
P(AUDB)

P (ANB)
P (4)

<
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Conclusion, par définition

P(ANB)
WSPA(AQB)

5. Tout d’abord signalons que nous avons 1’équivalence :
PAPB)#A0 < P(A)#£0 e P(B)#0
donc les probabilités conditionnelles ont toutes un sens et nous avons par définition de Pp :

P (ANB)

Pr(A)>P(A) = 5

> P (A)

En multipliant membre & membre par P (B) > 0:
P(AnB)>P(A)P(B)

ou encore :
P (AN B)
P (4)

et par définition d’une probabilité conditionnelle :

>P(B) car P(A) >0

[Pa(B)>P(B)]

6. (a) Nous avons :

P(ANB)=P(A)-P(ANB) (7)
e P(ANB)<P(B)= -P(ANB) > -P (B) (8)
Selon (7) et (8) le résultat est prouve.

(b) Montrons par récurrence sur n € N* :
V(Al,...,An) e A", P(AlﬂﬂAn) ZP(Al) — Z P(A_k)
k=2

— Pourn=10naP(4;) > P (A1) ce qui est toujours vrai.
— Supposons que pour n fix¢ dans IN* la proposition est vérifiée.
— Nous avons :

P(AN...NAp1) = P((A1N...NA)N A1)
= P(AN...NA,)—P((AiN...NAy) NApt)

v

I%AQ—é;P@H)—P«ANLHOAQOZ;D

selon 'hypothése

Or comme (Al n...N An) n An+1 C A7L+1 alors P ((Al n...N An) n A7L+1) S P (A7L+1)
donc :

-P ((Al n...N An) N An+1) > —-P ‘An+1)
et :

P (A1 N...0 Any1)

v

ngiépﬁa—meg

n+1

> P(A)- k§2P (4%)

La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence
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()

7. (a)

(b)

25/01/2014

Nous avons :
(BnC)cA = P(BnC)<P(4

et par Morgan :
1-PBUC)<1-P(4)

par la formule du crible :
1-P(B)-P(C)+P(BNC)<1-P(4)

et en réordonnant :
PA<PB)+P(C)—-P(BNO)

et comme P (BNC)>0:

|P(4)<P(B)+P(C)]

Nous avons :

P(AAC) = P((AUC)—(ANCQ))
par définition
= PAUC)-P((AUC)N(ANC))
= P(AUC)-P(ANCQC)

Selon la formule du crible :

|P(AAC) =P (4)+P(C) - 2P (ANC)]

Nous avons les inégalités équivalentes suivantes :
P (AAC) <P (AAB)+ P (BAC)
PA+PIC)-2PANC)<PA)+P(B)—2P(ANB)
+P(B)+P(C)-2P(BNC)
—2P(ANC)<P(B)-2P(ANB)+P(B)—-2P(BNC)
2P(ANB)+2P(BNC) <2P(B)+2P(ANC)
PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

Pour terminer il suffit de prouver que cette derniére inégalité est vraie. Comme (AN B) U
(BNC) C B nous avouns :
P((ANB)U(BNC)) <P (B)

soit par la formule du crible :
P(AnB)+P(BNC)-P(ANnBNC)<P(B)

ou encore :
PANB)+P(BNC)<P(B)+P(ANBNQC) 9)

Enfin comme (ANBNC) C (ANC) nous avons :
P(ANnBNC)<P(ANC)

d’ou selon (9) :
P(ANnB)+P(BNC)<P(B)+P(ANC)

Le travail sera achevé lorsque nous dirons qu’ayant raisonné par équivalences successives, en
remontant, l'inégalité de départ est bien véridique.

Montrons par récurrence sur n € N*, que :

P(iL:LJlAi)>;ZL:1P(Ai)— > P(Ain4y)

1<i<j<n

— Pourn=10naP(4;) > P (A1) ce qui est toujours vrai.
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— Supposons que pour n fixé dans IN* la proposition est vérifiée.
Or :

P(AU...UAp1) = P((A1U...UA,)UApir)

— P(AU...UA)+P(A,1) - P (([} Ai) mAn+1>

— P(AU...UA) +P (A1) P ([j (4; N An+1)>

par distributivité de N sur U

:ZlP(Ai)* > P(AimAj)+P(An+l)P<O (AimAnH))

1<i<j<n i=1

Y

selon 'hypothése

Comme selon Boole :
P (U (4 mAnH)) <3S P(A N Au)
i=1 i=1

alors :

-P <CJ (Az N An+1)) > — ilP (Al ﬂAn+1)

=1

et en "injectant" ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que :

n+1 n
P(Alu...UAn+1) > ZP(Al)f Z P(AzﬂAj)sz(AlﬂAnJrl)
i=1 1<i<j<n i=1
n+1
> Y PA)- > P(ANA4)
i=1 1<i<j<n+1

en regroupant les deux derniéres sommes

‘ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence |

(b) Montrons par récurrence sur n € N*, que :

P(‘QAZ-)<§P(AZ-)— S O PANA)+ Y P(ANANA

1<i<j<n 1<i<j<k<n

— Pourn=1o0naP(4;) <P (A1) ce qui est toujours vrai.
— Supposons que pour n fixé dans IN* la proposition est vérifiée.
Or :

P(A1U...UAny) = P((A1U...UA)UAn)
— P(Alu...UAn)JrP(AnH)—P((CJAi)mAnH)
=1

par la formule du crible

= P(AlU...UAn)+P(A7L+1)—P<U (AiﬂAnH))

i=1

S

par distributivité de N sur U
PA)- Y PANA)+ > P(A;,NA;NA)
i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

L P(A,,)—P (Q (AN An+1>>

IN

selon 'hypothése

Comme selon la premiére question :

P (U (A; N An+1)> >3 PANA)— Y PANANA)
i=1 i=1

1<i<j<n
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alors :

-P (U (A; N Anﬂ)) <=>PANA )+ Y PANANAG)
=1

i=1 1<i<j<n

et en “injectant” ce résultat dans la derniére inégalité, nous obtenons que :

n+1 n
P(AU...UA) < S PA)— Y PANA)-SP(ANAL)
i=1 1<i<j<n i=1
+ Z P(AiﬂAjﬂAk)+ Z P(AiﬂAjﬂAn+1)
1<i<j<k<n 1<i<j<n

n+1

< YPUA) - Y PANA)+ Y P(ANANA)
i=1 1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1

en regroupant les quatre derniéres sommes deux & deux.

‘ La proposition est transmissible et donc héréditaire selon le premier principe de récurrence |

9. Nous supposerons, car rien n’est dit dans le texte, que n > 2 (la relation n’ayant aucun intérét pour
n=1).

P (kr"_)l Ak> = 1-P (k[_le_k)

n

Y)Y P(@nn.ndy)

k=1 1<ip < <ix<n

par la formule du crible

T ST > (1-P(A;, U...UA,))

k=1 1<i1 < <ig<n
par Morgan

1%(1)’“( 3 (1 > P(Ailu...UAik)>>

1<i; < <ip<n 1<i1 << <n

1(%(1)’” > 1>+i(1)’“ > P(A;, U...UA;,)

k=1 1<iy<-<ip<n k=1 1<iy < <ix<n

S O35 ) E VA S JURUNNINYS

k=1 1<i1 < <ip<n
= 1+ E)PM+E X DY Y P4, UL U4y,
k=1 k=1 1<ip < <ig<n
= 1+ (Z(l)’“ (Z) - 1) +Y DY P4, UL U4y
k=0 k=1 1<ip <<t <n
= 1+0"=D+> (D" > P(4,U...U4;)
k=1 1<ip < <ip<n

par la formule du binome de Newton

Finalement :

P(ﬁ Ak) S (DY P4, U.. U4,
k=1 k=1

1<i < <ip<n

—_ - n
10. Montrons que pour n > 1, P (E NA;N...NA,) <exp ( P (AZ)) )

Par indépendance des événements :

P(A4NA4N...NA,) = [1P (&)

x>
Il
—
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11.

Or par convexité de la fonction exp sur R, nous pouvons affirmer que :
V>0, e*>1—=x
Ainsi pour tout entier k allant de 1 a n :
0<1-P(A) <exp(—P (4y))

Comme tous les termes en jeu dans ces inégalités sont positifs, il vient que :

[T (1—P(4) < IT exp (—P (43))
k=1 k=1

soit encore par propriété élémentaire de la fonction exp et linéarité de la somme :

fl 0-P a0 <en (-3

k=1

P <Ak>>

k=1

Par conséquent :

P (A NnA;N...NA,) <exp<—ij(Ak))

k=1

Nous savons d’aprés le corollaire du théoréme de la limite monotone que :

+o0o n
p(m An) lim p(m Ak)
n=1 n—+oo k=1

P(ﬁ;@)zl—P(QBﬁ)

avec selon 'inégalité de Boole :

Or d’aprés Morgan :

donc :

et :

,_.
|
av,
/~
Cs
&
~——
\V
—_
|
M=
lav!
N
.

> 1= (1-P(4)

> 1= (-1

> 1

Enfin comme culturellement P ( N Ak> <1, alors :
k=1

lim P((ﬁ Ak> —1
k=1

n—-+4oo

et le résultat est prouvé.
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12.

13.

Montrons que P ( N ( U Ak)> = 0 (résultat tres classique).

n=1

+00 +oo
Constatons que la suite d’événements ( U Ak.) est décroissante car Vn > 1, |J (4x) C
k=n n>1 k=n+1

+o0
U (Ag) donc d’apres le théoréme de la limite monotone :

k=n
(1 (T) - mr (0

Enfin comme la série > P (A,) converge, nous pouvons utiliser 'inégalité de Boole pour le
n>1
cas infini disant que :

+00 +oo
P(Ua)< S (10)
k=n k=n
cette derniére somme représentant le reste d’ordre n—1 de la série convergente de la série de terme
général P (A,). D’aprés le cours d’analyse on sait que hm Z P (A;) = 0 et le théoréme de
n—
prolongement des inégalités appliqué a I'inégalité (10) donne que :

+o0o “+oo
lim P<U Ak> < lim Y P(4) =0

n—-4o00 k=n n—-4o00 k=n

Le théoréme d’encadrement nous assure que hm P ( U Ak) = 0 soit donc :

n—-+oo

DR

Introduisons pour tout entier naturel n non nul les événements :

— Jy :“on n’obtient pas de pile au cours des n premiers lancers de la piéce” ;
— F,, :“on obtient face au n®™¢ lancer de la piece” ;

— J :“on n’obtient jamais de pile au cours des lancers de la piece”.
+oo

Alors nous avons J = () J, avec pour tout entier naturel n non nul, J, = ﬂ Fj, ou la suite
n=1 k=1

(Jn)pen- est strictement décroissante, car Vn € N, J,, 11 C J,,. Donc selon le théoréme de

la limite monotone :

P(J) — P(ﬁan)

n=1

= lim P (J,)
n—oo
OrvneN*, P(J,) = < N Fk> ol les événements Fj, sont clairement mutuellement indépen-
dants, donc pour tout entier naturel non nul 7 :
n
P(J,) = P (Fy)
k=1
1
k=1

avec lim (1/2)" =0 car |1/2| < 1, et . Par conséquent :

P(J)=0

Ce qui parait logique!

25/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14 CALCUL DE PROBABILITES — CORRECTION Page 61/176

[

14. (a) Introduisons la famille (Uk)yepr o, 00t pour tout k de [1,2], Uy désigne I'événement : “on
effectue les deux tirages dans 'urne numéro k” avec P (Uy) = 1/2. Cette famille constitue un
sytéme complet d’événements de probabilités non nulles, et selon la formule des probabilités
totales :

1
P (N)) = P, (N1) P (U1) + P, (N) P (U) = 5 (nlﬁ ot nznj bz)

Enfin :

|P(N2) :P(Nl)‘

par symétrie des roles joués par les événements. Maintenant si vous n’étes pas convaincus vous
pouvez toujours écrire que :

Ny = (N2lemUl)b‘J(NQQBlmUl)b‘J(NQlemUQ)b‘J(NQQBlmUQ)
(N2 N (NN U)W (B NUL))) (NN (N1 N Uz) ) (B1 N U)))
= (V2N (U1 (V1N B1)))W(N2 1 (U2l (N1 B1)))
T/ T/
= (NaNUp)lH (N2 NTU2)

(b) Comme P (N7) # 0, par définition Py, (Nz) = ﬂ%l ou selon la formule des probabi-

lités totales :

Py, (Nt N N2) P (Uy) + Py, (N1 N Na) P (Us)
P (N1)
%(<n1”;b1)2+<n2”;b2>2>
1 nq + na )
2\ ni+b1 " na+bs
n% (nz + 52)2 + n% (n1 + b1)2
(n2 + n1by) (ng + ba)? + (03 + nabs) (1 + by)?

PNl (N2) =

En conclusion :

PN1 (N2) =

n% (nz + 52)2 + n% (n1 + b1)2
(n2 + nyby) (n2 + bo)® + (02 + naby) (ny + by)?

(¢) Nous avons Nj et N indépendants si, et seulement si :
P (N1 N Ny) =P (N;)P(N2)

ce qui donne les égalités équivalentes successives suivantes :

2 2 2
1 ny n ng 1 ny n N2
2 n1 + by ng + b 4 ny + by ng + b

(o)
ni1 + by ng + by
bony —bing
(bl + nl) (bz + ’ng) o

n_ na
by bo

ce qui parait assez logique!

15. Notons pour tout entier naturel non nul k les événements suivants :
— P, : “obtenir pile au £°™° lancer” ;
— F}, : “obtenir face au k*™¢ lancer” ;
— Agg : “le premier pile arrive au 2k°™¢ lancer” ;
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— A: “obtenir pile au bout d’'un nombre pair de lancers”.
Il est clair que la famille (Ag), o constitue une partition de A donc :

Pm>=é§Pmm

par o — additivité de P

+oo
= P(Flszm...mFQkflmPQk)
k=1
sy 2k—1
= S [PE)PTP (Pu)
k=1

par indépendance des évenements de méme probabilité

+o00 1 2k-—11
= 2.13) @
k=1
N 2
k=1
N 4
k=1
série géométrique de raison 1/4
avec |1/4] <1
1
47 1-1/4
1
P(A)=-
(4) = 5

16. Notons pour tout entier naturel k € [1,n] les événements suivants :
— U : “I'urne numéro k a été choisie au hasard” ;
— By : “on a obtenu une boule portant le numéro k”.
On demande de calculer P (By) pour k fixé dans [1,n].
La famille (Uy) ke[ln] constitue un systéme complet d’événements de probabilités non nulles
(égales & 1/n). Ainsi selon la formule des probabilités totales :

wa=§?mwa@>

Or si k > i, nous avons Py, (Bg) = 0 car 'urne U; posséde des boules numérotées de 1 a i. D’ou

Vk e [1,n] :
k—1 n
P(By) = > Pu, (Br)P(Ui)+ > Pu, (By) P(U;)
i=1 =k
= > Py, (By)P(U))
i—k
B n ll
- p n
Conclusion :

Vk € [[1,71]], P(Bk):%il_

2
i=k

17. (a) Notons les événements :

— pour tout entier k de [1,2], U : “on tire dans 'urne U” ;
— pour tout entier naturel non nul 4, B; I’événement : “on tire une boule blanche au '°™°
tirage”.
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La famille (Uy,Us) constitue un systéme complet d’événements de probabilités non
nulles, et selon la formule des probabilités totales :

. 1 b b
Vn € N*, P(B,) =Py, (B,) P (Uy)+Py, (B,)P (U:) = 5 <n1 ibl + nzjb2>

Toujours selon la formule des probabilités totales Vn € IN* :

P (;ﬁ Bk) — Py, (;ﬁ Bk) P (U,) + Py, (ﬁBk) P () = % ((nlbibl)" + (n2b+2b2

)

Tous les tirages se faisant, & urne déterminée, avec remise, les résultats sont indépendants.

(b) On demande la valeur de P(ﬂn Bk) (Bn+1) avec P < N Bk) # 0. Par définition d’une
k=1 k=1

probabilité conditionnelle :

Pﬂ::1 By (Bn-i-l) - kil - 1 by n by n
P(m)  al(mw) )

Conclusion :
bl n+1 b2 n+1
J’_
<n1+b1) <n2+b2)
ﬂ By 1 n 2
= n1 + by na + by
18. (a) Pour que tous les numéros tirés soient inférieurs ou égaux a k, il faut et il suffit de tirer les
n numéros dans Pensemble [1, kJavec n < k. Nous avons Q0 = P, (U) ou U est I’ensemble

de toutes les boules de I'urne. Comme les boules sont tirées au hasard, {2 sera muni de la
probabilité uniforme. Ainsi :

1 k
_ 1 <n<
N (n) si 0<n<k
\VlkE[[l,N]], Pk = n
0 si n>k

(b) Cette fois-ci les m — 1 numéros doivent étre pris dans [1,k — 1] et 'on complétera avec le
numéro k. Ainsi :

1X<k—1>
n—1 .
————2 51 1<n<k
\V’kE[[l,N]], qr = N
n
0 si n>koun=20

NB : la différence entre les deux questions est que dans la premiére question le plus grand des
numéros n’est pas obligatoirement k.

(¢) Introduisons pour tout entier k de [n, N], Ey ’ensemble de tous les tirages tels que le plus
grand des numéros soit égal a k. Et soit E' I’ensemble de tous les tirages possibles de n boules
prises simultanément parmi N, c’est tout simplement 'univers 2. Il est clair que la famille

N
(Ek)pen,n] constitue une partition de E et E = |4 Ey d’ou :

P(E)=P(Q) =1

d’ou :
N

,§<—fv)(i_i>1

n
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et finalement :

(- ()

19. Introduisons pour tout ¢ de 'ensemble {1,2,3} les événements suivants :

— D; : “le i'®™¢ article tiré est défectueux” ;
— L; : “le ™€ lot est choisi”.

On demande alors Pp, (D) en supposant & priori que P (D;) # 0. Par définition :

P (Dl n DQ)

PDI (D2) = P (Dl)

avec selon la formule des probabilités totales associée & (L, Lo, L3) systéme complet d’événe-
ments de probabilités non nulles :

3
P(DiNDy) = > P(DiNDyN L)
=1

3
= ZP(LZ)P[” (Dl)PLiﬂD1 (Dg)
=1

selon la "FPC" avec P (D; N L;) #0, Vi € [1,3]

1S n; n; —1
— - ) « 7
3;<ni+mi ni+mi1>

D’autre part :

3 1 n
P(Dy)=)>) P(L;)Pr, (D) =<2 !
(D) = R P ()P (D) = 5 )

et :

3

> (it h )
X

‘~\n;+m; n;+m; —1

Pp, (D;) = = 5

n;
—' n; +m;

i=

Il n’y a aucune simplification possible, car cela voudrait dire qu'un rapport de sommes est égal a
la somme des rapports ce qui est une horreur totale!

20. (a) Notons les événements :

— pour tout entier k de [0, N], U : “on tire dans 'urne Uy” ;

— pour tout entier naturel non nul i, R; ’événement : “on tire une boule rouge au i'*™¢ tirage”.
n
On demande de calculer P ( ﬁ (Rn+1) en supposant a priori que P ( N Rk.) # 0. Alors
Rk) k=1
1

k=
par définition :

(i) Er(fn)ro
SO (A ) S (A e

en appliquant deux fois la formule des probabilités totales ou (U;) icfo,N] st un systéme
complet d’événement de probabilités non nulles égales a ﬁ Nous obtenons :

(7))
(%)
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Conclusion :
N i\t
. ()
(Mo, ) Bt =30 57
> ()

(b) Nous avons :

lim P( n Rk) (Rn+1) =1

n—-+co k=1
car : N_1 i
N L n41 1+ _ (i)n
X)) rals
N L n N-1 i\"
S Y ()

avec quand 4 parcourt [1, N — 1],

)
—|<1letd :
N‘ et donc

i n+1 i n
o <N> = o <N> =0

N-1 i n+1 N-1 i n
lim <—> = lim (—) =0
n—-+oo =0 N n—-4o0o = N

(nous sommes en présence d’une somme finie de termes de limites nulles).
Nous avons :

ce qui entraine que :

n+1
lim P/~n Rpi1) = ——
N—1>I-r‘rloo ( k=1 R’“) ( +1) n+2
car : ~ 11
it 1T N i \"
>3 ¥x(y)
i=0 _ i=0
Yoot 1N i\
>H) wx()
i=0 =0

n+1

et selon le théoréme de Darboux-Riemann? appliqué respectivement a z — z etax— "

fonctions continues sur [0, 1], nous pouvons écrire que :

1N i\ 1 1 1 X /" 1 1
lim E — n+lg t li 2 : ng
NlﬂmNiO(N> /Ox v n+ 2 ¢ NlﬂooN, (N> /Ox v n+1

D’autre part :

n+1
n—+ 2

J\}i—{nooP( ::1 Rk) (Rn+1) -

21. (a) Nous avons vu en classe que conjecturer la formule a partir de quelques exemples chiffrés
s’avérait extrémement difficile. C’est pour cela nous avons eu l'idée d’introduire une suite
(un),>; définie par pour tout n > 1, u,, = P (Nay,), Nay, étant I'événement : “la partie dure
au moins 2n lancers”, et essayons de trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite.
Notons toutefois que Na,, est réalisé si et seulement si il y a eu autant de piles que de faces
lors des 2n premiers lancers sans qu’il y ait eu lors de tirages intermédiaures deux piles de plus
que de faces et inversement. Introduisons pour tout k > 1 les événements Py (resp. Fy) :“le
k®me tirage donne pile (resp. face)”. Ainsi pour tout entier naturel n non nul :

P (Nopi2) = P ((Nop N Popi1 N Fapyo) ] (N N Fappr N Popga))
= P (Non N Popg1 N Fonya) + P (Nop N Fopgr N Popgo)

2Voir le cours sur le calcul intégral.
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par o — additivité de P

= P (N2n) P (Pony1) P (Fani2) + P (N2p) P (Fony1) P (Pant2)
par indépendance des événements

= 2p(1—p)P(N2n)

Ainsi la suite (P (Nay)),,~; est géométrique de raison 2p (1 —p) qui est différente de 1 et
meéme strictement inférieure a 1 en valeur absolue car on sait par coeur que z (1 — z) € [0,1/4]
quand z € [0,1]. D’ou pour chaque n > 1:

P(Nay) = (2p(1—p)" P (M)
par indépendance des événements
= @2p(1—p)" P (PN Fy)Y(FLNP))
= @p(1-p)" " (P(PNF)+P(FNP)
par 0 — additivité de P
= (2p(1-p)" " 2p(1-p)

Finalement :

Vn>1, P(Ny)=(2p(1-p)"

(b) Notons les événements G :“la personne gagne” et pour tout n > 1, G, : “la personne gagne a
+00
’issue d’un nombre pair de lancers”. Nous avons clairement G = 4 Ga, avec pour tout n > 1,

n=1
Go, = Nop_o N Poy,,_1 N Py, alors par o—additivité de P et indépendance des événements :
+oo
n=1
400
= Z P (GZn)
n=1

+o00
= Y P(NopoNPoy_1NPay)

n=1

= —i_g.olp(N27L_2)P(P27L—1)P(P2n)
= )
= Y (@p-p)" ' p’

n=1
série géométrique convergente

1-2p(1—p)

Conclusion :

LOToToToX
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13 Variables aléatoires discrétes
1. Soit n € N* et 8 un nombre réel. Comme X est une variable aléatoire & valeurs dans [0, n] alors

VEk € [0,n], P ([X =k]) > 0 ce qui équivaut & 8 > 0 et méme 8 > 0 sinon toutes les probabilités
seraient nulles. D’autre part :

1 n+1
= — =1
(6 g n+1 <k + 1> )
par propriété des coefficients binomiaux
n+1
B CN n+1
< =1
(n +1 Z k
k=1
par décalage d’indice

= (H(E) )

<ni+1 (2"t —1) = 1)

selon la formule du binéme de Newton

Conclusion :

n+1
B:2n+1_1

2. Vous savez parfaitement que des variables indicatrices sont des variables de Bernoulli, et il serait
trés tentant de parler de loi binomiale pour X. Le probléme est que les trois indicatrices ne sont
pas indépendantes pour affirmer cela, puisque les valeurs des probabilités données ne permettent
pas de dire que les événements A, B et C sont indépendants. Que faire alors ? Reprendre “tout a la
main” !

Nous avons X (Q) ={0,1, 2,3} avec :
P(X=0) = P(la=0N[lp=0]N[lc=0])
= P(AnBNC)
= 1-P(AUBUC)
= 1-(PA+P(B)+P(C)-—P(AB)—P(BC)—-P(AC)+P (ABC))
par la formule du crible
= 1-(1/2+4+10/12—-2/3 —1/4+1/4)

1/3
P(X=3) = P(la=1n[lp=1n[lc=1)
= P(ABC)
1/4
P(X=2)) = P(la=1nlg=1Nn[1lc=0)+P([1a=0N[1g=1N[lc =1])

+P(1a=1nN[1p=0N[lc=1])
= P(ABC)+P (ABC) + P (ABC)
= (P(4AB)-P(ABQ)) + (P(BC) - P (ABC)) + (P (AC) — P (ABC))
= 2/34+1/4-3/4
= 1/6
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Finalement :

3. Déterminons la loi de Y.

1-P(X =0) -
= 1-1/3-1/6—-1/4
= 1/4

k 0 1 2 3
P(X=k) | 1/3]|1/4|1/6] 1/4

P (X =2])-P([X =3])

Nous avons tout d’abord Y (2) = {—1,0,1} ce qui nous permet d’affirmer que Y ne suit pas une
loi connue! Donc reprenons “tout & la main”.

par indépendance de A et B

P (Y =-1]) P (
= P (4B)
= P(A)P(B)
= (I-pp
P([Y=0) = P(1a=0N

Finalement :

P (
P (AB) + P (AB)

1 =0])+P([1a =1]

P (A)P(B)+P(A)P(B)

par indépendance de A et B
(1—p)* +p°
2p® —2p+1

) = P

(la=1]N
P (AE)
= P(AP (P)
par indépendance de A et B

p(1—p)

(15 =0])

k

-1

0

1

P(Y=k)|p(-

p) | 202 —2p+1

p(1-p)

Pour terminer déterminons la loi de Z.
Rappelez-vous un produit de variables de Bernoulli, redonne toujours une variables de
Bernoulli (quelles soient indépendantes ou non'!). Cest dit!

Conclusion :

P([Z

4. Par itérations successives :

VkeN, P(X

25/01/2014

=) =-

=1]) (la=1n[1p=1])
= P(AB)
P (A)P(B)
par indépendance de A et B
.2
= D
Z — B(p?)
4 4 4
kaXmX' X—XP([X—
PROBABILITES

Nlig=1])
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o.

Il ne reste plus qu’a déterminer P ([X = 0]) . Comme X est une variable aléatoire lasérie > P ([X = k])

k>0

—+o0
converge et de somme égale & 1. Cela donne Y P ([X = k]) =1 autrement dit :

k=0
+oo 4k
P([X:O])ZH =1
k=0
ou encore :
HfP(X=0)=1
Donc P ([X = 0]) = e~ ce qui nous permet de dire que :
744k
VEeN, P(X=k) =2 o
et X — P (4)3.
(a) Comme les deux boules sont tirées au hasard nous allons munir 'univers de la probabilité
uniforme* et procéder par dénombrement. Nous avons Q = {(n1,n2) € [1,n]? | n1 #na},

ainsi Card Q = A2. D’autre part :
Vk € [2,n], [X <k]={(n1,n2) € [1,n]?*|n1 <ny <kouny<ny <k}

et
Card ([X < k]) = 2(’;)

Conclusion :

Vk € [2,n], P([ng])%@) _ k(kl))

n

(b) Nous savons que pour tout k € [2,n] :
P (X =) = P(IX <K) - P (X <k—1))
la formule restant valable pour k = 2 puisque :
P(X<2-1))=P(X<1])=0

du fait que X () = [2,n]. Ainsi :

R R

(a) Tout d’abord X (2) = [k,n]. Calculons pour tout i de X (), P ([X =i]). Rappelons que
I'événement [X = i] est réalisé si et seulement si la k°™° et derniére boule blanche est arrivée
lors du i®™¢ tirage. Un tirage favorable sera caractérisé par le placement des k — 1 premiéres
boules blanches lors des ¢ — 1 premiers lancers, alors qu'un tirage quelconque (ce qui donnera
Card Q) sera caractérisé par I’emplacement des k boules blanches parmi les n places disponibles.
Ainsi :

Vi € [k,n], P(X=1i])= @

()

3Loi de Poisson de paramétre 4.
4Car nous sommes dans le cadre de ’équiprobabilité.
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(b) Comme X est une variable finie elle admet des moments de tous ordres, en particulier une
espérance qui vaut par définition :

n

E(X) = Zzﬁcﬁ:i)

Y
Mo

par propriété des coefficients binomiaux

- 550

k
_ k (n+1
 /m\ \k+1
k
par la formule du traingle de Pascal généralisé
Conclusion :
k(n+1)
EX)=——=
(X) k+1

7. Déterminons la loi de X.
Pour cela introduisons pour tout & € IN*, P;, 'événement : “le k*™¢ essai améne pile” et Fy, : “le k®m¢
essai ameéne face” avec pour tout k € N*, P (P;) = p et P (F;) =1 — p. Nous avons clairement :

X(2)=N
Ensuite :
VEeN, P(X=k)=P(FiNFN...F,N Pgi1)

ol les événements sont indépendants par indépendance des résultats de I'expérience. Ainsi :
k
Whe N, POX k) = (I P(F)) P (P) =o'
i=1

Comme nous ne pouvons écrire que X — gn uisque c’est hors programme, nous dirons que
)

X+1<=G(p

Calculons de I’espérance de X et de la variance de X.
Voici une méthode tres efficace et élégante introduisant une variable aléatoire Y associée au rang
d’apparition du premier pile’. A partir de la nous pouvons faire plusieurs constats évidents :
- Y <= G(p°
-Y=X+1
— Comme Y admet une espérance en tant que variable géométrique, X en admet une aussi
puisque obtenue par transformation affine” a partir de Y telle que E (V) = E (X) + 1.
— De méme Y admet une variance en tant que variable géométrique, X en admet une aussi
puisque obtenue par transformation affine® a partir de Y, avec V (Y) =V (X).

Conclusion : 1
E(X):E(Y)—lzg—l
et :
V(X)=V(Y)
E(X):]% of V(X):I%

5C’est le temps d’attente du premier succés.
$Loi géométrique de paramétre p.
7C’est du cours !

8(C’est du cours!
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8.

(a) Comme on effectue une succession de n — 1 épreuves de Bernoulli’ (& deux issues pos-

sibles, le succes étant qu’il y a changement de couleur) indépendantes et de méme pa-
ramétre 2/3 (probabilité de conserver la couleur du tirage précédent) alors nous pouvons

conclure que :

| X —B(n—1,2/3))

D’aprés le cours :

et V(X)=

2(n—1)

9

Tout d’abord X (©2) = [k, n]. Comme les k boules sont tirées au hasard nous alllons munir

l'univers de la probabilité uniforme'® et procéder par dénombrement. Nous avons :

Q = {(nl,nz, .

ainsi Card Q = AX. D’autre part :

Z] = {(nl,...

Vi € [k,n], [X

et :

Card([X =1i]) =1 x

ou :

(:21)

k) € [1,n]* | ny # - # ng et max (ng, ...

X k!

-ank)e[[17n]]k|nl?én2?é"'7énk}

— 1 représente le nombre de choix du plus grand numéro tiré (qui je le répete est fixe).
- (,:11) représente le nombre de choix des i — 1 autres numéros pris dans ’ensemble [1, k —1].
— k! représente le nombre de placements des k numéros une fois ceux-ci tirés.

Conclusion :

k!

vieknl], P(X=i)=—¢

(

1—1
k-1

>:

1

ot

1—1
k-1

)

Nous avons X (2) = [1,n]. Maintenant que le tirage se fait avec remise il sera bien plus

astucieux de calculer pour tout 7 € [1,n], P ([X < i]) au lieu de P ([X = 1]) car les répétitions
éventuelles des boules sont difficiles & gérer. L’événement [X < ] sera réalisé si, et seulement
si, tous les numéros tirés sont inférieurs ou égaux a3 ''. Ainsi :

vie[l,n], P(X<i)= (

et :

P([X

la formule reste valable pour ¢ = 1 car P ([X < 0])
Conclusion :

=0.

7

_')k

n

i) =P(X <i]) -P([X <i-1])

Vie[l,n], P(X

)'“

1—1
n

(

;

10.

. a
Votre culture s’étoffant vous pouvez dire que X — P (r, —_—
a

+b

> (loi de Pascal'? qu'’il vous

faudra retrouver rigoureusement sur votre copie de concours, voir pour cela l'exercice 9).

Autrement dit :

k—1
r—1

VkeN,, P(X

e
a+b

)(

)

a+b

b

o

0= (
9Le sondage commence a partir du second tirage.
10Car nous sommes dans le cadre de I’équiprobabilité.
11Le max pouvant étre atteint au moins une fois.
12 Je le répete, elle est hors programme.

25/01/2014 PROBABILITES

spicesagros.fr



ECS2 13/14 VariaBLES ALEATOIRES DISCRETES (DIM1) — CORRECTION Page 72/176

(b) Les calculs de I’espérance et de la variance sont assez techniques et font appel a la série dérivée
d’ordre k de la série géométrique de raison z ou |z| < 1'* comme vu en cours. Pour
éviter son emploi nous introduirons un vecteur aléatoire (X, Xo, ..., X, ) de dimension r,
constitué de r variables aléatoires indépendantes, défini par X; qui est la variable associée au
rang d’apparition de la premiére boule verte et pour tout i € [2,7], X; est la variable associée
au rang d’apparition de la i®™° boule verte sachant que i — 1 ont déja été obtenues. Nous

-
avons X = Y X; ou pour tout i € [1,r], X; — G <L
i=1 a+b
variance, par la linéarité de 1’espérance que nous redémontrerons dans le chapitre suivant
nous pouvons écrire que :

admettant une espérance et une

E(X) = ;mx»

7

Conclusion :
b
B (X) = r(a+0b)
a
Puis par indépendance des variables :
V(X) = Y V(X))
i=1
r _b_
— a+b .
= (@)
_b_
- r a+b .
(a%s)
Conclusion :
rb(a + b)
v(x) =

Sinon classiquement :

a-+b
~ r(a+b)
o a
400 T k—r
k—1 a b
E(X+1)X) = k+1)k
rnx = Sern() () (75)
= r+1) \a+b a+b
= k!
13 Z Aﬁzn_k = ———— avec |z| < 1. Il y a un moyen mnémotechnique de s’en rappeler mais absolument PROSCRIT

(1 _ x)k:+1

n==k

X ok d /o1
consistant a dire que pour tout x € R, |z| < 1 AR = — " = — .
que p ] nX_:k " d$kn§0 Tk (1_96)
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11.

12.

"IN k+1 b\
£ r+1 a+b

a-+b
= a—12r(r+1)(a+b)2
enfin :
V(X) = E(X+1)X)-E(X)-(E(X))
1 r(a+b) r(a+b)\>
- Er(r—I—l)(a-ﬁ-b)z— - —< - )
_ br(a+b)
= —5

Déterminer la loi de X.

Tout d’abord X (©) = N. Calculons pour tout k € N, P ([X = k]). L’événement [X = k| est réalisé
si, et seulement si, au cours des 7 — 1 + k premiers essais de I'expérience, il y a eu r — 1 succes et
k échecs caractérisés par 'emplacement des échecs, par exemple, et la (r + k)™ épreuve amenant
un succes. Ainsi :

VEeN, P(X=k)= ("1 pt0-p"p=(""1"p Q-p"*

Calculons I’espérance et la variance de X.

La encore les calculs de I'espérance et de la variance sont assez techniques et font toujours appel a
la série dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison = ou |z| < 1. Pour éviter son
emploi nous introduirons un vecteur aléatoire (X1, X, ..., X, ) de dimension 7, constitué de r
variables aléatoires indépendantes, défini par X; qui est la variable associée au nombre d’échecs qui
précedent le premier sucees et pour tout ¢ € [2,7], X; est la variable associée au nombre d’échecs

qui précedent le 7¢™¢

"
succes sachant que ¢ — 1 ont déja été obtenus. Nous avons X = > X, ou
i=1
pour tout ¢ € [1,7], X; — G (p) admettant une espérance et une variance, et par toujours par la
linéarité de 1’espérance nous pouvons écrire que :
-

E(X)= > E(X))

i=1

=

Conclusion :
rq
EX)=—
(X) )
Puis par indépendance des variables X :
T T
q
vix) =S vx) =L
i=1 i1 P
Conclusion :
rq
V(X)=—=
(X) e

+oo
Comme l'événement [X € 2N 4 1] est réalisé si, et seulement si, I’événement | [X = 2p + 1] est

p=0
réalisé, ainsi par c—additivité :
+o0 IX oA\t
P((Xe2N+1)=P| I [X=2p+1] | = Yo
p=0 =0 (2p+1)!
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L’événement [X € 2IN] est réalisé si et
o—additivité de P :
P ([X € 2N])

+oo
seulement si I'événement | [X = 2p] est réalisé, ainsi par
p=0
+oo +oo e~ A\ZP
—p (Y Ix=2]) =
(p—O pgo (2]7)'

Ces deux séries convergent car X est une variable aléatoire et la famille ([X = k]), .y est un systéme

complet d’événements. En notant :

+oo 7)\)\2;0
et
(2p)!

e
P =
p=0

nous avons :

Nous pouvons bien conclure que :

+ _
st e A)\Z;U-H

N = 2+ 1)

P (x

62]N+1])<P([X62ND\

13.

(a) Il est clair que les tirages se faisant sans remise, nous avons :

VYn € N*,

Autrement dit :

Vk € [0,n],

1

TLSN7 STLC—>H(N7n7p)
—N)(

i

b
n—=k

a

P (15, = k) = 7+ (1

)

(b) Etant confrontés & un temps d’attente sans remise et sachant que “I’attente et antirépartion
font bon ménage”, nous calculerons la probabilité de I'événement [Y > k] qui est réalisé si, et

seulement si, on a obtenu que des

Vk e [0,b], P

Puis classiquement pour chaque k

P([Y = k])

25/01/2014

1

boules noires durant les k premiers tirages. Ainsi :
o (

o070

b
k

b
k

a

> H) =~

o)

N
k

P(Y >k—1])-P([Y > k])
b b
b))
() ()
bl(k—DVN —Ek+1)! bkl (N —k)!
(k—1D!(b—k+1)IN!  E'(b— k)IN!
(N —Kk+1)!  B(N—k)
(b—k+1IN!  (b—k)N!

BN —k+1)—(b-k+1)(N—-k)
(b—k+1)IN!
W((N—-KN(N-k+1)—(b—k+1))
(b—k+1)IN!

b ((N — k) (N —b))
(b—k+1)IN!
bl (N — k)!
“b—k+ 1N
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car N—b=a
bI(N — k)k!
“—k+ 1)INIK
_a BN — k)
k(b —k+ 1IN (k—1)!
_ a(N k)% b!
~ kN (b—k+1)(k—1)
Vk € [1,b+1], P([Y:k]):ﬂ(k:)
k(%)

Calcul de l’espérance de Y.
En utilisant le résultat remarquable vu dans le cours permettant de profiter de ’antirépartition'?,
nous savons que :

E(Y) = > P(Y > k)

en posant i = N — k
1 N+1

(N (N —b+ 1)

(+)

selon la formule du triangle de Pascal généralisée
1 N +1

(N ( b >

(4)

par propriété des coefficients binomiaux

(N 4+ DI (N —b)!

bl (N +1—05)IN!

N+1

N+1-b

14 A REDEMONTRER A CHAQUE FOIS.
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14. (a) Introduisons la suite (px)epo,) définie par pour tout k € [0,n], pr = P ([X =

25/01/2014

Conclusion :

E(Y):];iill cara+b=N

la monotonie de cette suite. Soit k € [0, n],

n e
Pr1 _ <k+1)pk+1 A-p"*"
Pk <Z>pk (1 _ p)n—k
_ nlk! (n —k)lp
T (k+D)!(n—k—-Dnl(1-p)
_ _(-Kp
(k+1)(1—p)
et :
P41
( Pk >1)
_(n=kp
(®+Uum>1)

(
(np—kp>k—kp+1—p)
(np>k+1—p)
(k<n(l+p) —-1)

Free

(n—k)p>(k+1)(1-p))

k]). Etudions

(11)

(12)

Le probléme qui se pose maintenant est de savoir si n (1 4+ p) — 1 est un entier. La réponse est
que nous n’en savons rien, tout dépendant de p pour lequel nous n’avons aucun renseignement.
C’est la raison pour laquelle nous considérerons la partie entiére de n (1 + p) — 1, notée [ng|

oung=n(l+p)—1

Par définition |ng] < mg < |no] + 1, nous savons selon (11) et (12) que pp, > Pin, et
Do > Plnoj+1, Mais la question est de savoir si nous avons p|,,| < P[n,|+1 OU le contraire. La
réponse est simple : comme |ng| < ng, par définition, alors selon (11) et (12) p|pn,| < Plngj+1-

Moralité le mode de la distribution est m, = |ng| + 1, soit :

me=|n(l+p)—1]+1=|n(l+p)]—-1+1

soit :

[mo=[n(1+p)]|

De méme, pour X «— P (A) :

Pri1r e AR A

P (k+Dle 2N k+1

et :

PROBABILITES
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1 1
15. Nous poserons Y = X1 g(X)oug:t— o7 Comme X (Q) = [0,n] et Dy = R — {1} D
X (£2) alors d’apres le cours Y reste une variable discrete (finie) et selon le théoréme de transfert :

E(Y) =

13
1 <7l + 1) k n—k
> p* (1~ p)
o+ 1\k+1
par propriété des coefficients binomiaux

1 o= n+1 k—1 n+1—k
- 11—
(nH)Z( N >p (1-p)

k=1
par décalage d’indice

n+1
— p—(nl—i— 5 Z <” Z 1)pk (1— p)n+14@

k=1
1 < (n + 1) k n+l1—k n+1
= —> p"(1-p -(1-p
p(n+1) (k—o k ( ) ( )
Conclusion : selon le binéme de Newton
1
EY)=—(1—-(1—p)"™!
(¥) p(n+1) ( (1-p) )

e*)\)\k‘
k!

16. La variable X! admet une espérance si, et seulement si, la série & termes positifs Zk! est

k>0

e k

=e M\ (proportionnalité

convergente, par le théoréme de transfert. Or pour tout k& > 0, k!

avec une série géométrique). Moralité X! admet une espérance si, et seulement si |A\| < 1 auquel

cas :
-
e
E(X!))=
Xh=1—
1
17. La variable ﬁ admet une espérance lorsque la série & termes positifs k—JrlP ([X = K]) est
k>0
convergente selon le théoréme de transfert. Or pour tout entier naturel k :
1 1 e\ ek
kE+1 ( ) E+1 K A(E+1)!
1
Ainsi la série de terme général " 1P ([X = k]) converge comme série proportionnelle a la série
1
exponentielle de paramétre A € R. En conclusion E (X—-i-l) existe et est égale & :
T —ayktl
1
E(—) =} e
X+1 k:O)\(kz—i-l)!
e IR \F
S AN
A =K

par décalage d’indice

e [IX Nk
= T( H1>
k=0
-
(&
- 5@y
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Conclusion :

i

1

1—e?

X+1

>:

A

1

De méme, la variable ——————
v X+1)(X+2)

P(X=H)
é (k+1)(k+2)
1
SIS R it
Ainsi la série de terme général %

exponentielle de parametre A € RY.. En conclusion E

décalage d’indice :

admet une espérance lorsque la série a termes positifs

est convergente selon le théoréme de transfert. Or pour tout entier k :

e~ Nk
(k+2)

e—)\)\k+2

2 (k42)!

converge comme série proportionnelle & la série

1

————— | existe et est égale &, par
(X+1)(X+2)> * gate a, p

E( 1 > B too ef)\)\k+2
(X +1) (X +2) =N (k+2)!
e,)\+00)\k
= — Z
A k;Qk!
_\ [Foo Nk
- e—2< %—1—,\>
A k=0
Y
= £ — (e*=1-1)
Conclusion :
E 1 _1—e_>‘—)\e_>‘
(X+1)(X+2)) 22
Enfin comme :
11 B 1
X+2 X+1 (X+1)(X+2)

1
la variable X2
de l'opérateur E :

admet une espérance en tant que différence de telles variables avec, par linéarité

A S S PR
E 1 g 1 B 1 :1 e’ 1l-e 2)\6
X +2 X+1 (X+1)(X+2) A A
Apres simplifications :
-\
E( 1 ))\—1—62 1
X +2 A

t

18.

A
Nous poserons Y = g(X) ou g:t — o, 2vee A € Rt. Comme X () =

[0,n] et Dy =R D X (Q)

alors d’apres le cours Y reste une variable discréte (finie) et selon le théoréme de transfert :

E(Y)

25/01/2014

S P (x =H)
i ) ()

PROBABILITES

spicesagros.fr



ECS2 13/14 VariaBLES ALEATOIRES DISCRETES (DIM1) — CORRECTION Page 79/176

Selon la formule du binéme de Newton :

19. (a) Tout d’abord X (€2) = INy. Calculons pour tout i € X (), P ([X = 4]) . Pour cela introduisons
une variable Y associée au nombre de succés obtenus lors des ¢ — 1 premiers tirages. Il est clair
que Y — B(i—1,p). D’autre part introduisons pour ¢ € N*, S; 'événement “obtenir un

séme

succes lors du ¢ essai”. Ainsi nous avons d’évidence :

VieX(Q), [X=i=[Y=k-1]NS5

d’ot :
P(X=id) = P(Y=k-1]NnS;)
= P(Y=k-1)P(5)
par indépendance des événements
I A Al O U
= (kl)p (I=p)"p
Conclusion :

VieN, P(X=i)=("pr(1—p'"

Remarque hors programme : on dira que Y — P (k, p)'®
Cette loi nous permet de conclure que :

+oo
k!
AbgnF = ————
N

C’est la somme de la série dérivée d’ordre k de la série géométrique de raison x qui
converge si et seulement si |z| < 1.

(b) Calculons E (X) pour k = 2.
— 1 i
La variable X admet une espérance lorsque la série & termes positifs Z i (Z 1 > p? (1 —p) 2

i>2
est convergente. En cas de convergence :

B0 =i e n

i—1 o a
) )pz(l—p)l 2 =i(i—1)p*q?

en posant classiquement ¢ = 1 — p. A ce niveau nous reconnaissons une série convergente en

tant que série propotionnelle & une série dérivée d’ordre deux de la série géométrique
de raison ¢ ou |g| < 1. Ainsi X admet une espérance égale a :

2+Oo~ =1\ o o 2
E(X)=p") i L) T
=2

Vi > 2, z(

1-q)°

Conclusion :

E(X) =

2
p

Calculons E (%) pour k = 2.

2 2/(i—1 i
La variable X admet une espérance lorsque la série atermes positifs E - ( 1 > p? (1 —p)' 2
)
i>2

15Loi de Pascal de paramétres k et p. C’est la loi du temps d’attente du k®™¢ succés. Elle généralise la loi géométrique.
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est convergente. En cas de convergence :

2 =Xi-1
2\ _ 15 0 N2
E (X) 2 ZE:Z —P (I-p)

OrVi>2:

i—1 i_9 . 2 .. p 2/ q
2—p*(1-p) " =2p%¢" - ;pzq"2 =2 (5) (q’ - 7)

A ce niveau nous reconnaissons un terme général de série convergente car il s’exprime comme
combinaison linéaire de termes généraux de séries convergentes : une géométrique de raison
q ol |g| < 1 et une série logarithmique'® (hors programme) dont je vais vous prouver la
convergence ci-dessous, et que vous devez systématiquement reproduire sur votre
copie de concours. Pour cela, introduisons :

vz e[0,1], Vn>1, snzz%
1=1

A ce moment précis vous devez penser a dire que — = / t*=1dt. Ainsi pour chaque réel
v 0
x € 10,1, et chaque n > 1:

S’n - ZT
i=1
n x
= > / e
i=170

- (B

par linéarité de 'intégrale,

. , . P tes
toutes les intégrales en jeu étant cv'®®

ACHE

par changement d’indice

L1
- / dt
o 1—t

calcul d’une somme géo. de raison t # 1

= [ e [ 7
o 1—t o 1—t

par linéarité de l'intégrale

:Ktn
= —In(l-=x —/ dt
( ) o 1—1

Le passage a la limite quand n tend vers I'infini va nous permettre d’encadrer

T n

1—t
0
(qui n’est pas trés engageante a calculer directement) avant d’en faire sa limite!”. Nous avons :

x " T " xn—&-l
Vn>1, og/ dtg/ dt <
o 1 o l—x (n+1)(1—2a)

Comme :
xn+1

lim ———— =
n o (n+ 1) (1—2)

16Retenez la démonstration de ce grand classique d’analyse que l'on peut retrouver en préliminaire un 30 Avril a 8H00

du matin!

17T A ce propos je vous interdit d’écrire que limf = flim sauf si vous aimez tellement Saint-Jean (amour totalement
justifié¢) et que vous vouliez faire carré!
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le théoréeme d’encadrement nous permet d’écrire que lim

xT

n—-+4oo 0

lim S,=—-In(1-2x)

n—-+oo
g
La série de terme général — converge et de somme :
i

Zqi:—ln 1-p)=

Vous feriez bien d’apprendre ce résultat par coeur!

.2 ) ) R
Ainsi X admet une espérance égale a :

2(3) = 22 (3) (o

Conclusion :

—Inp

dt existe et vaut 0. Ainsi :

20. Cherchons la loi de Y. Tout d’abord X — U ([[1,6]) !, ainsi Y () = {0,1,4,9}. Nous avons :
S P(Y=0)=P(X=3])=1/6
- P(Y =1)) =P([X =2Y[X =4]) = 2/6
- P([Y =4) = P([X = 1Y [X =5]) = 2/6
- g([Y =9)=P(X=6)=1/6
our résumer : - 5 - - 5
P(Y =K) | 1/6 | 1/3 | 1/3 | 1/6
Terminons par la loi de Z.
Z(Q) = {% ke [[1,6]]} et VkeZ(Q), P ([zz %D P (X = K]) :%
21. Nous poserons ¥ = g(X) ou g : t — % . Comme X () = [0,2N] et Dy, = R D X (R2) alors

d’aprés le cours Y reste une variable discréte (finie) et selon le théoréme de transfert :

B0 = 3 |5|Px =)

oL

]G

. —1 .
o 21 2n 2% 21 —2i . 21+ 1
- QJ (2i>p (1-p) 2 2

=0 - =0

I
My I
S 3

3

18Loi uniforme de paramétre [[1,6]] .
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1=

n n—1
2n 2” 2 2n 2i+1 2n—(2i+1)
= 1— i 1—
ZZ<2) A +ZZ<21+1) (1=p)
1 n 2n . 1 n—1 .
= 5 21'(22')])21 (1 _ 2n 21 + 5 Z 22 + 1 ( > 2i+1 (1 _p)2n—(2z+1)
0

1=

n—1

1 2n 241 2n—(2i+1)
_Z i+l
2 ;O <2z' + 1)p (1=p)

Lgn (2 L1 20 ,
= 5 ZZ< . )pz (1 _ p)2n—z . 5 (22’ N 1)p21+1 (1 _p)2n—(21+1)
=0 i=0

par regroupement des 2 premiéres sommes

1% /2n 1/ 2n (2i41)
_ * . i1 )2t 2i+1 (1 _ p)2n— (241
2;}( . )p (1-p) P <2H1)p (1-p)
2n 2n—1 n—i i n—(2i
-2 (z 1) (1 -py QZ<2’L+1)2+1(1p)2 o
=1

par propriété des coefficients binomiaux
2n—1

2n — — o
_ i+1 1_ 2n i—1 2541 1— 2n—(2i+1)
" Z ( ) ( 2 Z (22 + 1> (1=p)

par decalage d’indice
2n—1

— 2n — z‘ (2n D-i 1\ 2i+1 2n—(2i+1)
- an( > =) §Z<2z+1) 1-7)
i=0

1 o
= +1-— 2" 1_Z 2i+1 (| 2n—(2i+1)
np (p 2 4 (22 1) (1-p)

— 2141 1— 2“*(2’i+1)
T2 Z <2z + 1) (1=p)

selon le blnome de Newton

Notons

et introduisons

Ainsi :
2n
P+I — (ZZL)p'L (1 p)Qn 1
=0
2n
7 2n—1
P—I=> (*)(-p)(1-p)
=0
— P+I=1
P—TI=(1-2p™"
2n
. { _1-(-2)
2
Conclusion :
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22. Déterminons la loi de Y.
Un petit “échauffement” pour fixer les idées nous permet d’écrire que :

|
o
|

|

EEEEEEEEE
I

NICECEEIEE,
I
AL WO NSO - OO

I
00~ O T o N

etc... donc :

P(Y=0) = P<[X=0]>+§P<[X=2p+u>

. +oo e~ )\2pt1
>

|
= @Cp+1)!
_ e*)\ 1— 672)\
2
selon l'exercice 11
Conclusion : ) )
Py =0)=35+e A*§€72A

et

Vk e N*, P([Y =k]) =P ([X = 2k]) = =

Calculons FE (Y).
—A\2k

(2k)!

La variable Y admet une espérance lorsque la série & termes positifs E k
k>1

est convergente.

En cas de convergence :
e—A\2k

Zk o)

ef)\)\Zk‘ 1 ef)\)\Zk: A ef)\)\Zk‘—l
>1, K2 — 22 =2
T TN C L CYATIN B WO T

et nous reconnaissons le terme général d'une série convergente selon ’exercice 11'”. Donc I'espé-
rance de Y existe et vaut toujours selon (13) :

1—e 2
E(Y)=\—S—
)= (=—)
Calculons V ().

Par théoréme Y admet une variance si et seulement si 2Y (2Y — 1) admet une espérance et (2Y (2Y — 1)
—A )2k

A
admet une espérance si, et seulement si, la série a termes positifs Z 2k (2k — 1) 6(27)' est conver-
k>1 ’
gente. En cas de convergence :
7)\)\2]6
E(2Y (2Y — 1)) }:%mmf1 @]

19Et dont vous devez reprendre les grandes lignes pour faire la preuve de la convergence dans l’exercice.
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Or : 2%k 2%k 2k—2
A e M Qe AN

) k)l @k—2)! " (@2k—2)

et nous reconnaissons le terme général d’une série convergente selon I’exercice 112°. Donc ’espé-
rance de 2Y (2Y — 1) existe et vaut toujours selon (13) :

14e 2
2

Vk>1, 2k(2k—1

E(2Y (2Y — 1)) = \? (

En conclusion la variable Y admet une variance égale, selon le théoréme de Huygens-Koenig, a

1 1
V() = {EEYEY-1)+3EY) - (B(Y)?
1 1+e 22 1 1—e 2 1—e 2\’
- (0 () s 0 0)) - ()
Conclusion :
71 i27l —2) 12—2)\7i2—4)\
V(Y)78)\+16)\ 8)\6 +4)\e 16)\6

IoToToToX

20Et dont vous devez reprendre les grandes lignes pour faire la preuve de la convergence dans Iexercice.
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14 Séries doubles

1. (a) Le théoréme de Fubini n’imposant pas 'ordre de I’étude successive des séries simples, nous
commencerons & travailler a ¢ fixé.
— Pour i > 2, la série simple E —

converge en tant que série géométrique de raison
k>2 (p+i

1 1
—— €10, 1[ puisque p > —1 donc m ' < 1. Sa somme vaut :
p+i

P+

*Z“’ 11 1 1
i)t (p+i) 1 L i) p—1+19)
— De plus :
1 1
(p+i) (p—1+1) im0 2
le critére d’équivalence appliqué aux séries 4 termes positifs nous dit que la série

simple converge et Fubini permet de conclure a la convergence de
P ;(eri)( —1+4) & P &

ou p > —1 de somme :

la série double
z‘z;k-:zz (p+1i)"

400 00 —+o0

1
Z(p+i)(p—1+z’)

12k2 =2

=X/ -1 1
= 2 Gt
i— \PTL D L
par décomposition en éléments simples
n

1 |
= 1.
niTmZ;(erﬁp—lﬂ')

Conclusion :

+00 400

k‘212

(b) Cet exercice ressemble beaucoup au précédent, puisque I'étude a k fixé nous ameéne a considérer
une série géomeétrique de raison convenable puisque |1/2k| < 1, de somme :

1 1 1
(k)7 1- % 2k(2k—1)

. 1 . . .
équivalente a e qui représente le terme général d’une série convergente, ce n’est pas Rie-

mann qui nous dira le contraire puisque 2 > 1! La série double E - converge selon
i>2,k>1 (2k)
Fubini, de somme :

400 +o00 +o0 400

12k1 klz22k

S
= 2k (2k — 1)
S
N 2k—1 2k
k=1
A ce n’est pas une somme télescopique
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- Z A
k=1
Et nous retombons sur la série harmonique alternée, bien connue de vous tous, du moins
je Vespeére, et :

+o0o +o00o 1 +00 400 1 | (2)
;,; (2k)" ;; k)

k
*

Tout d’abord, pour tout couple, (n,p) € (IN*)?,

3p 3p 1 /3\"
< = — | =
npt2 (lnzp +p°+5%) T n?5*  n? \ 25
Le grand intéret de cette majoration est de nous faire obtenir un terme général de série double
de la forme a,b, bien plus facile & manipuler. En effet le théoréme de Fubini s’applique trés

simplement en nous ramenant implicitement & étudier “séparément”?! des séries plutét que
successivement. Pour vous en convaincre vous écrivez que :

V(Z,j) (S ]NZ, Wi = aibj

avec » a; et ) b; convergentes, alors la série )" u;; converge et :
i20 j=0 120,520

> U= (Z ai) > by
(i,5)EN? i€EN JEN

> aib; =|ai b
320 iEN 720 ) en

- E — converge en tant que série de Riemann de parametre 2 > 1;
n>1

en effet :
Cela donne ici :

31 : . . :
- Z (2—5> converge en tant que série géométrique de raison en valeur absolue stristenment

inférieure a 1.
Conclusion par le théoréme de comparaison appliqué aux séries doubles a termes
positifs :

. 3
La série double Z converge
nZU"rz

n>1,p>1 (1n2p +p5 + 52p)

Au regard du terme général, le théoréme de sommation par paquets va s’imposer en
sommant par diagonales, mais avant toute chose montrons que la série en jeu converge ab-
solument, ce qui équivaut & sa convergence vu la positivité de son terme général. Nous avons
pour tout couple (n, k) € IN?,
1 1
0< ———— < —

nlk!l(n+k+1) = nlk!

et la série majorante ne pose aucun probléme de convergence vu ce qui a été dit a la question
. 1 1 . .
précédente puisque E il et E - représente la méme série exponentielle convergente.
! n!
k>0 n>0

Donc on peut conclure par comparaison pour des termes positifs. Passons au calcul maintenant
en écrivant que :

+oo

1 1
2. ikl (n+k+1) 2.0 2. n!k!(n+k’+1))

(n,k)EN? m=0 {(n,k:)eN2
n+k=m
B S (S -
o ! Y
=0\ K (m—kK)!(m+1)
21 (est une illusion.
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B +§ 1 m 1
m+1\ &= El' (m — k)!

m=0

9 u
) 7Zm—|—1 (I;)k'm k:)

= (
= 1 n m
N ZZO (m+1)! (kz—:o(k))
o om
N 7;) (m+1)!
1 IX ogm+l
2 2 o 1)

> om

2 !
m=1 m

Conclusion :

1 1.,
D n!k!(n+k+1):§(e*1)

(n,k)eN?

2. Pour n > 1, nous avons

<L<a
“nn+1) — "

Gn

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série g m
n(n

n>1

converge.

Posons pour tout couple (k,n) € IN?, k # 0,

ka,,

Uk,n = ’I’L(’I’L+1)
0 si n<k

si n>k

Nous avons donc & montrer la convergence de la série > > ug, (avez-vous vu le sens des sommes
k>1n>1
dans 1'énoncé?). Comme il s’agit ici d’une série double & termes positifs, la convergence de cette

n
série équivaut a celle de la série Y > up, ie. > > ugyn. Or pour tout n > 1,

n>1k>1 n>1k=1
n
U —_— k
S = ern
B an, (n +1)
 n(n+1) 2
j— a/n
2
Par hypothese, Z a, converge donc Z — converge par proportionnalité, et la série double
n>1
+oo  +oo
> > ug,p est bien convergente donc Z k Z ———— existe avec :
E>1n>1 = o + 1)
+o0o  H4o0 400 n
DB ZZWFQZ%
k=1 n= k n=1k=1

3. » Supposons que n soit fixé dans IN*.
L1/ 1 0
n2—m2 2n\n+m n-m
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Par sommation des égalités sur m allant 1 & IV ol nous poserons N > n, n étant fixé :

1 1 1 1
2. e T2 —n(m+n‘mn)

n 2
me[1,N]—{n} me[1,N]—{n}

1 1 1
T om 2 <m+n_mn)

me[1l,N]—{n}

:% 2;721

me[1,N]—{n} m+n me[1,N]—{n} m

n+N

1
= 5 Z_,_f

=n+1 je[l— nN nj]— {0}
par Changement d’indices

2n i=n+1 2n j:l—nj j=1 ']
1 n+N 1 1 n711 anl
S DO E NS SR B
2n i=n-+1 t 2n Jj=1 J Jj=1 J
_ (i1 N
2n \ o n  2n il
B i TLJeriiianl
2n ~ i 2n = i
1 ( iv 1 3)
2n ’i:N*TL‘i’lZ 2n
avec .
n+N 1
0 - N-—-N 1+1
<1 NZ;LH <(n+ +n—1+ )N—n+1

=2n

Faisons tendre N vers l'infini, n é¢tant fixé dans IN*, le théoréme d’encadrement nous informe

que
) n+N 1
lim E -=0
N )
T N1

et par addition des limites :

1 13 3

lim — A

N—I>I—I|rloo 2n ( Z i 2n> 4n?
i=N—n+1

- 3 . . . .
et la série simple g P est convergente en tant que série proportionnelle 4 une série de Riemann
n
n>1
—+o0
de parameétre 2 > 1 ce qui signifie que la somme double > | > uy, ., | (c’est une succession de

n=1 \m=1
deux limites simples) est bien définie avec :

. M 5
nzl <’”Zlunm> Mi,I]_%OOZl( 4n2> :742712

n=1

» Supposons que m soit fixé dans IN*.
Commengons par constater que, pour tout couple d’entiers (n,m) tels que m # n (ot n # 0) par
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décomposition de la fraction en éléments simples, nous avons :

11 /1 1
n2—m2 2m\n—-m n+4+m

Par sommation des égalités sur p allant 0 & N’ ou nous poserons N > n ou p est fixé :

1 1 1 1
S v = Y i)

n€[0,N’']—{m} n€[1,N']—{m}
- X 3 1 3 L
W n n+m
ne[[lfm N’—m]—{0} ne[m+1,N'+m]—{2m}

1 N'+m

SR TOE S 3 B i
n=1 n=1 n= m+1

DS E SENE.
= = = - —+—+——

2p n=1 n=1 2m
o1 (3 %? 1
 2m |\ 2m n

n=N’'—m+1
avec
N'4+m 1
!/ !
n=N’'—m+1 —om

Faisons tendre N’ vers l'infini, n étant fixé dans IN*, le théoréme d’encadrement nous informe

que
N'4+m 1
li - =
Ghm > 0
n=N’'—m+1
et par addition des limites :
N'4+m
3 1 3
lim — [ — + E - =—
P 2
N'—+o00 2p \ 2m e N 4m

3
L’enchainement est le méme qu’au cas précédent : la série simple Z — est convergente en tant

m>1
que série proportionnelle & une série de Riemann de paramétre 2 > 1 ce qui signifie que la

+oo /+oo
somme double (Z U, m) est bien définie avec :

m=1

+oco [/H4oo - M’ 3 3 +o0 1
> (Z“nm> = uim > () =1 2 5

m=1 \n=1 m=1 =1

Alors quelle est la conclusion ? Réponse :

+o00 “+o00 “+o00 +oo

Z Z Un,m ?é Z Z Un,m
n=1 \m=1 m=1 \n=1

et la série double n’est donc pas convergente.

4. » Soit = € ]—1,1[. Montrons 1'égalité :

Z 1 — g2n—1 Z 1— 132"

n=1 n=1
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L’observation scrupuleuse des termes généraux des deux sommes doit vous faire penser a faire
apparaitre une somme géométrique et donc nous devons considérer ’étude de la convergence
absolue d’une série double > z™2k+1) op remarquant que :

n>1,k>0
z" = n (,2n\k = n(2k+1)
= €T €T = X
1—a2n kz::() (=) kZ::O
& Pour n fixé dans IN*, la série simple Y |x|"(2k+1) est convergente puisque |x|2n <1, de
k>0
somme : N - |
X n(2k+1) x
x = —
k§0| | 1— |z|*™
& De plus :
|=[" n
||

2n ~
1— |LL’| n—+oo
le théoréme d’équivalence appliqué aux séries & termes positifs permet de conclure que la série

="
Z ————— converge.
L—[af*"

& Selon le théoréme de Fubini, la série double > zk+17 converge absolument, donc

n>1,k>0
converge, avec :
+00 400 +00 400 +oo 2k:+1
I
1 — g2k+1
n=1k=0 k=0n=1
$Et comme :
400 400 —+o0 n
D) IECELLE)
1— g2
n=1k=0 n=1

il vient bien :

+oo _ +oo

xZn 1 "
::17 2n71_::17 2n
n=1 z n=1 z
» Procédons de la méme maniére pour 'autre identité.
Remarquons formellement :

x2” on +o0 gnF1\ M " (2m-+41)
— =T )|z Z " (2m
1-— LL’2n+1 m=0 < )

C’est pour cela que nous allons introduire la série double > 22" (2m+1) afin de voir si le
m>0,n>0
théoréme de Fubini peut lui étre appliqué.

. PO ™(2m+1) . gntl
& Pour n fixé dans IN, la série simple > |x| est convergente puisque |z <1, de
m2>0
somme :
X or@men) | 2n 1
Z |CL‘| - |CL’| on+1
m=0 1-— |SU|
& De plus :
2’71
|| ~ |2”
L= a7 e
le théoréme d’équivalence appliqué aux séries a termes positifs permet de conclure que
2’71
- 2
a série ST converge.
n>0 1—|z|
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& Sclon le théoréme de Fubini, la série double > 22" (m+1) converge absolument, donc

m>0,n>0
converge, avec :
400 400 400 +oo on
Z Z 2" (2mA41) _ Z Z 2" (2mA41) _ Z z
T - n+1
1— 22"
m=0n=0 n=0m=0 n=0

Et par le théoréme de sommation par paquets en remarquant que tout entier k > 1 s’écrit de maniére
unique?? k = 2" (2m + 1) avec n > 0 et m > 0, il vient :

P too
BOR Z Z:L,Z"(Zm-i-l) _ Z Z L2 @mAl) Zxk _
m=0n=0 k=1 m,n 6N2 k=1
{2"(2m+1) k
Il vient donc bien que :
— ontl 1 _
o 1—x 1—z

YOTOT0ToK

22Fnp effet supposons qu’il y ait deux couples d’entiers (m,n) et (m/,n’) tel que : k = 2" (2m + 1) et k = 2" (2m’ +1).
Alors en regroupant ces identités il vient que 2™ (2m + 1) = 2%’ (2m/ + 1) soit encore que 27~ +1m 27— _1 = 2m/. Or
cette égalité est impossible a vérifier quel que soit m et tant que n # n’ car, dans ce cas gn—n'+1p 4 on—n’ _ ] egt toujours
un entier impair, ce qui n’est pas le cas de 2m’. Cela impose donc que n = n’ et dans ce cas il s’ensuit que 2m = 2m’
d’ott m = m/. En cas d’existence, n et m sont uniques. Maintenant voyons leur existence : tout nombre entier n pouvant
s’écrire comme le produit fini de nombres du type (pg)®* ou les nombres pg sont des nombres premiers tels que si k < [
alors pg < p; et les puissances ay sont des entiers naturels non nuls.
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15 Vecteurs aléatoires

1. Pour simplifier notre tache construisons le tableau de contingence & deux entrées donnant la lois du
couple et les lois marginales.

XL Y 1o | 1| 4]Ly)!
-2 0 0 |1/6 1/6
-1 0 [1/4| O 1/4
0 1/6 | 0 0 1/6
1 0 [1/4| O 1/4
2 0 0 | 1/6 1/6
L(X)— |1/6|1/2|1/3 1
Ezxplications :
P(X=01N[Y =0]) =P ([X =0]) Px_g) (Y =0]) =1/6 x L =1/6
P(X=-1nY =1))=P (X =-1)Px__y (Y =1]) =1/4x1=1/4
P(X=1n[Y =1) =P (X =1)Px_y (Y =1)) =1/4x1=1/4
P(X=-2[N[Y =4)=P (X =-2))Px__o([Y =4]) =1/6 x 1 =1/6
P(X=2In[Y =4]) =P([X =2)) Px—o (Y =4]) =1/6 x 1 =1/6

2. (a) Calculons a.

— Pour commencer signalons que a doit &tre positif pour que pour tout couple (7, j) de IN* x IN,
P ([X ={N[Y =] le soit.
— Pour i € IN*, la série simple ) p; ; converge puisque le terme génréal est proportionnel &

j
celui d’une série exponentielle de parameétre 1 € R, de somme :
=

+oo i
3 pij = Z e
i=

0

— Enfin la série simple de terme général ea’ converge par proportionnalité avec une série
géométrique de raison a si et seulement si |a| < 1 avec dans ce cas :

ea

+o0 .
ea' =
izzl 1- a
o
— D’apres le théoréme de Fubini la série double Z — converge et de somme :
(i) ©

al T i
> o3 =Xy
(i,j)eN*xN]' i=1 j= 07
= Zeal
i=1
eaq
1—-a

Pour avoir le parameétre a > 0 il suffit de poser la contrainte

=1 ce qui donne :

_e+1

et on confirme bien que |a| < 1.
(b) C’est parti!
— Déterminons la loi de X.
- X(Q) =N~
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— Soit 7 € IN* :
+00 al
P(X=1d) = Z?
i=0 "
— ed
B e
(e+1)
B e 1\t
T oe+1\e+1
Conclusion :
e
X
—9 <e+ 1>
— Déterminons la loi de Y.
-Y(Q) =N
— Soit j e IN:
+oo al
P(Y=j) = =
4!
=1
_ 1l
- 4ll—a
1
_ l < 1+e )
= = -
I\ - 1=
o1
— T
e~ 117
Conclusion :
Y —P(1)

— Vérifions I'indépendance de X et Y. Soit (4,7) € IN* x IN,

o (1N
Pij = e+1) 4!

-1

e e
(e+1) J?
= Die X Dej

Conclusion :

|X et Y sont indépendantes|

(¢) Comme X et Y admettent chacune une espérance et une variance, S admet aussi une espérance
et une variance en tant que somme de telles variables. Par linéarité de 1’espérance :

1
E(S)=E(X)+E(Y) = et +1
Conclusion :
E(S) = 26:—1

Enfin par indépendance des variables X et Y :

1— <
V() =V(X)+V(Y)=—L 41

()

Conclusion :
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3. Nous avons D (Q2) ={0,1} et D — B (P ([D =1])) avec :

P(D=1]) = P([X-Y|=1])
= P(X=1nY=0)+P(X=0Nn[Y=1])
= P(X=1)P(Y =0)+P((X=0)P (Y =1])
car X et Y sont indépendantes
= 2x(1/2)°
= 1/2
Conclusion :
D — B(1/2)

4. (a) Nous avons :

- (X,Y)(Q) ={(3,7) € [1,n] | i < j}.
~ Soit (4,§) € (X,Y)(Q) :

(X =i n[Y =4]) ={(n1,n2) € [1,n]* | (. =i,n2 = j) ou (n1 =j,nz =1)}

en notant pour k € [1,2], ny le numéro obtenu lors du k*™¢ tirage. Donc si i # 7,

et sii=j,
(X =dn[y =) =1

Enfin  est 'ensemble des listes d’ordre deux de [1,7n] donc |Q] = n?.

Conclusion :
1 . .
o si i=j
V(7)€ (X,Y) (@), P(X=idnY=j)=1{
ﬁ s1 1<)
(b) Passons aux “marges”.
— Déterminons la loi de X.
— Tout d’abord X (2) = [1,n].
— Soit i € X () :
P(X=i) = X py
j=1
= 0+ piy
j=t
1 L2
= 5t
Jj=i+1
1 2(n-—1)
T on2 n2
Conclusion :
2n — 21+ 1

Vie X(Q), P(X=i])=

— Déterminons la loi de Y.
— Tout d’abord Y (2) = [1,n].

25/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14 VECTEURS ALEATOIRES — CORRECTION Page 95/176

— Soit 7 €Y (Q) :

P([Y :]]) = ;pz,J
J
= ;pm‘ +0
2,1
= £ n2 2
2(j—1) 1
- n2 + n?
Conclusion :
. 21
viey (@), Py =)=
5. @ Déterminons la loi du couple (X,Y).
— Soit (4,7) € (X,Y) () :
1

P (X =in[Y =j]) =

n+2
2
En effet il n’y a qu’un seul "vidage" observable favorable :
NN L TN B N [N [ [N [ B [N [ [Ny

En notant r; le rang d’arrivée de la premiére boule blanche et ro celui de la deuxiéme, nous

2
avons : Q= {(r1,72) € [1,n+2]? | 71 <72} ce qui entraine que Card Q = (n—2|— > Enfin :

(X =in[Y =4) = {(ri,r2) € [L,n+2]* | (rs = i,72 = j) }
et :
— Déterminons la loi de X.

- X)) =[1,n+1].
— Soit i € X () :

av)
<

I

I
i
S

I
]
+

g
=

Conclusion :

Vie X(Q), P(X=i]) ==t

— Déterminons la loi de Y.
-Y(Q) =[2,n+2].
— Soit j €Y () :
n+2 J—1
P(Y =j]) = lez‘,j = 21’1,;‘ +0
1= 1=

Conclusion :

VeV (Q), P(Y =j]) = -+

J])Zm
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6. o (X,Y)(Q) ={(i,5) € [L,n+2]*|i>j}
— Soit (4,7) € (X,Y) () :
1 1
P(X=inY =j) =P(X =) Pr=p (¥ =5]) =~ x -
Conclusion :
. 1
v(,j) € (X, Y) (), P(X=4dn[Y=j)=—
7. (a) Il est clair que :
2 _
Xpm U], B =" e V) ="t
(b) 1l sera plus judicieux de passer par la loi du couple (X7, Xa2).
P(Xy=in[Xo=j]) = P([X1=1])Pp= ([X2=17])
1 1 . .
B n i st
- 1 i+1 j+1 L
¢ - = — s8I 1=
n n+i nn+j)
Cherchons la loi de X5.
Nous avons X» () = [1,n]. Soit j € X2 (Q),
P([X2=j]) = ;pm‘
= >, DPijtDpij
{ie[[l,n]]
i#]
11 j+1
- Z nn+i + n(n+j)
{ie[[l,n]]
i#£]
11 j 1
B Z nn+i +n(n—i—j)+n(n—i—j)
{ie[[l,n]]
i#]
Conclusion :
‘ - j
Vi e X2 (Q), ([ X2 =
J 2 () 2=17]) ;nn—i-z n(n+7)
Vérifions pour terminer que
Y P(X2=j) =1
j=1

Nous avons :

j=1 2\ &
: ;;n(;ﬂ) +§1 “(njﬂ)
: ;;”(”1“) +;n?n++jj ;nij
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Conclusion :

8. (a) 1. Nous avons X () = [0,n] car lorsque Z couvre toutes les valeurs de [0,n], on couvre
toutes celles de X.
- Sii>k, pir=0.
- Sii<k:

pisk =P (7 = H) Ppymyg (IX =) = 5P (2 = K)

ii. Tout d’abord X (Q) = [0,n] et pour chaque ¢ € X () :

P(X i) = 5 pia =0+ P2 =)
= k=i

Conclusion :

E(X) = Y iP(X=i)

k=0 =0
n 1 k
= —P([Z =k])
];)k—i—l ;Z
_ N kEED S
= ([Z =k])
k;g2(k+1)
n k
= Y iP(z=H)
k::02
Conclusion :
E(X):%E(Z)

(b) Tout d’abord X (Q) = (Z — X) (Q) = [0,n]. Pour terminer montrons que :

vjeo,n], P(X=j)=P(Z-X=j])
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Nous avons pour chaque j € [0,n] :

P(z-X=j) = P(;g“w=j+ﬂmX=ﬂ0
- P(g5w=j+ﬂmm=ﬂ0
car j+1 € [0,n] et i € [0,n]

= :L;_OJP ([Z =i+ j]) Piz=itj) ([X =1])

par o — additivité de P et la FPC
n—j
1

= —P([Z=i+]
;H-j—l-l ([Z=i+4)
posons k=7j+1

= Y Pz =)
— P(X =)

Conclusion :

|£(Z-X)=L(x)]

9. (a) Soit m un entier naturel, rappelons P ([X = m]), E (X) et V (X).

—a,m

VvmeIN, P(X=m|) = et E(X)=a, V(X)=a

(b) C’est le probleéme classique de relativisation qui nous met en présence d'un shéma de
Bernoulli. 11 est clair que :

Cﬁﬁum"ksikGMN

0 si k>n

P(Y=3) = X P(X=n])Px_n (Y =)

n=0

+oo e~ %™ /n ) n
= RZ:J — <j)p’(1p) ’
B +ooefaan n! ‘1 n—j
- ; METes LA

_ (pa) e +Z°° "I (1—p)"”

i ()
) et R el —p)"
B2 ()

posons k=n—j

J ,—a 1t 1— k
(o 32 (001 )

|
J: k=0
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Conclusion :

Y—>Pap) et EY)=ap, V(Y)=ap

(d) Comme Y et Z jouent des roles symétriques, sans aucun calcul, juste en remplacant p par
1 — p et inversement, nous pouvons annoncer que :

|Z =P (a(1-p)]

(e) Pour montrer que Y et Z sont indépendantes, montrons que :
V(i k) eN?, P(Y =jN[Z=k)=P(Y =j)P(Z=4k)
Nous avons pour chaque couple (j, k) € IN? :

J —ap k —aq
} pa)’ e qa)” e
Py =j)p(z=k) = LLe, 0
7! !
en posant g =1—p
e~ @ (a)j+k quk:
JK!

(13)

Nota bene : remarquez bien que Z +Y = X cela peut vous étre utile! Soit (j, k) € IN?,

P(Y=jin[Z=k) = P(Y
P(Y

=jIN[X -Y =k])

=jIN[X =k+j])
P([X =k+j]) Px=irj (Y =J])

(k45 i pattiee
(e

—a (a)jJrk;

i1 i +5)!

Selon (13) et (14)

‘Y et Z sont indépendantes|

10. (a) Il est clair que nous sommes en présence de tirages bernoulliens indépendants et donc :

|X et Y suivent une loi B (n,1/2) |

(b) Calculons P ([X =Y).

P (X =Y])

P(B (x=vIny =)
k=0
selon la FPt avec le SCE ([Y = k]) [0,
= S P(X=Y]nY =#))
par o — additivité de P
SP((X=HN[Y =H)
— S P(X=HK)P([Y =H)

k=0

car X et Y sont indépendantes
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S (BIONCN
- =2 ()

Selon un célébre violoniste francais

Px=v) -5 (%)

n

2

o

(¢) Nous avons Z (Q) = [—n,n];
— Soit k>0

P ([Z = k])

la-

P<+qx—yzmmw=ﬂ0
selon la FPT avec le SCE ([Y = j])

L P(X - Y =Ky =)

jeo,n]

par o — additivité de P
= ZOP (X =k+jIn[Y =j])
Jj=

- ”§P<<[x=k+ﬂm[yzﬂ>>+o

car k 4 j et j doivent appartenir & [0, n]
n—=k

= ;}P([X:kJerP([Y:jD
J:

car X et Y sont indépendantes

B 2i (n(zm)(?)

Jj=0

1 2
= — ( " k:> toujours selon le méme violoniste (15)
n—

(]

47L
— Soit k<0

P ([Z =k])

P(Y—-X=—-k]) avec — k>0 (16)

i 2n
m\n+k

par symeétrie : — k jouant le role de k

Selon (15) et (16)

vk € [-n.n], P(Z=k)= ﬁ <n 3n|k:|)

(d) Calculons P ([X <Y7).

P(X<Y]) = P(X-Y <0)])
- P(z<0)
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B k:7n4” n+k
posons i =n + k

n—1 1 /2n
- 2+ (%)

i=0
n—1 n
Faisons une halte dans le raisonnement pour calculer Z = ( . > . Il est existe deux méthodes :
i
i=0

— Méthode des “sommes a trous”.
— Une autre trés importante que nous avons déja utilisé disant que :

P(X<Y)+P(X>Y)+P(X=Y])=1

soit :
P(X<Y)+P(X=Y])=1

pour des raisons évidentes de symétrie des roles joués par X et Y. D’ou :

P(IX <V])=5(1-P(X=Y])

P (X <Y]) :%<1_4in(2:>)

11. (a) Nous avons pour chaque entier naturel ¢ non nul :

Conclusion :

P(min(X,Y)]<i) = 1—-P(min(X,Y)] >1)
= 1-P(X>dN[Y >i])
= 1-P(X>)P(Y >1])
par indépendance de X et Y
= 1-(1/2)"

Conclusion :

Vie N*, P ([min(X,Y)] <i)=1—(1/4)’

(b) Nous avons :

+oo
P(x=v) = P(Y(x-vIny-5))
selon la “FPT” avec le “SCE” ([Y = k]); cn-
= SPX=YINY =H)
par o — additivité de P

=;§P«m=mmw=m»
- EEQX:WPm@wn
car X et Y sont indépendantes

+oo 9
= 2 P(X=4k])
k=1

car X et Y suivent la méme loi

- 2()
- 20
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Conclusion :

(¢) Nous avons :

Conclusion :

(d) Nous avons :

25/01/2014

P([Y > X])

P ([X divise Y))

- i (1 11/4)

P(X=Y)=3

P (1 (v >xinix =)

k=1
selon la FPT avec le SCE ([X = k]); cn-
—+o0
k;P (Y > X]N[X = k]))
par o — additivité de P
+oo
SR > 10X =)

Z§P<[Y>k]>1°<[x=k]>

car X et Y sont indépendantes

S() ()

+o0
= S P(¥=kx)

par o — additivité de P

- e (Y -mnp =)

i=1
selon la FPT avec le SCE ([X = i]); -
+00 +0oo

- k; ;1 P(([Y = kX]N[X =1]))

par o — additivité de P
+o00 +o00

— k; ; P([Y =ki])P([X =1])

car X et Y sont indépendantes

- 355() ()

- S0 (EG))
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*i’(l L1 )
— 2. \2i% 1120
£ \212 T 1-1/2

Conclusion :
X101
P ([X divise Y]) = ; 2191 1
(e) Nous avons pour chaque entier £ non nul :
+oo
Px=rv) = (I @x=miny i)
i=1

selon la “FPT” avec le “SCE” ([Y = 1]);c -

_ gp(([x > kY]N[Y = i)
par o — additivité de P

- gp(([x > ki N[Y =)
+

_ ip([x > ki) P ([Y = i))

(2

car X et Y sont indépendantes

_ :rz::jP([X>kz'—1])P([Y=i])

car X et Y suivent la méme loi

R0
()

Conclusion :

12. Nous avons Z (2) = IN* et pour chaque k € IN* :

P([Z=k]) = P(Z=k])-P([Z>F])

= P(Z>k-1)-P(Z>k])
la formule reste valable pour k£ = 1

= P((X>k-1NY >k-1)—-P(X >kN[Y > k]

= P((X>k-1)P(Y >k—-1)-P(X > k)P (Y > k]
car X et Y sont indépendantes

= " ="

= (" =)

Conclusion :
Z =G (M)

13. e Pour commencer déterminons la loi de Z.
» Z () ={-1,1}
» P([Z=-1))=1/2car:

P(Z=-1)=P(X=-1)P (Y =1)+P (X =1)P([Y = -1]) = 1/2
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» P([Z=1])=1/2car:
P((Z=1)=P(X=-1)P(¥ = 1) +P (X = 1) P([¥ = 1)) = 1/2
e Etude de I'indépendance de X et Z.
»P([Z=-1N[X=-1])=1/4 car:

P([Z=-1N[X = —1]) P (XY = -1]N[X = —1])
= P(Y=1n[X=-1])
— P(Y =1)P(x =-1))
= 1/4

» P([Z=-1]Nn[X=1])=1/4 car:
P(Z=-1n[X=1]) = P(XY=-1Nn[X=1)
— P(Y =-1n[X=1)
P([Y =-1)P([X =1])
par indépendance de X et Y
= 1/4
»De méme P ([Z =1]N[X = —1]) =1/4 car :

»Enfin P([Z=1N[X=1])=1/4 car:
P(Z=1n[X=1]) = P(XY=1n[X=1])
= P(Y=1nx=1)
= P(y=1)P(x=1)

Ces quatre résultats montrent bien que X et Z sont indépendantes.

— L’indépendance de Y et Z est réalisé clairement par symétrie des roéles joués par les variables X
et Y.

— Indépendance de X,Y et Z.
Nous avons P([Z = -1]N[X =1]N[Y =1])=0alorsque P([Z = -1)P([X =1)P([Y =1]) #
0 ce qui montre que X, Y, Z ne sont pas mutuellement indépendantes.
Conclusion :

‘ X.,Y, Z sont indépendantes deux & deux, mais elles ne sont pas mutuellement indépendantes ‘

14. (a) Nous avons (X +7Y) (2) = Nz et pour chaque k € IN :
P(X+Y—=k) = P @T([X+Yk]n[x z']))
selorllilla “FPT” avec le “SCE” ([X =1]);cp
— SP(X+Y =HnlX =)
par o — additivité de P
- SR =k-inix =)

k=1
= ZlP([XZiDP([YZk—i])
1=
car X et Y sont indépendantes
k=1 .
= Y pqd'pd
i=1
en posant g =1—p

P
= p g
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Conclusion :

Vke Ny, P(X+Y =k])=(k—1)p2¢-2

(b) Nous avons (max (X,Y)
P(M=k]) =

Conclusion :

) () = IN*. Nous noterons M = max (X,Y). Soit k € IN*,

P([M <k])-P(M<k-1))

valable pour k =1 car P([M <0]) =0

P(X<KNY <EK)-P(X<k-1Nn[Y <k-1)
P(X<K)P(Y <k)-P(X<k-1)P([Y <k-1])
car X et Y sont indépendantes

(1-P([X > k)" = (1 -P (X >k —1])*

car L(X)=L(Y)

(1=~ (1-¢")’

(1_qk-_1+qk—1) (1_qk+1_qk—1)

Vk e IN*, P([M=k]) =p¢" ' (2—¢"—¢"")

(¢) Nous avons min (X,Y) (
P(I=k) =

Conclusion :

) = IN". Nous noterons I = min (X,Y). Soit k € IN*,

P ([I = k]) =P ([I > k)

P(I>k—-1)—-P(I>k)

la formule reste valable pour k£ =1
P(X>k-1N[Y>k—-1])-P([X >k N[Y > k])
P(X>k—-1)P (Y >k-1)-P (X > k) P([Y > k]
car X et Y sont indépendantes

(g )" - (va")’

P2gPR2 2P

Ve, P(I=k)=p" ()" (1+q

15. (a) D’apres le cours, la stabilité de la loi binomiale pour la somme de variables indépen-

dantes nous permet de

dire que :

‘X+Y<—>B(n+m,p)|

(b) Déterminons la loi conditionnelle de X sachant que [S = s] ou s € [0,n + m]. Soit ¢ € [0, s],

P[S:s] ([X = Z]) =

25/01/2014

P(X=in[5=s])
P ([S = s])

P((X=4{Nn[X+Y =s])

P ([S = s])
P(X=iNn[Y =s—1])

P ([S=s])
P X=i)P([Y =s—1i])

P([S=4])
car X et Y sont indépendantes
(Dp'a" = > ()t

(" )prgnim=s

en posant g =1—0p

(")
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Conclusion :

|La loi conditionnelle de X sachant que [S = s] ou s € [0,n + m] est la loi H (n + m, s, p) ‘

(¢) Nous avons :

min(n,m)

P(X=Y) = > PX=KP(¥=4)
car X et Y sont indépendantes
- mirf:,m) (n> (m) <l)n+m
= k) \k 2
1§ n m 1 (n+m .
2n+m§<nk>(k) _W< n ) si min (n,m) =n
= 1 m n m 1 n+m ) )
on+m kZ:O <k) <m _ k:) = W( n ) si min (n,m) =m
Conclusion :
1 n-—+m
P(X=Y]) =
([ ]) 2n+m< n >
d’ou :

P([X #Y]) ! 7P([X :Y]) =1- 2ni—m <n<;m>

16. (a) Nous avons S (Q2) = INs et pour tout k € INo,

+oo
P(S=k) = P(L+J([S=k]ﬂ[X=i]))

i=1
selon la FPT avec le SCE ([X = i]); -

— SP(S=Hnix=i)
par o — additivité de P
— SP(X+Y=HnlX =)

k—1
— S P(IY=k-in[X =)

??“T
,‘_.H

- Se(x
1
car X et Y sont indépendantes

kz_:l i—1, k—i—1
= pqg "pq
i=1
en posant g =1—p

ki12k:2
= peq
i=1

P (Y = ki)

i

Conclusion :

vhe Ny, P(S=H)=(k—1)p’>

Comme X et Y admettent chacune une espérance et une variance, alors S admet aussi une
espérance et une variance en tant que somme de telles variables, et par linéarité de 1’espé-
rance :

E(S):E(X)—i—E(Y):%
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et par indépendance des variables X et Y :

V(S) = V(X)+V(¥)= 2
(b) Calcul de P ([S < Z)).
oo
P(s<z) - P(s<unlz=5))

— Y P(S<H)P(Z=H)

k=1
car X et Y sont indépendantes

_ +f(1_P([S>k]))P([sz])

k=1

e oy 2 i—2\ k-1
= L= > (-1p¢ "¢ p

k=1 i=k+1

en posant j =1 —k—1

§<1pq (quuqu)) “'p

—+o0
= Z(lpq <QZJq”1+kZQ>>q p
k=1 J=1
= +ZOO 1-p*¢"" (¢ ! q"~
Pt (1—-q) 1fq
py k—1\ k-1
= Z(l —kpd* ") "'
+oo
= S ¢ pzqzk 1_p2 fq2k—2
k=1 k=1 k=1
+oo +oo “+o00
i p k k—1
= py "' ==Y () - X k()
k=1 q k=1 k=1
_» p & p’
l-q ql-¢® (1-¢?
_ q L
I1+q (149
Conclusion :
q
P([S<Z])=
(1+q)?

Remarque : vous constaterez qu’il était bien plus simple et rapide de calculer la somme
Z P([S=knN[Z=k])!

=2
— Calcul de P ([S > Z])

L’ensemble {[S < Z],[S = Z],[S > Z]} constitue un systéme complet d’événements donc :

P(S<Z)+P(S=Z)+P([S>Z2]) =

soit :

+oo
Iww=ZD=P(qu=mmw=m0

k=2
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selon la FPT avec le SCE ([S = k]);cy,

+oo
= kEQP(([S = Z]N[S =k]))
par o — additivité de P

_ E:ZP([Sk]ﬂ[Zk])

- :;iP([s: )P (Z = k)

car S et Z sont deux variables indépendantes du fait que X,Y,Z le sont (lemme des
coalitions). D’ou :

+oo

P(s=2) = ¥ (k-1p'
_ p ¥ oo 2\ k
- (}) 2@
3 4oo o
- (3) Ze-ve)
= qp?’g:ji ()"
en posant 1 =k — 1
o a
(1-¢%)?
_ qp
(1+4q)°
Enfin :
P(S>Z7]) = 1-P([S<Z)
P +q+1
(¢+1)?
Conclusion :
P(S>Z7]) = P(S=Z)+P(S> 4]
__ap P tatl
(1+9°  (¢+1)?
et :
29+1
g -
Psz2) =

17. (a) Comme X et Y admettent chacune une espérance, alors Z en admet une aussi égale a :

|E(2) =E(X)E(Y) =p)|

par indépendance de X et Y.
(b) Nous avons Z () = {(i,7) |1 €{0,1}; j € N}. et :

P([z=0) = E:ZP([XZO]H[YZJDJrP([X:1]ﬁ[Y=0D

= TP =0)P(Y =)+ P(X = 1) P(Y =0)
j=
car X et Y sont indépendantes

+00
= ¢y P(Y=j])+pe?
5=0
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Conclusion :
[P(Z=0) =q+pe|
Maintenant pour tout entier naturel & non nul :

P([Z=k) = P(Z=Kn[X=1)+P([Z=kKnN[X=0])
= P(XY=kKn[X=1)+P(XY =kN[X=0)])
= P(XY=KnNn[X=1)+0
= P(X=1n[Y =k)
= P(X=1)P([Y =k])

car X et Y sont indépendantes
Conclusion :
kK
Vk e N*, P([Z=k]) :p%

D’autre part :

(Z admet une espérance )

e—M\F
= ka , est convergente (SATP)
E>1
A1
== kz:)\pe — )!, est convergente
>1

Comme nous sommes en présence d’'une série proportionnelle & une série exponentielle, Z

admet donc une espérance égale 4 :

E(Z) =

D’autre part :

(Z admet une variance )

=

= | k(-
k>2

= Z)\Qpe A
k>2

(Z(Z — 1) admet une espérance)

_)\)\k
pe T est convergente (SAPT)

k‘72

est convergente

—-2)V

Comme nous sommes en présence d’'une série proportionnelle & une série exponentielle, Z
admet donc une variance donnée par la formule de Huygens-Koenig, soit :

V(z) = E(Z(Z* 1)) +E(2) - (E(2))
= Z)\zpe AT 2) +p— (p)?
= Mpe e +)\p—()\p)2
Conclusion :
[V(Z) =2\ —pr+1)]

Notez aussi que nous aurions pu écrire que E (Zz) =E (X 2Y2)

pendance de X et Y.

PROBABILITES

=E (XZ) E (Yz) par indé-

spicesagros.fr



ECS2 13/14

VECTEURS ALEATOIRES — CORRECTION

Page 110/176

18.

(b)

YXT 0 1
0 U=0 U=1
V=0 V=-1
1 U=1 U=2
V=1 V=0
Nous avons :
P ([U = 0] [V = 0]) = P([X = 0] N[Y =0)) = P([X = 0)) P([Y =0]) ={¢*]
P(U = 1) [V = 1)) = P(IX = 0] [Y = 1)) = P((X = 0) P (Y = 1]) Tpq]
P(U = 1NV = 1)) = P(IX = N [Y = 0]) = P (X = 1) P (Y = 0]) 7]
P([U=2]n[V=0)=P(X=1n[Y =1)) =P (X = 1) P([y =1]) <p*
Nous avons :
k 0 1 2 ¢ k -1 0 1
PU=F) | [2a|p"| " [PIV=K) | | P+ | w
et Cov(U,V)=E(UV)—-E(U)E (V) avec :
-~ E(UV) = -pg+pg=0,
- E(U) = 2pq +2p* = 2p,
~E(V)=0,
~EU)E(V)=0
Conclusion :
(¢) Nous avons P ([U = 0] N[V =1]) =0 alors que P ([U =0]) P ([V =1]) # 0.

25/01/2014

(a) Par confort construisons un tableau des valeurs possibles de U et V.

Ce contre-exemple montre deux choses :

— les deux variables U et V sont dépendantes;
— il montre aussi que la réciproque de I'implication

(U,V indépendantes) = (Cov (U,V) = 0) EST FAUSSE
19. Nous avons Z (2) = N et :

= P(Z=0n

0+P(Z=

(X >Y])

+
0]N[X <Y]

P([Z=0n[X<Y])
)

P([X <Y])Pix<y1([Z =0])

par la FPC
P(X <Y]))

Pl U
kEY ()

x 1

(VSHHWW)

> P([X<YIn[Y =k])

kEY (Q)

selon la FPT avec le SCE ([Y = k]).ey (o)
>, PX <KN[Y =k

keY (Q)

>, P(X <k)P([Y =k])

kEY (Q)

car X et Y sont indépendantes

>

keY (Q)

k€Y (Q)
P (Y = k]) -
keY (Q) key
PROBABILITES

(1 =P (X > k)P (Y = k])

(L-u—af)qusz

(1-a)"P([Y = k)
(@
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Par le théoréme de transfert

P([Z:O])zl—E((l—a)Y)

Enfin pour tout k € IN* :

P ([Z =k])

P([Z=kKnNn[X>Y])+P([Z=kN[X <Y))
par la FPT
= P((Z=kKnNn[X>Y])+0
= P(X-Y=knNn[X-Y>0])
= P((X-Y=Fk)car [X-Y=EkC[X-Y >0
= ‘GYZ(Q)P([X:kJFi]m[Y:Z’])
= > P(X=k+i)P([Y =1i])
i€y (Q)
car X et Y sont ipdépendantes
= ¥ a-a*T Py =)
€Y (Q)
= a(l—a)kjf1 > (1—a)iP([Y:iD
€Y ()

Par le théoréme de transfert

VkeN', P([Z=k)=a(l-a)" 'E ((1 - a)Y)

Vérification :
o - aE ((1-a)")
1—E((1—a)y> +k§1a(1—a)k 1E((1—a)y> :1—E((1—a)y> g = Lo
20. (a) Nous avons (U, V) (Q) = {(i,5) e N*|i < j}.

- Sii=j:

P(U=dn[V=j) = P(X=d)P([Y =1])

car X et Y sont indépendantes
= (P(X=1))’
car X et Y suivent la méme loi
= (@)’
et :

VieIN P([U=in[V=i])=q¢*2p?

- Sii<y:
P(U=dn[V=j]) = P(X=d)P(Y =j)) +P (X =4)P([Y =1
car X et Y sont indépendantes
= 2P([X =d)P([Y =j])
car X et Y suivent la méme loi
= 2¢" 'pgp
V(i) N’ i<y, P(U=dn[V=j])=2g""2p

- Sii>g:

(b) Déterminons les lois marginales.
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— Déterminons la loi de U.
Tout d’abord U (£2) = IN*. Soit ¢ € IN* :

P(U=i) = o+j§P<[U¢]m[vm

- P<[U=z‘]m[v=z'1>+:z°:jP<[U=imv=j]>
_ q21 2 2+ Z 2q1+j 2p2

_] =1

— 2122+2q1222q
Jj=i+1

qz+1
I—q
— P 2%y
= ¢ *p(p+29)
= () 'p+q)

avec > +p(1+q) =1

_ q2122+2q122

Conclusion :

(U—G(p(1+9)]

— Déterminons la loi de V.
Tout d’abord V (2) = IN*. Soit j € IN*:

=22 4 252)0

I
N
S

— 2]222q+q2]22
=1

1—¢gi—t .
_ 2(]‘] 2p2q <T> +q2] 2p2
— 24 zpq(l—qj 1)+q21 2, 2

Conclusion :

Vi e ", P([V =) = L (27" — 2¢% + pg?)

Q

(¢) Retenez que :
9] U+Vv=X+Y
donc
LU+V)=L(X+Y)

et comme nous 'avons vu dans l'exercice 16. Rapidement en sautant quelques étapes, soit
ke (X4+Y)(Q) =Ns:

P (X +Y = k) fgiP([X:i])P([Y:k—iD

car X et Y sont indépendantes
kil -1, k—i—1

= pq' gt
i=1

en posant g=1—p

— 2p2k2
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Conclusion :

Vke Ny, P(X+Y =k])=(k—1)p2¢-2

21. Tout d’abord notons que :

Aet B indépendants
(A et B indépendants) <= ¢ Aet B indépendants (17)
Aet B indépendants

Tout d’abord nous savons que X et Y indépendantes implique que Cov (X,Y) = 0. Montrons
maintenant que lorsque X et Y sont bernoulliennes la réciproque est vraie. Nous avons, en notant
que XY reste bernoullienne :

(Cov(X,Y)=0 = (E(XY)=E(X)E(Y))
autrement dit :
(Cov(X,Y)=0) = [P((X=1n[Y=1)=P(X=1)P([Y =1])

et en utilisant ’équivalence, comme une réaction en chaine qui se déclencherait, nous avons “le
grand chelem” des égalités :

P(X=1n[y=0) = P(X=1)P(Yy=0)
P(X=0n[y=1) = P(X=0)P(Y =1)
P(X =00y =0) = P(X=0)P(Yy=0)

Comme X et Y sont bernoulliennes (binaires) alors nous pouvons dire qu’elles sont indépen-
dantes et la réciproque est démontrée, ce qui entraine I’équivalence.

22. (a) Il vient clairement :

et :
p(X,-X) = 7C°VV()85X)
~ —Cov(X,X)
N V (X)
_ —vV(X)
- V(&X)
d’ot :
|p(X,—X) = 1]

(b) Pour tout (a,c,b,d) € (R*)* x R?:

ac x Cov (X, X)
Va2V (X) eV (X)
ac x Cov (X, X)

lac| V (X)
ac

plaX +b,cX +d) =

Jac|

Conclusion :

—1 si a et csont de signes différents
1 si a et c sont de méme signe

p(aX +b,eX +d) :{

23. (a) Par le calcul, on trouve :

X\Y [ 1 2 3 4 [ LX)1

1 ||008 004 016 0.12| 04

2 004 002 008 006| 02

3 1008 004 016 012| 04
L) |02 01 04 03 1
—
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(b) Nous constatons que :
V(Z7]) eX (Q) X Y(Q)v Dij = Die X Dej

On en déduit que :

‘ Les variables X et Y sont indépendantes

(c) Tl résulte de I'indépendance que :

| Cov (X,Y) =0

(d) Les variables étant indépendantes,

La loi conditionnelle de X sachant que Y = 2 est la loi de X et la loi conditionnelle
de Y sachant que X € {1,3} est la loi de Y.

(e) Etant donné que X et Y sont indépendantes, on a :

EY |X)=E(Y)=(1x02)+(2x0.1)+ (3x04) + (4 x 0.3) = 2.8

‘ La variable aléatoire E (Y | X) est la variable certaine égale a 2.8‘

(f) 1l résulte de la question précédente que :

[E(E(Y|X)=E(Y)=25]|

24. (a) Nous avons :

X\Y [ 1 2 3 4 ]L(X)]|

1 0 0 0 03| 03

2 02 0 0 0 0.2

3 0 0 01 0 0.1

4 |03 01 0 o0 0.4
L(Y)[[05 01 01 03 1
——

(b) Nous avons :
P(X=1nY=1)=0#P (X =1)P([Y =1))

| Les variables X et Y ne sont pas indépendantes|

(¢) Par théoréme nous avons :
Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)

qui existe puisque toutes les variables en jeu sont finies. D’apres les lois marginales de X et Y
nous avons aprés calculs élémentaires :

E(X)=26 et E({)=22
et en utilisant le tableau de contingence de la loi conjointe du couple (X,Y") on obtient :
E(XY)=(4x03)4+(2x02)+(9x0.1)+(4x03)+(8x0.1) =45
D’ou :

\ Cov(X,Y)=45-26x22= f1.22|

(d) Pour la loi de X sachant que Y = 2 avec P([Y =2]) # 0, on a Pry_g([X =4]) = 1 et
Pry_g ([X = k]) = 0si k € [1,3]. En remarquant que :

P(Y =kN[X=1)+P (Y =kn[X=3)
P ([X € {1,4}])

On obtient la loi de Y sachant que X € {1,4} avec P ([X € {1,4}]) #0:

Pixeqay (Y =k]) =

k 1 [ 2 [3] 4
Pixepay (Y =) [ 3/7 [ 1/7 [0 [ 3/7
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(e) Nous avons :
— (2% 0.4) 4 (4 x 0.6) = 3.2

D’apres la définition de E (X | Y), il résulte que :

z 1] 3 [32] 4
P(E(X|Y)=2]) || 03]01]05]0.1

P(Y=4)=03, P(y=3)=01, P(Y=1)=05 P(y=2)=01

Explications : nous avons vu d’apres le cours que E (X | Y) = (Y) o :

VeY(Q), o) = > aPy_y(X=x])

z€X(Q)
et on fait parcourir a y Pensemble Y (©2) . Ainsi tour atour z vaut E(X | [Y =1]),E(X | [Y =2]),
E(X|[Y =3) et E(X | [Y = 4]) donnent les différentes valeurs de la varlable aléatoire E (X | Y),

elles sont notées = dans le tableau ci-dessus, la probabilité de ces différentes valeurs étant res-
pectivement P ([Y =1]), P([Y =2]), P([Y =3]), P([Y =4]).

(f) La formule de ’espérance totale nous donne le résultat bien connu qui est :

[E(E(X[Y))=E(X)]

ce qui est parfaitement confirmé par le calcul :
E(E(X|Y))=034034+16+04=26=E(X)

25. (a) On nous demande de chercher la premiére loi marginale du couple (X,Y’) ce qui se fait en
utilisant la formule des probabilités totales. Nous avons X (Q2) = [0,n] et pour chaque x

de X (),
rixen - (oo
—~ (n—x S
()Z< ) opa
par la formule du binéme de Newton
Conclusion :

X = B(n,p)

(b) e Loi conditionnelle de Y sachant que [X = z].
Soit y € [0,n — ],

Pl ([Y =) = () (" ’”)np (- p;g)”ﬂ*y _ <nx> ( q )y <1 pq)"“’

(M)p* (1 —p) Yy 1-p 1—p
————
#0
avec : .
q —pP—dq
=1
1—p + 1—p

Conclusion :

La loi conditionnelle de Y sachant que [X = z] est la loi binomiale B <n — 7 Ep)
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— Loi conditionnelle de X sachant que [Y = y].

)00

apres calculs, comme fait en classe, nous obtenons le résultat demandé en inversant les roles
de p et ¢ d’une part et de = et y de 'autre, ce qui donne :

La loi conditionnelle de X sachant que [Y = y] est la loi binomiale B (n -y, %)

(c) D’apres le cours :

E(Y|[X=a)) = B2 o B(x|[y=y) = DZWP

1-p 1—gq
(d) Toujours d’apres le cours :
_(m=X)q _=Y)p
EY|X)= - et E(X|Y) -

26. (a) Nous avons :
— Loi du couple (X, Z)
Nous avons :
(X2,2) () = {(i.5) e N* | i < j}

Et pour tout (4, ) € (X2,2) (Q) :

P((Xo=dn[Z=j]) = P(Xo=dn[Xi+X;=7j])
P ([Xy =i N[X; =j—i])
= P(Xa=d)P([X1=j—i])
par indépendance des variables
e M2\, e M

T G

Finalement :

V(i,j) € (X2,2)(Q), P(Xa=iN[Z=j])= e MPRINTIN

G —a)
— Loi conditionnelle de X2 sachant que [Z = z].
Nous avons pour chaque ¢ € [0, 2],
 P(N=in(z=2)
Pz (X2 =1]) =
o P([Z =]
e~ (MitA2) \z=ind 2!

Nl et (0 + o)

P )\1 z—1 )\2 A
7 AL+ Ao A1+ A2

1 A2
=1
)\1+)\2+)\1+)\2

avec

Conclusion :

La loi conditionnelle de X5 sachant que [Z = z] est la loi B (z, at >
AL+ Ao
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(b) D’apres le cours :

o )\22
YT

Z
et E(Xy|2)= A2

E(Xz| 2 =2) -

27. D’apres le cours E (aY7 + bY, | X)) est la variable aléatoire ¢ (X) ou ¢ est la fonction définie par :

Ve e X (), ¢(z)= > (ayr + by2) Pix—y (V1 = 1] N [Y2 = y2])
(y1,y2) EY1(Q)x Y2(Q)

Nous avons pour tout x € X () :

p(2) = > (ay1 + by2) Pix—y) ([Y1 = y1] N [Ya = 1))
(y1,y2)EY1(Q) X Y2(Q)

- 2 a1 Pix—p) (Vi = y1] N[Y2 = y2])
(y1,y2)EY1(Q) X Y2(Q)

+ > by2Px—q) ([Y1 = 31] N [Ya2 = ya])
(y1,92)€Y1(Q) X Y2(2)
= Z ay1Pix—y (Y1 =w1]) + Z byaPx =y ([Y2 = 42])
y1€Y1(Q) y2€Y2(Q)
aE(Y1 [ [X =2]) +0E (Y2 | [X = z])

Conclusion :

|E(aYy +bY2 | X) =aB(Y: | X) +bE (Y2 | X)|

28. Cette exercice a fait 'objet d’une démonstration dans le cours que je vous engage vivement a revoir.

29. Pour montrer que :
Va >0, V>0, P([S,>a]) <e™E (")

montrons que :
VYneN*, Va>0, Vo>0, 1, 54 <5 (18)

— Si I’événement [S,, > a] est réalisé alors 1is,>q = L. D’autre part ’événement S,, —a > 0 est
réalisé si et seulement si e*(5n=%) > 1 car exp est une bijection croissante sur R d’ou :

ez(Snfa) 2 1[Sn2a]

et I'inégalité (18) est vérifiée.

— Si I'événement [S,, > a] n’est pas réalisé alors 1(s,>4) = 0 et nous avons bien e*(5n=a) > () par
positivité de la fonction exp et (18) est encore vérifiée.
Dans les deux cas (18) est vérifiée, la croissance de ’espérance permettant d’écrire que :

VneN*, Va>0, Vz>0, E(lg,>,) <E (em(S,ﬁa))
autrement dit que :
vneN*, Va>0, VYoz>0, P([S,>a]) <e ™E (e*5)

30. (a) Signalons pour commencer que S, et V,, admettent chacune une espérance et une variance car
elles sont définies en fonction de variables X; et Y; admettant chacune espérance et variance.

— |E(S,) =np|car S, — B(n,p) du fait qu’elle est la somme de n variables bernoulliennes
indépendantes et de méme parameétre p.

— Par linéarité de ’espérance :

d’ou :
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— Par théoréme :

v<mv(in)ivm>+z > Cov(Y,Y))

=1 1<i<j<n

CSij>itl,
Cov (Y;,Y;) = Cov (X; X1, X;j Xj41) =0

car les variables sont indépendantes.

~Sij=i+1:
Cov (Y;,Yit1) E (Y;Yi11) —E(Y) E (Yis)
= P(Yi=1N[Yi =1]) -p*
= P(XiXip1 =1N[Xi1 Xipo =1]) —p?
= PX;=1NnX;11=1NX;40=1] -
= PIX;=1]P[X;}1 =1P[Xip2 = 1] -
p’ —p*
Conclusion :
VIV, = SVX)+2 Y Cov(¥,,Y))
=1 1<i<j<n
= np?(1-p")+2 ¥ (0 -p")
1<i<j<n

= np? (1 pr) + 2(7;) (p3 fp4)
= np’(1-p*) +n(n-1) (p*—p*)

en regroupant :

(b) Calculons Cov (Sp, V4,).
Cov (S,,V,) =

i=17=1
~ Sii=j, E(X;X;Xj11) = E(X?Xit1) =pxp=p°
S Sij=i—1, E(XXXJH):E(Xin_l) —pxp=p
781]7&271%37&1 (XXXJ+1):p3.
722111,1 Zazz+zazz 1+ Z ai,j-
i=1j= {(i,j)e[[l,n]]2
i, i#j+1
Conclusion :
w L 3 23
Cov (Sn, Vo) = S p° Z > p°—n'p
=1 =2 {(i,j)E[[lm]]2
i+

= np*+(n—1)p° + (n® — (n+n—1))p* —n’p’

apres simplifications :

[ Cov (8, Va) =p* (1= 20) (p— 1)

YLOTOTOT0T
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16 Variables a densité

1. (a) Montrons que f est une densité.
— f est positive sur R ;

— f est continue sur au moins R — {—1,0,7/2} la justification est simple & faire;
—+o0

— L’intégrale f converge car f coincide avec la fonction nulle sur ]—oo,—1[ et sur
—o0

17/2, 4o00].

0 w/2
Enfin / f et / f convergent en tant qu’intégrales de fonctions continues sur un segment,
1 0

et comme :
0 1,]1° 1
[1(x+1)dx: [w—i—ixﬂl =3
et
/Tr/2 1 1 /2 1
—cosxdr = |=sinx ==
0 2 2 0 2
+oo
alors f converge et vaut par Chasles :
— 00
—1 0 /2 +00
[lrefe e[ Tre
—00 —1 0 /2
Conclusion :

| f est bien une densité de probabilité‘

(b) Soit F'x la fonction de répartition de X définie par :

vz € R, FX(x):/x ) dt

Nous avons :

0 siox<—1

T -1 T

/ f=/ f—I—/lf si xe[-1,0]
Fx@ = "0 "5 o .

/_ f:/_ f+/_1f+/0f si xe]0,7/2]

1 si o >m/2

0 si oz < —1

/w (t+1)dt S z€[=1,0]

-1

0 T
1
(t+1)dt+/ §costdt si z€]0,7/2|
0

-1

—_
2}
=

x>m/2

Conclusion :

0 si x<—1

1 1
—2?+x+= si z€l[-1,0]
Fx (z) =

1 1
§sinx+§ si z€]0,7/2]

1 sioxz>7/2
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()

2. (a)
(b)
25/01/2014

—+o0

La variable aléatoire X admet une espérance lorsque l'intégrale / af (x) dzx est convergente.
—00

0

ﬂ/21
Comme les intégrales / z(x+1)dx et / ST cos xdx et en dehors du segment [—1,7/2],
0

-1
et f coincide avec la fonction nulle alors il vient que la variable X admet une espérance égale

ar 0 ﬂ/21
/ x(x+1)dsc+/ —xcosx dx
1 0 2

Par une intégration par parties sur la deuxiéme intégrale :

w/2 /2
/ xcosx dr = [:csinac]g/2 7/ sinz dx
0 0

E (X)

d
en posant u (z) = z alors d_Z =let 2 =coszsiv (z) = sinz avec (u,v) € C* ([0,7/2])°.

) dx
Conclusion :
T 2
EX)=-—-=
Nous avons :
1 .
_ﬁ si z<—1
flz)= — si x>1
T
0 si |z| <1

La fonction f est paire car pour tout réel x, —z est un réel et f(—z) = f(x) (on parle de
distribution bilatérale). Nous étudierons donc f simplement sur Ry . La fonction f est continue

3
et dérivable sur IRy — {1} avec pour tout réel z € |1, +oo|, [ (z) = —a < 0. Ainsi le tableau

de variation de f sur IR, donne :

=z 0 1 +00
f(z) 0 0[]-3 -
f) [0 — 0]1 N\, 0
Ce qui donne la représentation graphique suivante :
10T
08T
06T
04T
02T
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
X
Nous avons :
‘ Tt .
/ f(t)dt:/ -3 siox<—1
oo o
‘ “odt T
F(r) = / f(t)dt:/ ——3+/ 0dt si —1<z<1
oo et .
x —1 1 T
dt dt .
[mf(t)dt:/,ooft_?’Jr/,lOdH/l =z s o>l
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Conclusion :
1
ﬁ si x<—1
1
F (z) 3 si —1<z<1
1
1-— By si z>1
10T
Yy i

(¢) Nous avons :

1 . . ..
— Pour |z| > 1, zf (v) = —;, fonction admettant une intégrale convergente au voisinage de

Iinfini en tant qu’'intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1.
En conclusion I'espérance de X existe et on a alors sans calcul par imparité de 'intégrande :

E(X)=0

1
— En revanche, pour |z| > 1, 22f (r) = —, donc I'intégrale de définition du moment d’ordre

deux de X diverge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 1, ainsi :

‘ La variable X n’a pas de moment d’ordre deux et a fortior: pas de moment d’ordre supérieur

d d
3. (a) Intégrons ¢ par parties en posant u (t) = t alors Mot Z = f@)siv(t)=F(t)—1 avec

d dt —
(u,v) € CL ([0,2])*. Soit = € R ainsi : ' '
olz) = [t(F(t)l)]é/?F(t)l)dt
0
_ x(F(x)—l)—l—/O (1— F (1)) dt
- x(P([X<x]>—1>+/m<1—F<t>>dt
0

- x(l—P([X>:c])—1)—|—/0$(1—F(t))dt

Conclusion :

vz e R, <p(:t:):/Ox(l—F(t))dt—xP([X>x])

i. Tout d’abord ¢ représente l'unique primitive de ¢ — sur IRy s’annulant en 0, et &
b) i. Tout d’abord ésente I'uni imitive de ¢ tf (¢ R, ¥ lant en 0, et &
ce titre ¢ est de classe C! sur IR donc dérivable sur R avec :

Vx>0, ¢ (x)=xzf(x)>0

ce qui équivaut a dire que :

La fonction ¢ est croissante sur IR+ ‘
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ii.

iii.

25/01/2014

D’autre part comme :
V>0, zP([X >z])>0

alors : . -
Va >0, @(x)é/ (1F(1ﬁ))dtﬁ/+ (1-F(t)dt
0 0

puisque cette derniére intégrale converge. Par transitivité de la relation d’ordre <:

vz > 0, gp(x)</0+oo(1—F(t))dt

Enfin comme ¢ est une fonction a valeurs positives croissante et majorée, elle admet une
xr
limite finie en +00 ce qui assure la convergence de lintégrale / tf (t)dt. Comme enfin
0

X (2) € Ry (du seul fait que fx # 0 sur IR;) alors nous pouvons conclure que :

‘ La variable X admet une espérance ‘

Nous avons pour tout réel © € Ry, 0 < zP ([X > z]) trivialement et :
+oo
WP (X >a]) = x/ () dt
oo
= / xf (t)dt

/:wtf(t)dt

car en observant les bornes d’intégration nous pouvons dire que ¢t > x. En conclusion :

G-

IN

+o00
vz e R, 051:P([X>a:])§/ Lf () dt

D’aprés les inégalités précédentes :
+o00
VreR,, 0<a2P([X>a]) g/ Lf () dt
x

avec par Chasles :

/jootf(t)dt/Jrootf(t)dt/z LF () dt

Comme :
+oo T
lim tf(t)dt = lim tf (t)dt = E(X)
r—+oo | z—+too [
+o00o
la limite lim tf (t) dt existe et vaut par somme des limites
z—+oo [,
+oo
lim tf(t)dt=E(X)-E(X)=0
T——+00

xT

Ainsi par le théoréme d’encadrement :

lim zP (X >z]) =0

T— 400

et par un passage a la limite quand = tend vers +o0o nous obtenons que :
lim ¢(z) = E(X)
T— 00
x
= lim (1-F(t)dt— lim zP([X >z])
z—+o0 [ T—+00
x

lim (1-F(t))dt

T— 00 0

+oo
/ (1— F () dt
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puisque cette derniére intégrale converge.

E(X)/()+Oo(1F(t))dt/O+OO(11+P([X>t]))dt

Conclusion :

E (X) /O+OOP([X > 1)) dt

4. (a) Notons ¢ l'application définie sur [—1,2] par ¢ () = t2. Pour déterminer la nature de Y =
¢ (X) introduisons Fy la fonction de répartition de Y (en supposant que ce soit une variable
aléatoire) définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

Nous avons Y (2) C [0, 4] et donc :

0 si <0 0 si <0
Fy(z)=q P(-Va2<X<Va]) si z€(0,4 =1 Fx(Vz)—Fx(—Vz) si z€[0,4]
1 si x>4 1 si x>4

en notant F'x la fonction de répartition de X. A ce niveau-la rappelons que :

0 siox<—1
1
Fy (z) = x; siwel-1,2
1 siox>4

avec \/z € [0,2] quand z € [0,4] et —/z € [-2,0] quand z € [0, 4]. Donc :
z+1
R (v =Y

quand z € [0,4] donc v/z € [0,2];

3
— 1
~ Fx (_\/E) = # quand z € [0,1] car —\/5 € [-1,0];
~ Fx (—vx) =0 quand = € [1,4] car —\/z € [-2,—1].
Ainsi :
0 si <0 0 si x<0
11— 2
Vel VT si z€0,1] e si zel0,1]
Fy (z) = ’ 1 ’ - ; 1
“/ETJF—O sioxell,4] \/5; si x€]l,4]
1 siox >4 1 si z>4

Vérifions que :

— Fy est continue sur |—o0,0[ (Fy y coincide avec la fonction nulle), sur [0,1] (fonction
racine carrée) sur |1,4] (somme et quotient & dénominateur non nul) et enfin sur |4, 4+o00|.
Enfin :

hmFy = hl’nFy = Fy (O) = 0, hmFy = hInFy = FY (1) = 2/3
0~ 0+ 1- 1+

et :
hmFy = llmFy = Fy (4) =1
4= 4+

Finalement Fy est de classe C° sur R ;

— La fonction Fy est de classe C sur au moins R* — {1,4} (a détailler selon les théoréme
généraux, sachant que la fonction racine carrée est de classe C' uniquement sur RY).
Conclusion : les deux vérifications permettent de dire que Fy a les propriétés recquises
pour dire que Y reste une variable a densité dont une densité fy sera obtenue par déri-
vation de Fy 1a ou elle existe sans oublier de poser :

fr (0)=fy (1) =fyr(4)=0
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(c’est purement arbitraire comme vous le savez!) et nous pouvons donc écrire que :

1
m si xé€ ]0, 1[
_) o1 _ 1 1
VeeR, fy(z)= N sizell4 = 3\/51](),1[ (x) + 6\/:?1]1’4[ (z)
0 si x¢]0,1[U]L4]

(b) Comme X suit une loi uniforme elle admet un moment d’ordre deux ce qui nous permet de
dire trés rapidement que :

|La variable Y admet une espérance‘

puisque Y = X? avec :
E(Y) = E(X?)
= V(X)+(EX))’

selon la formule de Koenig inversée

91
12 4
Conclusion :
E(Y)=1

5. Rappelons qu’en notant fx une densité de X, celle-ci est définie par :

1S z € l,2]
fX(x){ 0 si ¢l

Déterminons une densité de probabilité et la fonction de répartition de la variable Y = exp (X2 — 1) .
Notons ¢ Iapplication définie sur [1,2] par ¢ (t) = exp (t2 — 1). Au passage notez que La fonction
© n’étant pas monotone sur le segment [1,2] nous ne pouvons pas conclure que Y reste une
variable & densité (constat pas franchement au programme mais utile!). Pour cela déterminons Fy-
la fonction de répartition associée a Y, celle-ci est définie par :

Ve eR, Fy(z)=P(Y <x)

Nous avons :
¢([1,2) = [1,e*] DY ()
et :
0 si z<1
Fy (z) = P([exp(X?—-1) <z]) si ze[l,e¥
1 sioz>el
0 si z<1
= ( P([X?<1+nz]) si ze[leé
1 siox>ed

car la fonction In est strictement croissante sur ]Ri

0 si x<1
= P([—\/l—i—lnxSXS\/l—i—lnx]) si xe[l,e?’}
1 si oz >e?

car ,/ est strictement croissante sur R

0 si x<1
= Fx (vl—i—lnx)—FX (—vl—i—lnx) si x € [1,63]
1 sioz>ed
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ou Fx la fonction de répartition de X

0 si z<1
= Vidhe—1 si ze [l
1 siox>ed

A ce niveau vous devez vérifier les fameux deux points prioritaires (classes C° et C') permettant de
dire que Fy a les propriétés recquises pour affirmer que Y reste une variable a densité. Je pense
que cela ne vous posera aucun probléme & démontrer, en prenant la rédaction type de ’exercice
4.

Par dérivation de Fy qui est dérivable sur IR — {1, e
noterons fy sans oublier de poser, par exemple, que :

fr)=fr () =0

3}23 nous obtenons une densité de Y que nous

Nous avons donc pour tout réel x :
1

m(fX (m) - fx <—\/1+Tx> sixe]led|

fr(z) = > >~
0 siow¢|1,e¥
1
= — 1y,
2zv/1+Inx s (@)
Conclusion :
1

—— si zell,él
fy () ={ 2zvVInex ) [

0 siox¢]l el

6. (a) Rappelons qu’en notant fx une densité de X, celle-ci est définie par :

fx(w)Z{e

—X

si z>0
0 si <0
Notons Fz la fonction de répartition associée a Z, celle-ci est définie par :
VeeR, Fz(z)=P(Z<x)
Nous avons :
p(R}) =ROY(Q)
et pour chaque réel x :
Fz(z) = P([-InX <z])
= P(lnX > —2z])
= 1-P(nX < —zJ)
— 1P (x <))

1—-Fx (eix)
= 1-(1—exp(—€e7))
= exp(—e®)

A ce niveau vous devez vérifier les fameux deux points (classes C° et C1) ici c’est extrémement
facile & voir, permettant de dire que Fy a les propriétés recquises pour affirmer que Z reste une
variable & densité. Je pense que cela ne vous posera aucun probléme, en prenant la rédaction
type de I’exercice 4.

Par dérivation de Fy qui est dérivable sur IR** nous obtenons une densité de Z que nous
noterons fz. Nous avons donc :

Ve eR, fz(z)=e Texp(—e™)

23Sans aucun probléme, mais c’est & détailler le jour J.
24Gans aucun probléme, mais c’est a détailler le jour J.
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(b) i. Nous avons Y;, (€2) C IR} et en notant Fy, sa fonction de répartition nous avons :

Fy (2) 0 si <0
Y, \T =
P([Y,>z]) si >0
si <0
ﬂ Xk.>x]) si x>0
si <0

1—HP [Xg>z]) si >0

car les v.a. X} sont indépendantes
0 si <0

- [[(1-Fx, (@) si >0

>
Il
—

0 si <0

1*]%[(1*(1*671)) si x>0

>
Il
—

0 si <0

1—H(e’x) si x>0

0 si <0
B 1—e™ i >0

Votre culture vous permet de constater que :

x>
Il
—

La variable Y,, est une variable & densité suivant la e (n), d’espérance 1/n et de variance 1/n? |

Il est donc inutine de se “taper” les deux points essentiels!!!

ii. Nous avons Z,, (2) C [—1nn, +oo[ et en notant F_ la fonction de répartition de Z,, nous
avons :

O si z<—1Inn

FZ 1’ =
P([Z <z|) si x>-—Inn

si zr<—1Inn
({max lnn<x]) si x> —Inn
1<k<n
si r<—1Inn
P({max (Xk) <x+lnn]) si x> —Inn
1<k<n
{ si x<—Ilnn

P

\TD:

Xk<x+1nn]) si x>—Ilnn
1
si z<—Inn

H ([Xpg <z+Inn]) si z>—-Inn

car 1es v.a. X} sont indépendantes
si z<-—Inn
n
H Fx, (zx+Inn) si z>-—Inn
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0 si r<-—Inn

e n
IT (1 — ef(z“n")) si z>—lnn
k=1

0 si z<—Inn

7. (a) Tout d’abord Y (2) = IN, ce qui fait que :

| Y est une variable discréte|

Déterminons alors, pour tout entier k, P ([Y = k]) comme dans le “bon vieux temps du discret”.
Pour cela revenons & la définition de la partie entiére d’un réel?® qui permet d’écrire que pour
chaque entier naturel n :

P([Y=k) = P([X]=4k])

= P(k<X<k+1)
k+1

= fx (t)dt
k

ou fx est une densité de X

k+1
= / e Mdt
k

= [
— oM oAt

e—k‘)\ (1 _ e—)\)

Comme :

nous pouvons conclure que :

et d’aprés le cours :

(b) Déterminons la loi de Z = X — | X | et calculons E (7).
— Il est & noter pour votre culture générale que Z représente la partie décimale de X, mais nous
ne pouvons pas encore dire que c¢’est une variable & densité. Tout d’abord selon la définition
de X et | X | nous avons pour tout w € €, (X — | X]) (w) € [0,1], donc Z (©2) C [0, 1].
Le seul moyen de vous en sortir est de vous servir de la formule des probabilités totales
en introduisant le systéme complet d’événements ([| X ] = k]), cpy, ce qui donne :

0 si <0
Fy(z) = P([Z<z]) si z€][0,1]
si x>1
0 si <0

+oo
- P<L+J([Z<x]ﬁ[LXj:k])) sixe[0,1]

k=0

1 si o x>1

Byz eR, |z| <z < |z|+1
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0 si <0
EP([Z<x]ﬁ[LXj:k]) si zel0,1]

1 si x>1
par o — additivité de P
0 si <0

:;OZP([Xf X <a]n[lX]=K) si ze01]

1 si z>1
0 si <0

k=0
1 si x>1
0 si <0

%P([ngSaa—l—k:]) si zel0,1]
k=0

1 si x>1
carz+k<xz+1
0 si <0

+oo
> f;+k e Mdt siox€0,1]
k=0

1 si x>1

0 si <0

400 z

> [fe’)‘t];k si zel0,1]
k=0

1 si z>1

0 si <0

si z>1

“+o00

> (e7Fr — e—A(w+k-)) si zel0,1]
k=0

1

0 si x<0
“+o00

e (1—e) siozelo1]
k=0

1 si x>1

0 si x<0
+oo

(1—e*) S e si zel0,1]
k=0

1 si x>1
(somme d’une série géo. de raison e~ %, |e*’\z} <1
0 si x<0

1— —A\x

ﬁ si x € [0, 1[

1 si x>1
PROBABILITES
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11 est trés facile de vérifier?6 que F; posséde toutes les propriétés d’une fonction de répartiton
d’une variable & densité. Par dérivation de Fz qui est dérivable sur R* —{1}27 nous obtenons
une densité de Z que nous noterons fz sans oublier de poser, par exemple, que :

fz(0)=fz(1)=0

Nous avons donc :

e ™A
fz(x)= 1—e?
0 si x¢]0,1]

si z€]0,1]

— Espérance de Z.
Comme Z est a support fini (du fait que fz est nulle sur |—o0, 0] et sur [1, +oc[) la conver-

1 —z
gence de I'intégrale / ﬁdx ne pose aucun probléme et en intégrant par parties avec
o L—e

e
la régle “LPET”, nous obtenons :

1 —xA
E(Z) = /OAde

Conclusion :

1—de r—e?

E(2)= N1—e)

8. Tout d’abord notons (hors programme) que I'application t —s =X ® ne réalisant pas une bijection

sur IR, nous ne pouvons pas conclure que Y reste une variable & densité. Bien que le texte dise
bien que Y est une variable aléatoire effectuons le démonstration tout de méme pour nous entrainer
en faisant 1’étude classique :

'Pourtouth]R{go( X)<a}e A car p(R) =R et :
~siz <0, {p(X)<z}=0€A;

[ 1 /1
—si z € R, la condition ¢ (X) < z équivaut a la condition X > —ﬂ ou X < — —ﬂ
donc :
_1 Inz
uXx —00,—\/—— | | €A
@

~~

€A (admis) €A (admis)

Inx

(4,0 (X))71 (]70071,]) . ([ 777+OO

car X est une variable aléatoire. Tout cela nous montre que ¢ (X) est une variable aléatoire.

\ 4 Au passage notez bien que le programme stipule que pour tout borélien B de IR, I'image-
réciproque de ce dernier par toute application X (variable aléatoire) est un événement de A.
— Introduisons Fy la fonction de répartition de Y = ¢ (X) avec Y (Q) C IR, définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

26 Ce que je vous laisse faire!
27Sans aucun probléme, mais c’est a détailler le jour J.
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Siz>1,
P ([—ozX2 < lnx}) =1
carlnz > 0 et —aX? < 0, donc :

0 si <0
1
Py (z) = P({X2>—%D si x€]0,1]
si z>1
0 si <0
1
- 1P<[X2<%D si ze]0,1]
si x>1
0 si <0
Inx Inz
= 1-P| |-y — <X <y/— si ze]0,1]
o o
1 si x>1
0 si <0
Inz Inz .
= 1—|[Fx — | = Fx | —\/— si z€]0,1]
« «
1 si z>1

Il est facile de constater que Fy est une fonction continue sur IR puisque :
— La fonction Fy est nulle sur IR_, constante égale a 1 sur [1,+oo[ donc continue a chaque fois

. , . . Inz .
et sur ]0,1[ en tant que fonction composée de fonctions continue (x — ——— est continue

sur ]0,1[ & valeurs dans R’ et  — =£+/x est continue sur IR’ ; enfin Fix est continue sur

R). Enfin limFy =limFy = Fy (0) = 0 (limFx = 1) et limFy = limFy = Fy (1) = 1
0- o+ +o0 1- 1+

(1iénFX =1/2).

— La fonction Fy est de classe C! sur R — {1} sauf éventuellement en 0, 'explication est du méme
type qu’auparavant sans oublier que x — 4./ est de classe C! sur R’ .
Par conséquent ces deux propriétés caractéristiques de Fy nous ameénent a conclure que Y est
une variable & densité dont une densité fy est obtenue par dérivation de Fy sur R* — {1}%® et
nous compléterons la définition de fy en posant que :

fr(0)=fr(1)=0

Nous avons donc :

Prter = W (fx (V hj) +ix ( V hl%)) Ljo,11 ()
ou fx densité de X
_ X\/1 (e Lo (5 (V) ) oo (5 (V2) )| o
- 2z /—LInz Vir Pl 2 @ P73 3 10,1]

1 2/
\/E 1]0,1[ (1’)

2z, /—L Inz
(e}
xa/471

S
Vot oyar @

xoz/471

—1
2v—arlnz 0.1 ()

28Gans aucun probléme, mais c’est a détailler le jour J.
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Conclusion :
oz/4 1
Vr € R,
fr (@) = 2\/—a7rlnx Lo
— Espérance de Y.
1 xa/4

La variable Y admet une espérance lorsque 'intégrale dx est convergente car f = 0

0 2v/ —/onr Inz
a/4
Qjcaﬁ par le changement de variable
u = +/—alnz de bijection de classe C! et de dérivée non nulle sur ]0, 1] vers u (]0, 1) = |1, o0 .

2

en dehors de |0, 1. Déterminons une primitive de x —

U
Comme u = v—alnz équivaut & © = ¢~ a alors :
1 adr aet’ /@
du = —— =— dx
2z v/—alnz 2u
soit : 5
U
dr = ——e~%/ogy
«@
et :

t a/4 1 t a/4
v dr =
/ 2v/—arlnz * VT \/—alnx

/A

_4a2 _Edu

/e

11

= — e_u2(m+5)du
a\/47r

= 402 du
a\/47r

! teié(%> du

ay/m

A ce niveau posons un nouveau changement de variable affine donc valable car bijectif et de classe

1 Vo + 1 . . Vo +1 oz\/§
Clsur 0,1 w = —F+— —

u ce qui implique que dw = du ou encore du = ————=dw
a2
et :

av2 Via+1

[ (1 (@)) P / A e,

av2 Caym m

1 [4a+1
V2 « 2 1,2
= — e 2% dw
(4o +1)
1 [4a+1
2 [e% 2 lw2
= —e 2% dw

CVia+1 V2r

Via +1
av/2

u tend vers 0. D’autre part 'application w —

Enfin lorsque 1ir61+u = v—alnz = +oo alors w =
xr—

u = v—alnz = 0 il s’ensuit que w = Viatl
1 ) oz\/§
=2

——e 2" admet une intégrale convergente sur IR, et égale a =.

Vor 2

Moralité, 'intégrale

u tend vers +oo et lorsque 1im1
Tr—

1 xoz/4

0 2vV—arlnzx

dx converge et est égale & :

2 1

1
—_— X — —_—
Via+1 2 Jda+1
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et donc :

1
Via +1

9. Tout d’abord notons que 'application t — e’ étant continue sur IR, alors par le théoréme de

La variable Y admet une espérance égale a E (Y) =

transfert :
(Y admet une espérance)
e 1 1 /(z—m\>
<~ e'——exp | —= dx est convergente
o oV2T 2 o
teo 1/z—m\>
<~ ——exp |z — = dx est convergente
o OV2m 2 o
Or:

1 T m 2 1

- 2 2
Xr — = - —— xr—m - 2(’ .’2:)
2 < g ) 20’2 <( )

= 53 (@ =2(c" +m)z+m?)
= 5 (@ (7 +m)* —2mo” — o*)

aprés mise sous forme canonique

Par conséquent Y admet une espérance lorsque 'intégrale :

N 0.2 /+OO 1
ex m —_ —F——€X —
b 2 oo OV2T P

-:/ o?

est convergente. ¥ : L’intégrale converge car, a exp [ m + > pres, elle représente l'intégrale

D=
/N
&
|
—
Q qw
+
3
SN—
N~
[ V]
QU
&

d’une densité d’une variable N suivant la loi normale de paramétres o + m et 2. Ainsi cette
2

o
intégrale vaut exp (m + ?> qui est la valeur de ’espérance de Y. En conclusion Y admet une

espérance égale a :

E(Y)=exp <m+ 0—2)

2
De méme :
(Y admet une variance)
<= (Y admet un moment d’ordre deux)
+oo 1 1 (z—m\>
= / (e%)? exp | —= (x m) dx est convergente
oo o2 2 o
/ too 1 1 (w — m) 2
<~ e exp | —= dx est convergente
-0 ovV2m 2 o
teo g 1/2z—m\>
<~ exp | 2z — = dx est convergente
oo OV2T 2 o
Or:

1 /z—m\’ 1 2 9
21’§< - > = ﬁ((xfm) f4ax>
1

= —2(x2—2(202+m)x+m2)

= 552 ((ac — (202 —i—m))2 — 4mo? — 404)

aprés mise sous forme canonique
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Par conséquent Y admet un moment d’ordre deux si, et seulement si :

exp (2m + 20°) /

tooo z— (20% +m)

oo OV2T

exp | —3% (

) dx est convergente

Cette derniére intégrale converge car, a exp (2m + 202) pres, elle représente l'intégrale d’une densité
d’une variable NV suivant la loi normale de paramétres 202 + m et o2. Ainsi cette intégrale vaut
exp (2m + 202) qui est la valeur du moment d’ordre deux de Y. En conclusion Y admet une variance

égale, selon le théoréme de Huygens-Koenig, 4 :

VY)=E (Yz) —(E (Y))2 = exp (Zm + 202) — exp (2m + 02)

Finalement :

V (Y) (e”2 - 1) exp (2m + o?)

10. (a) Nous savons d’apres le cours :

E(X)=bv et V(X)=0b%

(b) i. Notons ¢ : t — t2. Comme cette application n’est monotone sur X (2) C IR nous ne
pouvons pas conclure (hors programme!) directement que Y = po X reste une variable

a densité. Alors faisons I’étude classique :

— Tout d’abord pour tout réel z, {p (X) <z} € A, car o (R) = Ry et :

—siz<0,{Y <z}=0¢€A;

— stz >0, la condition Y (w) < x équivaut & —/z < X (w) < /2 ot w € . On en déduit

25/01/2014

que :
{we|Y(w)<a}={we Q| —Vz <X W) <z}

La condition Y < z définit donc un événement lié & I'expérience aléatoire considérée :

{weN|Y (w) <z} € Acar X est une variable aléatoire.

Tout cela nous montre que Y = ¢ (X) est une variable aléatoire définie sur .
Introduisons Fy la fonction de répartition de Y = ¢ (X)) définie par :

Fy(z) = { OP - si <0
(Y <al) =P(~VG<X<Va) si 220
B { 0 siox<0
-l (V) —2(=Vz) st x>0
en notant ® la fonction de répartition de X
B { 0 siox<0
N 20 (V) —1 si x>0

Les propriétés de classe ne posent aucun probléme a vérifer puisque :

& Fy étant nulle sur R* est de classe C! donc de classe C° sur R* ;

& Fy est continue sur IR, par somme et composition (a détailler) et de classe C! sur
R’ (le probléeme en 0 provient de la fonction racine carrée).

L’application Y : @ — IR est donc une variable a densité dont une densité fy est
obtenue par dérivation de Fy sur IR* sans oublier de poser que :

fy(0)=0
pour compléter la définition. Nous avons donc :

1
— ) si >0
0 si <0
en notant fx une densité de X, or :
1

1
VeeR, fx(z)= mefix

2
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Donc :
1 _z 0
e 2 s x>
fY (g;) = vV 2rx
0 si <0

ii.

ii.

25/01/2014

11 1 1 T

L, . z\2~! _z .

En écrivant I'expression sur IR’ sous la forme 57 (5) e 2, on voit que :
T

1
La variable X7 est & densité suivant la loi I’ (2, 5)

Les variables X7 et X3 étant indépendantes, la stabilité de la loi grand gamma
pour la somme assure que :

La variable X? + X2 suit la loi T'(2,1), il s’agit de la loi exponentielle de paramétre 3

i. Toujours par stabilité de la loi grand gamma pour la somme :

Y, = kzijlx,g T (2%)

et d’apres le cours :

n n
B(Y,) =% e V(¥,)=7%
Nous avons :
1
e 2 si >0
fi(z) =
si <0

0.3
0.2
0.1
4 2 o0 2 a4
X
L% & 20
—e si
fo(x)=4¢ 2
0 si <0
y0.4
0.2

X
Tr _Z 0
—e 2 81 T>
f3(x) = 27
0 si <0
PROBABILITES spicesagros.fr
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Yoot

0.1

-4 -2 0 2 4

X

11. (a) Comme les deux variables Z et T sont deux variables & densité sont indépendantes de
densités bornées (une seule suffit), on sait d’aprés le cours que Z + T reste une variable a
densité dont une densité fz, 7 sera donnée par le produit de convolution des lois de Z et
T, soit pour chaque réel x :

+oo
fzir (z) = fz (t) fr(z —t)dt

Nous avons (Z +T)(Q) C Ry et :

= ({ j”cigc)i?%f) )
- (i)
— (0<t<z)

et dans ce cas pour chaque réel z :
T
foan@) = [ aetpe
0

= aﬁe_ﬁx/ e~ (=Bt gy
0

- aa_ﬁﬁ (6—51- o e—az)

Conclusion :

a,@ﬁ (6_5“' — e_""”) size Ry

o
0 sinon

fzir (z) =

(b) i. Comme ¢ : t —— —t réalise une bijection de classe C' et de dérivée non nulle sur
X () € R4, nous pouvons conclure que ¢ oY = —Y reste une variable a densité (hors
programme !). Notons F_y la fonction de répartition de —Y définie par :

VeeR, F_y(z)=P(-Y <z])
Comme —Y () C R_:

B P(Y >—z]) si <0
Py = {] G

_ 1-P([Y <—z]) si <0

o 1 si >0

B 1—Fy(—z) si <0

B 1 si >0

Par dérivation de F_y qui est dérivable sur IR** nous obtenons une densité de —Y que
nous noterons f_y sans oublier de poser que :

fy (0)=0

29Gans aucun probléme, mais c’est a détailler le jour J.
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par exemple bien siir! Nous avons donc :

fy(x):{gY(_l’) six<0

si x>0

ou fy est une densité de Y d’ou :

f-v (z)

XeM sioxz <0
0 si >0

ii. Comme les deux variables X et Y sont deux variables a densité indépendantes a densités
bornées (une seule suffit) alors les variables X et —Y restent indépendantes et on sait
d’apres le cours que X — Y reste une variable & densité dont une densité fx_y = h sera
donnée par le produit de convolution des lois de X et —Y, soit pour chaque réel x :

+oo
h(z) = fx (@) f-y (x—t)dt

Nous avons (X —Y) () CR et :

(fx (@) f-y (x—1t) #0)
fx (@) #0
A ({ foy (@ —1t)#0 >

({52t0)
&= (t>min(0,z))

et dans ce cas :
— Sixz>0,alorst >0 et :

+o0
h(z) = / e MA@t gy
0
,

1.
= lim [——)\e“)‘e_zw‘}
y—+oo 2

0
par définition de la convergence

1 1 .
= lim [—=Xe®e 2 4 2 e™
y—+o00 2 2

1
= 5 )\6)\1‘ (19)

- Siz<0,alorst >z et :

+oo
h(z) = / e MAeA @0 gt

1 2l
= lim {—)\e“e%’\}
y—oo | 2 -
par définition de la convergence
1 1 :
= lim (5)\6’”)‘6_27’\ + 5)\6_“’\)

y—-+o00

1
= 5)\6_)\;8 (20)

Selon (19) et (20) :

VeeR, h(z)= ge_M’”

On dit que X — Y suit la loi exponentielle symétrique ou loi de Laplace.
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iii. La variable |X — Y| prend ses valeurs dans IRy doncsi x < 0, P([|[X —Y|<z]) =0 et
pour chaque réel z :

P(IX-Y|<4])

(o < X —Y <al)

= [ h@)dt

= zth (t) dt

car h est paire

D)
= 2/ ZeMat
0 2

= [
= 1—e

Conclusion :

La variable | X — Y| suit la loi exponentielle de parametre A

12. (a) C’est immédiat... L’intégrale en jeu étant une intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1,
elle est donc convergente.

(b) Notons que Y et —Y sont obtenues des changements de variables dont les propriétés nous
permettent de dire qu’elles restent des variables & densité.
— Loide Y
Nous avons Y () C IR’,. Notons Fy la fonction de répartition de Y définie par :

VeeR, Fy(z)=P([Y <z])

0 si <0
By (x) = {P([lnX<x]) si >0
0 si <0
P([X<e®]) si >0

car exp est strictement croissante sur IR
0 si <0
o Fx (") si >0

Par dérivation de Fy sur IR*30

par exemple, que fy (0)=1:

on obtient une densité de Y notée fy, sans oublier de poser,

0 si <0
fr(@) = e“f(e*) si x>0

0 si <0
B £ si x>0

62$
. 0 si <0
o e ™™ si x>0
Ainsi :
Y —e(1) (21)
— Loide —-Y

Nous avons (—Y) (©2) C RZ. Notons F_y la fonction de répartition de Y définie par :

VeeR, F_y(z)=P(-Y <z])

30 Je vous laisse vérifier la dérivabilité de Fy sur R*.
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F_y ((L’)

Par dérivation de F_y sur R*

poser que f_y (0)=1:

B P(Y >—-z]) si 2<0
o 1 si >0
_ 1-P(Y <—z]) si <0
o 1 si >0
B 1—Fy(—2) si <0
- 1 si >0
B 1—Fx(e™) si <0
o 1 si >0

on obtient une densité de —Y notée f_y, sans oublier de

e f(e7) si x<0 N
f2(@) = { | —{om o oes
0 si. >0 0 si x>0
Conclusion :
et s <0
fZ(x){O si x>0

(¢) i LoideY

Nous avons les équivalences successives :

(U=X1X3) <= (U=e""") — (Y1+Yo=mU)

avec Y7 et Y indépendantes (du fait de celle de X7 et X5) et de méme loi exponentielle
de parameétre 1. Ainsi selon (21) :

InU =

InX;4+InXo =Y, +Y, ‘—>F(1,2)

et une densité de Y7 + Y5 notée fy, 1y, sera donnée par :

fY1+Y2 (CL’) = {

—x

si >0
0 si <0

xre

Soit Fyy la fonction de répartition de U définie par :

et comme :

Fy (z)

Par dérivation de Fy sur IR—

Ve e R, Fy(z)=P((U <zl

U () C 1, +o00]
0 si z<1
- {P ([e"T2 <z]) si z>1
0 si z<1
- {P (Vi+Ys<lnz]) si o>1
si z<1
N {Fy1+y2 Inz) si z>1

{1} on obtient une densité de U notée fr;, sans oublier de

poser, par exemple, que fiy (1) =0:

0 si x<l1 0 si z<1
fu()=19 1 =9 1
—frity, (Inz) si xz>1 e M%ng si x>1
x T
Finalement :
0 si z<1
folz)=4
n_zx si z>1
T
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Loide V

Nous avons : v
1

V = —Xl = —e e eYl_Y2
X eYz

et V(©) C R’.. Cherchons une densité fy,_y, de ¥; — Y5 avec Y] et —Y5 indépendantes
du fait de celle de Y7 et Y3 et de densités bornées (une seule suffit). Cela fait que nous
allons utiliser le produit de convolution pour ’obtenir. La densité fy,_y, est définie sur
IR par:
+o0
Friva @) = [ @t fov, )

Nous avons les équivalences logiques :

(fri (& =1) foy, () #0)

(fra (@ —1) #0 et foy, (£) #0)
(x—t>0ett<0)

(t < min (0, z))

ainsi :

min(0,x)
Framys (@) = / fra (1) fy, (£)dt

—0o0

- Sixz<0,alorst < xet:

f}/l_y'2 (:L‘) = / e*(l‘*t)etdt

— 0o

T
= / X dt
—00
T
= e_’”/ e2tdt
— 00

1 xT
= lim e® {—e%}
A——oc0 2 A

1
— e Z <562z)

ez
= 35 (22)

— Sixz>0,alorst <0 et:

fY1 -Y> (CL’)

0
e_’”/ e2tdt
— 00

RL
= lim e™® {—e%}
A——o0 2 A

Conclusion selon (22) et (23) :

Vo € R? fY1*Y2 (CL‘) = %e_lx‘

On parle de loi de Laplace ou exponentielle symétrique (hors programme!).
Soit Fy la fonction de répartition de V' définie par :

Ve eR, Fy(z)=P([V <z
et comme :

V(Q) c R
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. 0 si <0
vie) = P([en 2 <2]) si >0

0 si <0
N {P([Yl—Yg<lnx]) si >0
0 si <0
N {Fyl_y2 (Inz) si >0

Par dérivation de Fy sur IR* on obtient une densité de V notée fi, sans oublier de
poser, par exemple, que fy (0) =0:

0 si <0
fv(z) = 1
Efyl,y2 (Inz) si >0
0 si <0
= 1 —|Inz|
= 5 si >0
T
0 si <0
1, .
— ge“’” si z€]0,1]
1 —Inx :
%e si z>1
Conclusion :
0 si <0
1
fr@=< 3 si xe€]0,1]
1
972 si x>1

ii. » Calcul de E (ﬁ)

Selon le théoréme de transfert /U admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale

—+o0
Yxfu (z) dx est convergente (c’est suffisant, réflechissez!). En cas de convergence :
o0

B(V0)= [ R @

Or:
+oo
( Y fu (v)dx converge>
—00
e _Inw
= \/:—c—zdx converge car f =0 sur |—oo, 1]
1 i
T ng d
— . 5730w converge
Or comme :
lim xl’l—x =0

par croissances comparées (log-puissance) la démonstration archi-classique qui suit, et que

. L . . T Inx s

je vous laisse faire, montre clairement que I'intégrale 5—/3dx converge, et U admet
x

une espérance. Voyons rapidement le calcul. Soit @ > 1 en intégrant par parties en par
parties en dérivant In :

“Inz 3 Ina @ 3 3( Ina 9 (14 (¥a)?
DL =2 Y dr = —2 S =W
| 5 2 (Ya)? J ( 2<e/5>5> 2<<e/a>2>+4< () )
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et par passage a la limite quand « tend vers I'infini, nous obtenons que :

() -

» Calcul de E <\7‘7>

Selon le théoréme de transfert ¢/V admet une espérance si, et seulement si Uintégrale,

\3/5 fv (z) dz est absolument convergente. En cas de convergence :

+oo
E(W)z Vxfy (z)dz
Or T'intégrale ¥ fy (x) dz converge lorsque / {‘/55 dx et %ﬁ dx converge
0 1

—00

1 +oo
1
car f = 0 sur IR* soit lorsque / mdw et / =dzx sont convergentes et méme
0 4T 1

lorsque :

2 (V)

1 1 +oo 1
/ —dx et / —dx sont convergentes
0 2273 1 T3

Ces deux intégrales sont convergentes en tant qu’intégrales de Riemann de paramétres
respectifs —1/3 < 1 et 5/3 > 1. Donc v/V admet une espérance.
Voyons rapidement le calcul :

L 3 3, VA 3
Vo €10,1], Qx_%dac:g—g(\/&) = | lim Qx—%dng (24)

et :

! 3 14(9B)° P _3

Ainsi selon (24) et (25) :

» Calcul de E (\B/UV)
Nous avons :

X
VUV = X1 X,y x Y; = ¥/ x2

Selon le théoréme de transfert {/X?7 admet une espérance si, et seulement si, l'intégrale

Va2 f () dx est convergente. En cas de convergence :

“+o00
E <\3/UV> = / V22 f (z) do
—0o0
Or nous avons les équivalences suivantes :

( o Vaf (x)dx converge)

\/_ > dx converge car f =0 sur |—oo, 1])

( dx converge)
( / —dx converge>
1

PROBABILITES spicesagros.fr

<~



ECS2 13/14 VARIABLES A DENSITE — CORRECTION Page 142/176

Cette intégrale est convergente en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 4/3 > 1.
Donc vUV admet une espérance. Voyons rapidement le calcul :

“ 1 (—1+{a AR
(Va>1,/1 x4/3dx—3< Vo )> = (allg-loo/l x4/3d:c—3)

E(W):Z’)

Ainsi :

Comme

les variables ¥/U et ¥/V ne sont pas indépendantes donc :

| Les variables U et V ne sont pas indépendantes‘

Rappelons que pour toutes fonctions ¢ et 9 telles que ¢ (X) et ¥ (Y) soient définies :

(X et Y indépendantes) = (¢ (X) et ¥ (Y) indépendantes)
mais la réciproque est fausse!

13. (a) Soit X — P (A), A > 0. Notons F'x la fonction de répartition de X et P (n) la proposition :

1 [t
“F ( ) / e—(lfx‘lldx37

n!

Montrons que P (n) est vraie pour tout entier n.
— Initialisation pour n = 0. Pour aa > A :

/ e Tdr :/ e Ty = [_e—z]a _ e—)\ e @
A A

—+o00 @
/ e Pdr = lim e dx
A

>

d’ou :

et P (0) est vérifiée.
— Supposons que pour n fixé dans IN, la proposition soit vérifiée, & savoir que Fx (n) =

1 [t
- e Tx"dx.
n! Jy

Intégrons par parties ¢ +1),f+°° “Tgntldy (avec LPET) Soit B> A:

_ 1 /Be_’”x'”“dx S [—x”“e‘ﬂﬂ +(n+1) /Be_’”x”dx
(n+ 1)/,  (n+1)! A A

1 B
_ A=A _ gl -8 1 / —ang
(n+1)!< e B e P+ (n+1) )\e x"dx

Nous avons :

)\n+le—)\ _ ﬁn+le—5 )\’nr‘rle—)\ ﬂ

lim

B—+oo (n+1)!  (n+1)! B—too nl
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selon I'hypothése de,récurrence.
Par conséquent :

1 B
lim 7/ e " dr =
B—+oo (n+1)! Jy

P (X =n+1]) + Fx (n)

P(X=n+1)+P (X <n])
P([X <n+1))
Fx (n+1)

1 oo
Conclusion l'intégrale m / e~z 1dx converge et vaut Fx (n+ 1), ce qui prouve
n N

P (n+1). Ce raisonnement par récurrence prouve P (n) pour tout entier n.

(b) Soit, pour n € N, Y;, une variable aléatoire absolument continue dont une densité f, est

donnée par :
0 si <0
fn () = 1 _ .
—e Tx™ s x>0
n!

Veérifions que f,, est bien une densité de probabilité et que 'on a Fx (n) =P ([Y;, > }A]).
— Nous reconnaissons en f, une densité de la loi v (n +1).

— D’apres la question précédente :

Vn € NN, P([Yn>)\]):/
A

+o0o

Ee’zx"dx =Fx(n)

14. Nous avons pour commencer Z (2) C IRy. Déterminons la fonction de répartition Fz de Z.
L’ensemble {[Y = k|, k € [0,n]]} constitue un systéme complet d’événements, alors selon la

premiére version de la formule des probabilités tot

Fz(z) = P([Z<z])
— Y P(Z<an[Y
k=0

n X
- e (=
= S P(X<(k+1)
k=0

— Y P(X<(k+1)
k=0

ales pour chaque réel x :

= k])

2)) P([Y = k)

car les deux variables sont indépendantes

n (k+1)x
=3[ s
k=070

7 (1)

par linéarité de la somme

1

= —[2"—e " (14+e™)"]

27L
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selon la formule du binéme de Newton
—x

e —_\T
= l-o- (1+e™)
Finalement :
0 si <0
F = - "
z(@) 1—62—n(1—|—e"”) si >0

Vérifions que F; vérifie les deux propriétés caractéristiques que doit posséder toute fonction de
répartition, a savoir qu’ici :

~ Fz est continue sur IR (aucun probléme sur R* et sur Ry Fy est continue en tant que somme
—x

et composée et produit de fonctions continues x — 1+ e~ *, x —— z™ et  +—— o ) et :
e " a7
Fz(0) = 172—n(1+e )
27L
= 1— >
=0
lim FZ (1’)
rz—0~

— Fz est de classe C! sur au moins IR* selon les théorémes généraux (& détailler)
Conclusion Fz peut donc étre considérée comme la fonction de répartition d’une variable & densité,
ainsi Z est une variable & densité de densité associée notée f définie par :

0 si <0

IOToToToX
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17 Convergences et approximations

1. Faisons un retour dans le temps au XIX®™¢ siecle a 1'Université d’Etat de Saint-Pétresbourg (ancien-
nement Leningrad) ville abritant 1'un des plus mythiques orchestres au monde, pour y rencontrer
notre ami Andrei Andreievitch Markov nous affirmant que :

Ve >0, P([|X,—0]>¢]) < @

L’emploi du théoréme d’encadrement permet de conclure, selon I'hypothése 111_{1 E(|X,]) =0
n—-+0oo

que :
ve>0, lim P([[X,[2¢])=0
Conclusion :
La suite (X,,), o+ converge en probabilité vers 0
2. (a) RAS ...

(b) Soit € > 0. Dés quen > 1/ on a :

P([|Xn|25])2<\/ﬁ<n+%n>) :%njooo

La suite de variables (X;,), .~ converge en probabilité vers 0.

3. Nous avons :

NgE
M=

T, = — Xi
e}

S
=~
Il

1li=1

1

(e
K3

I
NIE
NE!

X;

3

1k
par inversion des sommations

1 n
= —aZ(n—z+1)Xz

%

1 n—1
= n_ ’L; (n — Z) i+1

alors par linéarité de ’espérance, toutes les variables en jeu étant d’ordre un, & savoir admettant
une espérance :

1 n—1
ET) = 3 ) (n—1) B (Xi)
1 n=1
= — — %0
) (n—1) X
puisque les variables sont centrées
=0
Dans ce cas :
V(T,) = E(T7)
L (S X))
= —E n—1i)X;
n2a (i—O Hrl)
1 n—1 N2 w9 ' )
= SB[ X -9 X+2 3 (n=9)(n—j) XinXjn
i=0 1<i<j<n

- %(nil(”Z)E(Xzﬂ) +2 > (”i)(”j)E(Xz‘JrlXjH))

i=0 1<i<j<n

B n% C%l (n=i)" B (X2) +21<i;j<n (n —1) (n_j)E(Xi+1)E(Xj+l)>

par indépendance des variables X}

- LS i B2
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puisque les variables X sont centrées
1 n=1

- = N2 2
= 7120“;:0(“ i) o

o2 nn+1)2n+1)

n2e 6

Comme :
o> n(n+1)2n+1) o?

~J
n2a 6 3n2a73
2

. g
hm —— =0
n—-~+oo 3n2a73

avec :

puisque « > 3/2 alors :
lim V(T,,)=0
n—-+o00
La condition suffisante de convergence en probabilité s’applique, puisque :
E(T,)=0 et lim V(T,)=0

n—-+oo

et :

La suite (T},), i+ converge en probabilité vers 0

4. Montrons que :
Ve >0, lim P([|S,]>¢])=0
n—-+oo

Par I'inégalité de Markov, il vient :

E (S2)

Ve >0, VneN", P([[S.>e]) < —3

Or pour tout entier n € N*,
2
1 n
2= — X
oo (k; k)

et par linéarité de ’espérance :

E(S2) = %E((kz_jlxkf)

SE( Y XX
(i,59)€l1,n]?

€
n
1
o E (X;X;)
(4,5)€[1,n]?
1
= ) Z Cov (XzXJ)
"7 (ig)€lln]?
puisque les variables sont centrées

1
< 3 2 |Cov(XiX;)l
(i,9)€[1,n]?
1 C
<@ 2 TR
(i,5)€[1,n]?
<

< npolt =l gn=2 on=3 2
n? 1+1 1+ 2« 1+ 3« 1+ (n—1)"
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5.

Enfl n—k
2
n kzol—i—k"‘

IN

IN

— Si =1 comme :

alors :

et par théoréme d’encadrement :

- Sia>1,

puisque nous savons que E converge car :

=1 1+ n«

. 1 . .
et la série E — convergente en tant que série de Riemann de paramétre o > 1. La encore le
n

n>1
théoréme d’encadrement permet de conclure que lim E (Sﬁ) = 0 et comme dans chacun des
cas : e
Ve >0, lim P([|S,|>¢])=0
n—oo
finalement :

La suite (S,)

. converge en probabilité vers 0

nelN

(a) Nous avons Y, () = {—1,1} en effet (| X,]) (Q) = N et
Vn e N, cos(nm) ==+l

selon la parité de n. Nous voila donc face & une variable binaire avec :

P(V,=1) = P([X.)e2N)
S (CHEARET)
k=1 "

+oo
= 3 P((LX) = 2%)
par o — additivité de P

+oo
= Y P(2k<X,<2k+1))
k=0
+oo
= (Fx, (2k+1) — Fx, (2k))
k=0
+oo
— 1— e—(2k+1)n —(1— e—2kn
= ( ( )
+oo

— Z (e—Zk'n _ e—(2k+1)n)

k=0
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+oo
_ Z e—2kn (1 o e—n)
k=0
—+o0
— 1—e™ e—2kn
( ) 2
—+o0
- e S ey
k=0
1
T I—e2n
Si vous avez envie de vous taper le calcul live de P ([Y,, = —1]) je vous laisse faire seuls, moi

je n’en ai plus la force aprés des kilométres de poly tapés ce week-end entre deux matchs de
I'open d’Australie. Ainsi :

P(Va=-1)) = 1-P(Ya=1)
1—e™™
= -7
oen41
Bilan :
1—e™ e "
P([Y,=1]) = P et P([Y,=-1])= en 11

La finitude de Y;, est fatale pour ’absence de ses moments, alors par définition :

1—e " e~
E(Y,) = —
(¥Y2) l—e2n e mn41
Ainsi :
1—e™"
E(Y,) = 26
(Ya) = =55 (26)
Il serait bon de calculer la variance de Y,, avant de poursuivre :
1—e™" e "
E(YV?) = =1
() [T |
alors : ,
1—e " de~"
V(yn):1_<e > 26—2 (27)
e "+ 1 (e—n + 1)

Malheureusement si vous révez comme moi d’utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, vous
étes mal “barrés” puisque 1 n’est pas la valeur de I’espérance de Y,, mais sa limite. Mais comme
dit la chanson d’Henri Salvador dont mon pére était le tailleur entre autres (authentique) “eh
eh ... Markov est arrivé” (je plains les voies écos qui ne connaissent pas ce génie). Le natif de
Niazan nous fait donc écrire que :

E((v,-1)?)
Ve >0, P([[Y,—1]=>¢]) ST
puisque vous savez bien que :

(Yo =12 ¢ = [(Ya = 1) 2 ]

bijectivité de z —— 2 sur R oblige ... avec selon la formule de Koenig inversée :

V (Y, — 1)+ (E(Y, - 1)

V(¥) + (E(Y,) - 1)*

2
<

Ve>0, P([[Yn—1]=¢]) <

par propiété élémentaire de E et de V. Comme lim V (Y,,) = 0selon (27) et lim E(Y,) =

n—-4oo n—-4oo

1 selon (26) nous sommes sauvés puisque :

2
- V(Yn)+(E2(Yn) D’ _,
n——4oo I
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et ainsi par théoréme d’encadrement :

Ve>0, lim P([Y,—1]>¢)=0
n—-+oo

Autrement dit :

(}/"L)nZI L 1

La fonction g, est définie sur R continue sur R (a détailler), positive, et d’intégrale convergente

de valeur égale a 1 car :

) An2y n?z? . n2z2\ 1% )
lim —exp| — dr= lim |—exp|— = lim
0 A—+o0

A—+oo Jg o2 202 A—+o0 202

‘ gn est une densité de probabilité|

Nous avons pour tout ¢ € R :

P((|Xn| Zzel) = P([Xnze])

car X,, est une variable positive ps

-‘rooane n2x2 du
= D exp [
. 0?2 P 202

n2x2 A
< [ ()]

par définiton de la convergence

71262 n2A2
I GHE S RE )

. n2e?
— X -
P 202
2.9
n2e
I ) 2o
e (-7

lim P ([| Xy 2¢]) =0

n—oo

Comme :

alors :

et par définition :

P

(X”L)nzl —0

Comme pour tout entier naturel n non nul X, () = {0,1} alors :
XnXnt1 () ={0,1}

et :
2X, () ={0,2}

et ainsi :
Y, (2) ={0,1,2}

2 A2
(- -52))-

Disons-le “tout de go” la finitude de Y;, assure l’existence de tous ses moments. Comme les

variables définissant Y, sont indépendantes :

= P([Y, =0]) =P ([X, = 0] N [Xn1 =0]) =P ([Xn = 0]) P ([Xns1
- P([Y, =1)) =P ([X, =0] N [Xn1 =1]) = P([Xy, = 0]) P ([X0n 11
- P([Ya =2) = P([Xn = 1] N[Xnp1 € {0, 1}]) = P([Xy = 1]) =

PROBABILITES
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Bilan :

Par linéarité de ’espérance :

EY, = 2E(X,)+E(X,+1)—-EX,Xn+1)
= 2E (Xn) +E (Xn—i-l) -E (Xn) E (Xn—i-l)
par indépendance des variables
= 2p+p—p’
= 3p-p
Pour le calcul de la variance on ne peut pas parler d’indépendance des variables en jeu
dans la somme définissant Y,,. On fera donc “a I'ancienne” ...

E(Y?) = P([Y,=1])+4P([Y, =2)
= p(l—p)+4p
= Sp—p’

et selon Huygens-Koenig :
2
V (Y,) =E (V) - (E(Y,))” =5p—p* — (3p - p?)

ainsi :

V (Y,) =p (—p® + 6p* — 10p +5)

(b) i. La variable Z,, admet une espérance en tant que combinaison linéaire de telles variables
avec par linéarité de 'opérateur :

<
3

S|
S

E(Z,)

=~
Il
—

(=
—
L

kS

I
=

[3V)
~

SIS 3SI—= 3|+
Il
A

@0
S
|
S
\_lj

Moralité :

|E(Z,) =3p—p*|

ii. La définition des variables Y; et Y nous incite & la méfiance, car des variables Xj peuvent
apparaitre en commun dans les deux premiéres. C’est pour cela qu’une discussion s’impose.
Deux cas seront a distinguer selon que j = ¢+ 1 ou bien que j > ¢ + 1.

— Sij>i+1,il n’y a pas d’enchétrement des variables X, et I'indépendance de celles-ci
entraine celle de Y; et Y;. Dans ce cas :

| Cov (v, ¥;) =0

— Si j =i+ 1, les deux variables Y; et Y présentent des variables X} en commun, alors
le seul moyen de s’en sortir est de revenir a la formule :

Cov (Y3, Yit1) = E(YiYi) —EY)E(Yi4)
E((2X; + Xiy1 — XiXip1) (2Xip1 + Xigo — Xip1 Xiy2))
—EY)E (Yit1)
= EQ2X;Xin +2Xi X0 —2X, X, 11 X0 +2X54)
—EY)E (Yit1)

car tout meilleur probabiliste de France que vous allez étre sait que
pour toute variable de Bernoulli X, X = X?
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= 2E(X;X;11) +2E (X;X;40) — 2E(X; X, 11 X;12)
+2E (Xiy1) —E(YV) E (Yit1)
par linéarité de E
= 2E(X,))E(Xi+1) + 2E(X;) E (Xit2)
—2E (X;) E (Xip1) E (Xit2) + 2E (Xi11) — E(Y3) E (Yis1)
par indépendance des variables

2
= 2p>+2p* —2p° +2p— (3p—p?)

Cov (Y;,Yi41) = p(p—1)* (2 - p)

Bilan :

—1)?*(2- sioj=i+1
COV(Yi;Yi-&-l){g(p J2=p) o ;‘>z'+1

iii. C’est le moment d’utliser la formule la plus détestée du cours ... La variable Z,, admet
une variance en tant que combinaison linéaire de telles variables avec :

V(Z) = V(%éjlyk>

k=1 1<i<j<n

- i(zvm)m > COV(Y;7YJ‘)>

n n—1
= = (Z p(—p*+6p* —10p+5) +2 % Cov(Y;,YiH))
k=1 =1

= iz <np(*p3+6p2710p+5)+2(n71)p(p71)2(27p)>

Et enfin :
V(Z,) = p(1—p) (In+6p+ Z’;nzp2 —2p* — 11lnp — 4)
(c) Comme l'espérance de Z,, vaut 3p — p? et que :
lim V (Z,) =0

n—-+4oo

puisque :
p(1—p)(9+3p*—11p
vz, ~ PO )

n—-4+oo n

ceci est une condition suffisante pour conclure que :

La suite (Z,),,c+ converge en probabilité vers la variable certaine égale a 3p — P2

8. (a) Le changement logarithmique, vous connaissez, vous ’avez pratiqué des tonnes de fois, alors
je serai bref ...
Comme X est & valeurs dans [1, +oo[ alors Y (2) C [0, +o00[. Par suite si z < 0,

Fy (SU) =0
et si £ > 0 alors :

P(Y <z]) = P([lnX <z
= P(X<e')
puisque exp est une bijection

croissante sur [0, 4o00[
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= FX (e’”)
— 1-P(X =)
1—e ™
et :
X —e(A)

(b) La question précédente nous engage a travailler sur la convergence en loi de la suite :

1 xn 1 xn
(lnTn)neN* = (— Z lnXk.) = (— Z Yk>
N k=1 neN* n =1 neN*

Les variables Y}, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi € (A\). Par la loi faible
des grands nombres la suite (InT},), - converge en loi vers 1/) et par bijectivité de la
fonction exp sur R :

(Tn)nzl L el/)\

9. (a) Cest du vu et revu, mais il ne faut pas craquer. f est définie sur R, continue sur R sauf en a
(en le justifiant dans un certains nombre de dodos), positive sur R et d’intégrale convergente
sur R égale & 1 puisque :

A r—a z—a\14
lim l€7< b >dx = lim {—e<T)]
A—+o0 a b A——+oco o
—  lim (1—e(Aba)>
A—~4o0
-1

Par conséquent selon toutes ces vérifications :

‘ f est bien une densité de probabilité|

+oo g2 -(539)
(b) Les impropretés de 'intégrale ?e b Jdx ne se présentent qu’en a et +00 par conti-

a
nuité de l'intégrande sur Ja, +00] .
— L’intégrale est faussement impropre en a du fait que :

2 r—a 2
lim x—e_( b ):%

r—at

ce qui rend possible le prolongement par continuité possible en a de I'intégrande.

— Comme : . P
. r* _(Z=a . e
lim —e ( b ): lim

T— 400 Tr— 400

1
zte BT =0
par croissance comparée (exponentielle-puissance),

2 (L)

x

+o00o

avec / —dz convergente en tant qu'intégrale de Riemann de parametre 2 > 1.
a>a T

Le critére de négligeabilité appliqué aux fonctions positives nous assure que l'intégrale

+o0 .2 —a
/ %6_ (xT) dz converge.

Ainsi X admet un moment d’ordre deux et donc d’ordre un aussi, avec :

E(X) = /JFOO%e(I—ba)dx

—+o0
— b/ (bub+a> e “du

en posant le changement affine v = 3¢
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+oo
= / (bu+ a) e "du
0

+oo +oo
= b/ ue “du + a/ e “du
0 0

— B0 (2) +al (1)

Finalement :
E(X)=a+b

De méme :
+oo xz

E (X% = /a —e_(T)d:c

b
+oo
/ (bu+ a)® e~ "du
en posant le changement affine u = *3¢

—+o0
= / (a2 + 2abu + bzuz) e "“du
0

400 +oo too
= b2/ ule " du + Qab/ ue “du + a2/ e “du
0 0 0

= BT (3) + 2abT (2) +a°T (1)
2b% + 2ab + a®

Finalement par Huygens-Koenig :

V(X)=E(X?) - (E(X))* =t?

(¢) Cest reparti ... Nous avons Y, () C [a, +0o0[ et le célebrissime résultat :

<
8
m
&
>~<
v
a8,

HD:
B
vV
8,

Par indépendance des variables X en jeu, pour tout réel x :
P(Ya>2]) = 1-Fy, (z)

= kliP([Xk- > 4])

= (P(Xz=a])"
= (1-Fx(2)"
puisque les variables sont iid

Par dérivation de la fonction Fy, sur R — {a} nous obtenons fy, une densité¢ de Y, sans
n

oublier de compléter la définition en posant fy, (a) = T Cela donne pour tout réel x ou Fy,,

est dérivable,

fro (@) =n(l - Fx @)""" f(2)

et comme :

0
Fx (z) = z t—a
x (@) /%€7<b)dt si x>a

25/01/2014 PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14  CONVERGENCES BT APPROXIMATIONS — CORRECTION Page 154/176

25/01/2014

alors :
. 1 si z<a
(1 —Fx (x))n7 = T—a
7(n71)< b ) si r>a
et : " —a
z—a —
; () %7(n71)<b)ei<b> si x>a
y, (z) =
0 si z<a
Finalement :
z—a
E(3771( b ) si z>a
fr.(@)=4 b
0 si x<a
+oo ng;z 771(@)
Les impropretés de I’'intégrale / Te b Jdz ne se présentent qu’en +oo par continuité
a

de l'intégrande sur Ja, +oo[. Comme :

4 T—a na 4
lim ﬂeﬂl(T) = lim bned <i> e
Vb

r—+00 Tr—+00

(%)~

<

par croissance comparée (exponentielle-puissance),
na? ,n<1—;“) 1
—e =o(—
b

x

—+o0
avec / — dx convergente en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 2 > 1. Le cri-
B

o T
> 400 2 .
tére de négligeabilité appliqué aux fonctions positives nous assure que I'intégrale / —e
B>a
converge. Ainsi X admet un moment d’ordre deux et donc d’ordre un aussi, avec :
+o0 r—a
E(Y, = / n—;efn< b >da:
n b/+°° (bu+na> u
= —-=— e "du
bn/, n
en posant le changement affine u =n (%)
+o0 b
= / (—u + a) e “du
0 n
b +oo +oo
= —/ ue” “du + a/ e “du
nJo 0
b
= —-T'(2)+al'(1)
n
Finalement :
b
E (Yn) =a+ E (28)
De méme :

n b

nb [t (bu+na\’ —u
= W n ) ¢

en posant le changement affine u =n (%)

+oo .2 z—a
E(YQ) = / ﬂe_”( b )dx

1 [T
= (n2a2 + 2nabu + b2u2) e “du

2
n= Jo
b2 +o0o B 2ab +oo 3 +oo 3
= — wle du + = we “du + a® e "“du
n=Jo n Jo 0
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b2 2ab

_ 2
= FF(3)+TF(2)+CL (1)
20> 2ab
= S +—+a
n n
Finalement par Huygens-Koenig :
2 2 b
V(¥) =E(¥2) - (B() = (29)

(d) Par définition, nous devons montrer que :

Ve>0, lim P([|Ya—al=e)=0

La encore au lieu de “galérer” avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons un “plan
discret et rapide” en téléphonant au 61014 comme le disait une pub qui passant sur M6 pendant
100% foot, je veux parler de 'utilisation de I'inégalité de Markov. L’académicien des Sciences
de Saint-Pétersbourg nous fait donc écrire que :

B (05 )

Ve>0, P([Y, —a|>¢]) < -

puisque vous savez bien que :
[V —al 2 ¢] = [(¥, —a)* > 2]
bijectivité de 2 — 22 sur R, oblige ... avec selon la formule de Koenig inversée :

V((Ya—a)+ (EY,—a)® _ V() +(EY)-a)
g2 - g2

Ve >0, P([|Yn—al>¢]) <

par propiété élémentaire de E et de V. Comme lim V (Y,,) = 0selon (29) et lim E(Y,) =

n—+00 n—+00
a selon (28) nous sommes sauvés puisque :

lim
n—-+00 52

et ainsi par théoréme d’encadrement :

Ve >0, lim P([|[Y,—a|l>¢])=0
n—-+oo

Autrement dit :

(Yn)n21 a

Au pays de £ (espace vectoriel des variables discrétes admettant un moment d’ordre deux) les
variables admettant une espérance et une variance sont reines. Ainsi Z,, admet une espérance
et une variance en tant que combinaison linéaire finie de telles variables avec par théoréme
(linéarité de lespérance) :

—
¢
~—

1 n
B(Z) = o 3 (B(X)~E(V,)

1 n

= - Y EX)-E(®Y,)
n =1
1

= —nE(X)-E(Y,)
car les variables X; suivent la méme
loi que X

= EX)-E(,)

= a+b— <a+2)
n
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et :
1
E(Z,)=b (1 - 5) (30)
v(Z, = V<%Yn>
n
_ V<U )+V( ) — 2C0V<U Y)
n n
1 2
1 2
= ﬁnV(X)+V(Yn)7ECov(Un,Yn)
d’ou :
2 v 2
V(Zn):g-i-ﬁ——COV(Un,Y)

Le baron Augustin Louis Cauchy prof & I'X au XIX®™¢ siécle et Hermann Amandus Schwarz
viennent & notre secours par l'intermédiaire de leur célébre inégalité pour nous asséner impa-
rablement que :

|COV (U7L7 }/n)| <o (Un) o (}/n)

donc :

Cov (Up, V)| < Vb2 (%) - 3_25

Le théoréme d’encadrement nous donne lirf Cov (Uy,,Y,) =0et 1ir£ V (Z,) = 0. La suite
n—-—+oo n—-—+0oo
est du méme acabit que ce qui a été fait précédemment & savoir :

V((Zy =) + (B(Zy =) _ V(Z)+(E(Z) —b)’

Ve>0, P([Z,—b>e) <

g2 g2

par propiété élémentaire des opérateurs E et de V. Comme lim V (Z,) =0et lim E(Z,) =

n—-+00 n—-+00
b selon (30) nous sommes sauvés puisque :

lim
n—-+00 52

et ainsi par théoréme d’encadrement :

Ve > 0, 1ir£ P([|Z,—b >¢])=0

Autrement dit :

P

(Zn)n21

10. (a) Par stabilité de la loi de Poisson pour la somme de variables indépendantes il vient
que :

Sp — P (n)

(b) La fonction exponentielle étant de classe C* sur R, la formule de Taylor avec reste
intégrale a ’ordre p > 0 appliquée a la fonction exp sur [0,n] ott n > 1 nous donne :

P n p
nk (n—t)" ,
E — 1
k=0 k! / o

p!
ou encore par le changement de variable affine donc licite u =n — ¢, du = —dt :
P k n,p
n
e = T + —'e” “du
k=0 o b
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Il vient donc :
no L

P([Sn>n]):1—P([Sn§n]):1_ %e—n
k=0

En posant p = n et en multipliant les deux membres par =" dans (1) on obtient :

n k,—n n,mn

1= L e' + u—'e*“du
=0 k 0 n.
soit donc :
1 n
P ([S, =— [ t"e7tdt
([Sn > n]) n!/ote d
De méme :
n—1 L
P([S, <n]) = %e*"
k=0
’ntn—le—t
- 1- A
/0 (n— 1)!dt
“+oon—1_—t nn—1_—t
_ / tiedt_/ e
o (n—=1)! o (n—1)
par Chasles
+o0 yn—1,—t
_ / t" e g
n (ni 1)'
1 oo 1,—t
P([S7L<n]):m/n t e~ tdt
(¢c) Soit n € N*:
P (S P (S et [t
n 1)) — n = - dt— A
(S >n+ ) =P (S >n) = [ T=Cea— [ o

25/01/2014

nyn+l,—t ntlynt1,—t S
o (n+1) L (n+1)! A
par Chasles
- /nﬂLleth/nthetdt—/nMdt
n (n+1)! o (n+1)! .t
n+1 tntlo—t 1 n -~ o
B /n (n+1)!dt+(n+1)g/0 ("t —(n+1)t") e "dt

_ 1 n+1tn+1 7tdt7 thrl —t]n
T+ D\, ¢ e

1 n+1
_ (n - 1)| </ tn+1€7tdt _ nn+len)

Une petite étude de t — t"*le~t sur [n,n + 1] montre qu’elle est continue et strictement
croissante sur cet intervalle, ainsi :

n+1 n+1
/ tn—i—le—tdt 2 nn+1e—n/ dt 2 nn—i—le—n
n

n

et :

‘La suite (P ([S,, > n])),, est strictement croissante|

Je vous laisse raisonner de méme pour la suite (P ([S, < n])),,. Comme les deux suites sont
bornées en tant que suites de probabilités, le théoréme de la convergence monotone nous
indique qu’elles sont convergentes.
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(d) La suite (X,,) vérifie les propriétés “i.i.d.-iennes” du théoréme de la limite centrée. On peut
Sy —

v

n . .
converge en loi vers une variable normale

affirmer que la suite de terme général T,, =

centrée et réduite. Ainsi :

lim P([S,>n])= lim P (T, >0])= % et lim P([S,<n])= lim P([T,<0])= %

n—-+4o00 n—-+o0o n—-+oo n—-+o00

(e) Pour tout n > 1,

et donc :

il s’ensuit que :

1
1 < = —
nErJIrlooP ([Sn - n]) 2

11. (a) i. Comme X et Y sont deux variables a densité indépendantes, nous savons que X +Y reste
une variable & densité dont une densité g est obtenue par le théoréme de convolution :

+o00o
9(2) = fx (u) f (7 = u) du

Nous savons que fx (u) f (z—u) # 0 si et seulement si u € ]0,t] et z —u > 0 soit si et
seulement si 0 < v < min (z,¢), ainsi :

min(z,t) 1

g(z):/o ;f(z—u)du

Comme z est compris entre 0 et ¢ :

0= [ FHe-wdu= [

en posant le changement affine v = z — u.

F
veel0.d, g(z)="0
ii. Sans difficulté, pour ¢ > 0 :
t 1 t
P(X+Y <) z/g(z)dz:¥/ F(2)dz
0 0

En intégrant par parties, puisque f est continue sur Ry donc F est de classe C' sur R
de méme pour z — z, il vient :

P(X+Y <t)) = % ([zF @) - /Otzf (2) dz)

ot

V>0, P(X+Y <) =F() 1/tzf(z)dz
0

iii. Nous avons :
—+o00

+o00o
o<y > =t [ ) g/t 2 (2)dz

dans cet intégrale
z>t
—+o0
et ce majorant tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0o par convergence de 'intégrale / zf (2)dz
0

(analogie avec le reste d’ordre n d’une série convergente).
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iv. Nous avons que tp; = tP ([X +Y > t]) et d’aprés le b. que :
VE>0, PX+Y <f])=F(t)- %/Otzf(z)dz

donc en réécrivant un peu :

V>0, 1-P(X+Y > :1—P([Y>t])—%/0tzf(z)dz
soit encore en multipliant membre & membre par ¢ :

VE>0, t—tP(X+Y >1]) =t —tP([V > 1)) —/tzf(z)dz
et en arrangeant encore : i

Vi >0, —tpr=—tP([Y >¢])— /Otzf (2)dz

Finalement :

tpy = tP ([Y > t]) +/0th (2)dz

Lorsque t tend vers l'infini :
— La quantité ¢P ([Y > t]) tend vers 0 selon a.iii;
t

— L’intégrale / zf (z)dz tend vers E (V).
0

Conclusion :

tlim tpe =E(Y)

(b) i. Voici un probléme classique de relativisation (nombre de personnes encore en train
d’utiliser un automate a l'instant ¢ par rapport & celui des personnes se présentant &
Pun des automates entre les instants 0 et ¢). Vous savez que dans ce cas-1a la formule
des probabilités totales régne en maitre associée au systéme complet d’événements
([Cy = n]),,>¢ > cela donne pour tout entier & :

P(Di=k) = % Pioon (D= K)P(Ci=n)

~ 0+ iP[CF"] (D, = K) P ([C, = n])

car le nombre de personnes encore en train d’utiliser un automate

est inférieur ou égal & celui personnes se présentant & I'un des

automates
+oo
= sz[Ct:n] ([Dt = k]) P ([Ct = n])
400 n
_ LA n—k _—xt (A1)
= §<k>pt (1—=p)" e o

car loi conditionnelle de D; sachant que [C; =n] est la loi

binomiale de paramétres n et p;

_ ek (A"
- Y g e 2

e_)\tp? +oo (1 _ pt)nfk
= > (A)"

Ho 2 (n— k)l
—)\t k +oo _ n k
= € Z 1 t ' )\t)n—k
! =k

7)\t )\tp +§ )\t 1*pt nik
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En conclusion :

ii. Pour tout entier k :

ngrfoo k! B k!

donc :

VkeN, lim P([D, =k]) =

et d’apres le cours :

(Dn) 55 L ot L—P(AE(Y)) avec E(L)=AE(Y)

12. (a) La fonction f, est positive, continue sauf en 0 (& détailler) et d’intégrale convergente sur

R puisque par définition f,, est nulle en dehors du segment [0,1] et / (n+1)(1—2)"dx
0

converge en tant qu’intégrale de fonction polynomiale avec :
1 1
/ (i 1) (1= a)"dr = [~ (1- 2] =1
0

Toutes les conditions sont réunies pour affirmer que f,, est bien une densité de probabilité.
La variable aléatoire Y, est & valeurs dans [0,n]. Notons Fy, la fonction de répartition de Y,

avec :
0 si <0
Py, (r) = P([Xngﬂ) si z€0,n]
1 si x>n
0 si <0

(n—i—l)/:/n(l—t)"dt i zel0n]

1 si x>n
0 si <0
xn-‘rl
= 1—(1——) si ze[0,n]
n
1 si z>n

Nous avons :
-~ Siz<0: lim Fy, (z)=0;

n—-+4oo

— Si x > 0 alors pour n assez grand, on a 0 < x < n et donc

lim Fy, (x)=1—e""
n—-—00

puisque :

(1 — %)nH = exp <(n +1)In <1 — E)) =e 7

n
et :

x x
(n+1)ln (1 - —) ~ —n=~—z et lime ="
n/ n—-+oo n t——x

Par conséquent :

La suite (Y},), v converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle € (1)
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(b) La fonction f, est positive, continue sauf en 0 (& détailler) et d’intégrale convergente sur R

1
puisque par définition f,, est nulle en dehors du segment [0, 1] et / m+1)(n+2)z(1—2)"dx
0

converge en tant qu’intégrale de fonction polynomiale avec :

1 1
/ D) m+2)z(1-2)"de = (n+1) (n+2)/ (1— ) u"du
0 0
en posant le changement de variable

affine donc licite u =1 —z (du = —dzx)

= (n+1)(n+2) (/Olu"du— /Olu”Hdu)

par linéarité de l'intégrale
un+1 un+2 1
n+l n+ 2} 0

= (n+1)(n+2){
(n+1)(n+2)

(n+1)(n+2)
1

Toutes les conditions sont réunies pour affirmer que f, est bien une densité de probabilité.
La variable aléatoire Y;, est encore a valeurs dans [0, n]. Notons Fy, la fonction de répartition

de Y,, avec :
0 si <0
T
= <_ i
Fy, (x) P ([Xn < nD si x€l0,n]
1 si z>n
0 si <0
z/n
= (n+1)(n+2)/ t1—t)"de si z€0n]
0
1 st x>n
0 si <0
T n+1 T n+2 .
= (n+2)<1—(1—g) )—(n—l—l)(l—(l—g) > si z€[0,n]
1 si x>n
0 si <0
1 n+1
- 1—(7”r x+1> (1—5) si ze0,n)]
1 si x>n

Nous avons :
- Siz<0: lim Fy, (z)=0;
n—-+4o0o

— iz > 0 alors pour n assez grand, on a 0 < x < n et donc

lim Fy, (z)=1—(x+1)e®

n—-+oo
puisque :
1 n+1 1
(n—i— x—i—l) (1—£) :<n+ x—i—l)exp((n—i—l)ln(l—z))
n n n n

et

1

(n—i— )x—i—l ~ z4+1, (n—l—l)ln(l—g) ~ —nEa -z et lim et =e "
n n—-4+oo n/ n—+oo n t——x

Par conséquent la “fonction limite” est définie par :

0 siz<0
Fy(x){ l1—(z4+1)e ™ s >0
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13. (a)

25/01/2014

A ce niveau-la on vérifie quelle est de classe C° partout et de classe C! presque par-
tout,croissante au sens large de limite nulle en —oo et égale & 1 en 400 ce qui signifie
que Fy est la fonction de répartition d’une variable a densité Y dont une densité fy est
obtenue par dérivation de Fy sur R* et en posant fy (0) =0 ce qui donne :

0 si <0
xe ™ si x>0

fY(l’):{

La suite (Y},),,cy converge en loi vers une variable suivant la loi I' (1, 2)

L’énoncé nous anonce de suite la “couleur” en affirmant que M,, est une variable & densité ce
que l'on confirme en montrant que pour tout réel z, M, * (]—o0o,x]) € A (condition nécessaire
et suffisante) avec M, (2) = R4 en tant que maximum de variables exponentielles.

- Ve e RL, M (J—o0,z]) =0 € A;
~ Vo € Ry, Mt (]—00,2]) = ) X; ' (J—00,7]) € A par stabilité de A pour I'intersection
k=1
puisque Vk € [1,n], les X}, sont des variables aléatoires.

Par conséquent M,, est une variable aléatoire.

— Déterminons Fyy, la fonction de répartition de M,, définie sur R par Fyy, () = P ([M,, < z]).
- Siz e R, Fy, (x) = 0 d’apres le résultat précédent.
- Sizx S R+ :

Fu.@) = P (A xo<a)

k=1

ﬁlP (X < 2)

P ([X1 < z]))" puisque les variables X}, sont iid
1—e )" (31)

|
—_— N =

Faisons le bilan : ( \ )n
B 1—e M si z e Ry
Fu, (z) = { 0 sinon

Il n’est pas difficile de constater a ce niveau-1a que Fyy, est continue sur R (sur R

coincidence avec la fonction nulle et sur R, composée de x — 1 — e~** continue sur

R a valeurs dans [0, 1] et de z — 2™ continue sur [0,1] avec en plus lim Fyy, (x) =
z—0~

0 = Fu, (0)) et de classe C! sur au moins R* par le méme type de raisonnement. Ces
deux propriétés nous permettent donc de dire que M, est une variable & densité dont
une densité fjs, sera obtenue par dérivation de Fys, sur R* et en donnant une valeur
arbitraire positive & fas, (0), par exemple 0. Apres calculs nous obtenons :

_J nemM (1 e’”)ni1 si reR,
Joa, () = { 0 sinon

i. Par définition de lespérance et de fus,, la variable M,, admet une espérance si l'intégrale

+o00o
—\x _ n—1
/ nize A (1 —e A’”) dx est convergente. En cas de convergence
0

—+o0
E(M,) = /0 nize (1 — e*)‘g”)nf1 dx

La continuité de 'intégrande sur R, entraine que l'intégrale présente une impropreté en
+00. Or )
n—
nizle M (1 — e ) ~  nxde™

T— 400
car .
n—
lim (1—e )" =1#0
r—+00 ( ) ;é
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ii.

25/01/2014

donc )
(1—e)" ~ 1

T——+00
Par croissance comparée (exponentielle-puissance)
lim nAz3e ™ =0
T——+00

1
n\ze M = o (—2>
T

et c’est & ce moment-la qu’intervient Riemann dont les travaux conclurent a la convergence

alors

—+o0
de l'intégrale / — car de parametre 2 > 1. Le critere de négligeabilit¢ appliqué aux
1 X

—+o0
. o _ _ n—1 .
fonctions positives assure la convergence de / nize (1 —e )‘z) dx donc aussi
1

—+o0
celle de / nArve~\* (1 — e‘”)n_l dx (par continuité de l'intégrande sur R).
0

+oo
La variable M,, admet une espérance égale a / nize (1 — e‘”)n_l dzx
0

En posant dans l'intégrale le changement de variable bijectif et de classe C! sur Ry u (z) =
1 — e~** nous obtenons une intégrale convergente aussi é¢gale 4 E (M,,) (par théoréme du
changement de variable appliqué & une intégrale convergente). Comme du = Ae™**dux,

1 .
x = fxln(lfu), u(0) =0 et xgrfoou(:c) =1:
teo n—1 n 1
/ nize (1- e M) T da = ——/ " In (1 —u) du

0

soit encore :

n [
E(M,) = —X/O w1t n (1 —u) du

La relation de récurrence liant I a I;_; s’obtiendra par une intégration par parties.
Posons pour A € 10,1], I, (A) = / u¥ In (1 — u) du (nous savons que }‘iml I, (A) = Ij, par
0 d

définition de la convergence). Les fonctions u — u* et u +—— (1 —u) (1 —In (1 — u)) sont
de classe C! sur [0, A] (on intégre u — In (1 — u) et on dérive u — u¥), on obtient :

/()Aukln(lu)du = [ —w)(1=In(1—w)])
- /OAk;uk'-l (1—w)(1—In (1 w)du

= A*1-A)(1-In(1-A4)
- /OAku“ (1—u)(1—=In(1—u))du

= A*1-A)(1-In(1-A4)

A
fk:/ uF (1 — ) du
0

A
—|—/ Eub~1 (1 —w)In (1 —u)du
0

= A*1-A)-AF1-A)In(1-A)
A

uk: uk+1
—k {? k+1}0

A
—k/ uFn (1 — u) du
0

A
+k‘/ uF " n (1 — u) du
0
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iii.

iv.

Et oui ... contrairement aux habitudes il fallait primitiver le logarithme sinon sa dérivation
Paurait fait disparaitre ce qui aurait été trés génant pour avoir une chance de retrouver
I;._1. En faisant tendre A vers 1 nous obtenons facilement :

1 1
L= k(- - — I 1 — kI,
F k(k k+1>+k"?1 Kl

En regroupant les termes en [ il vient :

1
VeeN*, (1+k)I=———+k[_
eN*, (14+k)I k+1+ k-1

n
La déduction est simple puisque E (M,,) = —XI”_l et en sommant ’égalité précédente

sur k allant de 1 & n — 1 avec n > 2, nous obtenons :

n—1 n—1

Z((lJrk)Ik‘*Mk—Q:—Z%H

k=1 k=1

somme téléscopique

soit encore : .

1
nl,_1—Ip= _ZE

k=2
Or:
1
I, = / In(1—wu)du
0
= lim[(1-w) (1 -ln(1-w)
= }‘iml (1-A)(1-In(1—-A4))-1)
= -1
D’ou
1
nl, 1= — Z E
k=1
et :
N |
E(M,) =~ —
(M)=333
k=1
Il est de notoriété publique que
n l 1
kj n—-+oo nn
k=1
donc :
Inn
PO S 3

La fonction f est définie sur R continue (en tant que produit et composée) et positive sur
“+o0
R. Il ne nous reste plus qu’a étudier la convergence et la valeur de / f- Cette intégrale

— 0o

0 +oco
converge si / f et f convergent. Profitons que
[eS) 0

d —x — —X —T
Vo e R, %exp(—e )=e Texp(—e ")

PROBABILITES spicesagros.fr



ECS2 13/14  CONVERGENCES BT APPROXIMATIONS — CORRECTION Page 165/176

pour partialiser.

A
. e e . _av1A
Al_l)IEOO ; e " exp (—e “) de = AEIEOO [exp (—e “)]0
- AEIEOO (exp (—e™) —e™)
= l-e!
. o _. . —_a\10
BE)IEIOO : e " exp (—e “) de = BEIEOO [exp (—e “)]B
= BLHEoo (e7! —exp (—e~P))
= efl

0 +o0
Comme les deux limites existent et sont finies les intégrales / f et / f convergent
—0o0 0

—+o0
ce qui entraine de f qui vaut par Chasles :

0 +oo
/ f+/ f=1l-ct4et=1
—00 0

Tous ces constats nous assurent que :

|La fonction f est bien une densité de probabilité

ii. Toute étude de convergence en loi passe, au préalable, par la recherche d’une fonction de
répartition, en 'occurrence par celle de la variable AM,, — Inn notée Fias, —inn définie
par :

Ve e R, Fxp,—mn(x) =P (AM, —Inn <z])

Comme (AM,, —Ilnn)(Q) C [-Ilnn,+oo[, si ¢ < —Inn, Fxp,—mmn(x) = 0 et si z >

—Inn:
(s

z+1nn
(=)

n
= (1 - e*(”ln")) selon (31)

- (-5

F)\Mnflnn (LL’)

Faisons le bilan :

(1—) si z>—1nn
Fxm,—nn (z) = n

0 si z<—1Inn

Passons a la limite de Fps, —1nn quand n tend vers +o0o pour x € R (signalons que F'x est
dérivable®! sur R donc continue sur R). La condition 2 < —Inn est impossible & réaliser
lorsque n tend vers 'infini et dans le cas contraire x couvre tout IR, ainsi pour x fixé dans

Frat, —nn (2) = (1 — %)n = exp (nln (1 — %))

e—I‘
lim nln (1 — ) =—e 7
n—-4+oo n

31Car f est continue sur IR.
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car :

nln<16—>~
n

ne

n

—X

~ —e

x

la continuité de la fonction exponentielle sur R assure que pour tout réel x :

hm F)\Mn —lnn (CL‘)
n—-+o0o

Conclusion :

exp (—e_’”)

| rwa
Fx((L’

)

La suite de variables aléatoires de terme général AM,, — Inn converge en loi vers X

IoToToToX
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18 Estimations

1. (a) On commence par une question de cours. La loi de Poisson étant stable pour la somme de
variables indépendantes nous pouvons conclure que :

Y, — P(nA)
(b) » Pour juger du choix proposé commengons par déterminer l'espérance, en cas d’existence
bien stir, de Z,.
Y,
Pour commencer notez bien que Z,, = e~ n . Par le théoréme de transfert :

k
Zy, admet une espérance <= Ze_ZP ([Yn =k]) converge
k

Or pour tout entier k :

—n\ i g
e~ nemmA (nA)F € (n)\e n)
k! B k!

Ainsi le terme général de la série étudiée est proportionnel a celui d’une exponentielle (donc
convergente). La variable Z,, admet une espérance égale a :

- Zem (ma%)k

k!

k
WP (Y, = K]) =

k>0

1
= exp (n)\ + n)\e_5>

exp (m (e—% - 1>)

Il est clair que Pespérance de Z,, est différente de e=*, mais :
lim E(Z,) =e?

n—-+4oo

1
n)\(eﬁ—1> ~ _n_)\ ~ =)

n—-—4oo n n—-+oo

car :

et la continuité de la fonction exponentielle permet de conclure.
Conclusion :

| Z, est un estimateur asymptotiquement sans biais de e~*

» Examinons si la suite (Z,), - est-elle convergente en probabilité vers e=*? Pour cela
voyons si lirf V (Z,,) = 0 car je rappelle le théoréme :
n—-—1+0oo

111_{1 B (Zn,e_A) =0 \
n— -0 S A —
hl’_"I_l V(Z,) =0 = (Zn)pen+ converge en probabilité vers e

n— -0

Commengons par le moment d’ordre deux de Z,, : par le théoréme de transfert :
e\ 2
(Z% admet une espérance) <= Z (e_z) P ([Y,, = k]) converge

Or pour tout entier k :
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Ainsi le terme général de la série étudiée est proportionnel & celui d’une exponentielle (donc
convergente). La variable Z,, admet un moment d’ordre deux égal a :

E(Z72) = Zkl (n)\e 3}>k

= exp|—nA+nie” n>

(-
()

Par conséquent Z, admet une variance égale, selon le théoréeme de Huygens-Koenig & :

V(Z,) =E(Z2) — (E(Z,))* = exp (n)\ (e_% - 1)) — exp (277)\ (e—% - 1))

lim E(Z2) =

n—-+oo

2
n)\(eﬁ—l) ~ _% ~ —92)

n——4oo n n—+oo

car :

N’oublions pas que :
lim (E(Z,))?=e 2
n—-+oo
et la continuité de la fonction exponentielle permet de conclure.
Conclusion :
lim V(Z,)=0

n—-+4oo

A

La suite (Zp),,cp~ converge en probabilité vers e~

(c) Pour tout entier i compris entre 1 et n, on pose Y; = 1 si X; =0 et ¥; = 0 sinon. Alors il est
n
clair que K,, = > Y et :
i=1
K, — B(n,e™?)

On peut déduire beaucoup de résultats concernant la suite, par exemple, selon le théoréme de
la limite centrée, la suite (Zy), .- converge en loi vers une variable suivant une loi normale,
mais ce n’est pas le contexte de l'exercice qui a pour but de proposer différents estimateurs
potentiels de § = e~*. La variable K,, admet une espérance et une variance en tant que variable
binomiale avec :

E(Z,) =e > et V(Zn):M — 0

n n—-+oo

Ces deux résultats permettent de dire facilement que :

la suite (Zy,),, o+ converge en probabilité vers e

Quant au choix du meilleur des deux estimateurs vous préférerez le deuxiéme (celui de la
troisiéme question) car il est sans biais, mais pour effectuer définitivement ce choix vous devrez
comparer les risques quadratiques (carré de la distance entre Z,, et e=*) sachant que le meilleur
de deux estimateurs sera celui correspondant au risque le plus petit, méme s’il est biaisé, &
condition que le probléme de taille d’échantillon pose probléme.

2. On considére une suite (X;), - de variables aléatoires indépendantes et suivant toutes la loi nor-
male de moyenne m et d’écart-type o. Soit, pour n entier non nul,

X ot 2= (X, -X,)
1 =1

Xn =

S

K3
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(a)

C’est une question de cours. Nous savons d’aprés le cours que la stabilité de la loi normale
pour la somme de variables indépendantes nous ameéne a dire que :

i X; < N (nm,no?)
=1

D’autre part, d’aprés le cours (théoréme fondamental des lois normales®® ) un changement
affine ne modifie pas la nature de la loi aprés transformation, donc :

2
X_n%N(m,a—)
n

La variable X, est un estimateur de m en tant que fonction d’un vecteur aléatire i.i.d. in-
dépendante de m. D’aprés la question précédente X,, admet une espérance et une variance

avec :
E(Tn) =m

|X_n est un estimateur sans biais de m (32)

Ainsi :

Rappelons ensuite le théoréme suivant, qui se démontre par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

B Xnam) =0 __
lim V ( Xn) -0 = X, est convergent
n—-+oo
Comme :
S o2
A,V (Xn) = lim 2 =0 (33)

Selon (32) et (33)

| X, est un estimateur convergent de m

La variable Z,, est un estimateur de m en tant que fonction d’un vecteur aléatire i.i.d. indé-
pendante de m, elle admet une espérance et une variance en tant combinaison linéaire de deux
variables aléatoires admettant chacune une espérance et une variance. Ce qui donne :

1 m+m)

=
s
|

V(Z) =7 (m+m) =2

En revanche vu que l'espérance de Z,, ne tend pas vers 0 cela sent le bug dans I’énoncé o
alors je suis passé au travers une astuce que je n’ai pas vu pour le moment !

donc :
1 n n—1 n n—1
V(Z)=-[V (Z)Q +V (Z Xl) —2Cov [ X X3, 3 X
4 =1 =2 =1 j=2
soit encore :
1 n n—1 n n—1
V(Zn) =7 | X V(Xi)+ 2 V(Xi) =23 > Cov(Xi, Xj)
4 =1 =2 =1 j=2
X —-m
VX SN (m,o?) <Y ="——<N(0,1)
ag
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(d) La variable T2 admet une espérance en tant que somme de variables admettant chacune une

espérance, en effet pour chaque entier ¢ de {1,...,n}:
(X, -X,)° = X2-2X.X, +(X,)’
— X7 2X, X, + (%)
2 & IV
= X=X Y X;+— (2&)
no =1 ne \i=1

2 1 n
= X7 =Y XiX;+5 | XXP+2 Y XX
n ;=1 n i=1 1<i<j<n

par linéarité de I’espérance
n

= 2 (VG -X)+ B -X))

= 3 (VG- + (B0 - B (X))
— Y V(X -Kn) + 3 (B(X) - E(Xy))’

s
3 |l
—
-
3 |l
—

s
Il
—
o
Il
—

B(12) = ¥ V(X - X,)

(e) En déduire la valeur du réel a tel que S2 = aT? soit un estimateur sans biais de 0.
Cherchons le réel a tel que l'espérance de S2 soit égale a o2. Signalons que l'existence de
I'espérance de S2 ne pose aucun probléme puisque la variable est obtenue par transformation
affine a partir de T2 qui admet une espérance.

Nous avons :

E(T?) = f; V(X; - X,)

=1

= (VX)) +V (X)) - 2Cov (X, X5))
=1

— SV(X)+ Y V(X)) -2 Cov (Xi 1 i)g)
=1 =1 i=1 n =1

- YVEX)+ V(@) -2 3 3 eov (X, X))
i=1 i=1 N i=15=1

- YV LY V() f% S Cov (X5, X)) +2 3 Cov (Xi,Xj)>
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

i=1 1<i<j<n
n n 2 n
o 2
= Yol+Y —-=(X+2 ¥ 0
i=1 = " n\i=1 1<i<j<n
par indépendance des variables X;
no? + o2 — 20>

= (n—1)0?
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Ainsi

(B () =0*)
> (aE(T3) =0?)
<~ (a(n—1)0*=07)
—

3. (a) 1. Lavariable S, est a valeurs dans [a,b]. Si = € [a, b] alors :
[Sp<z]=[X1 <z]Nn[Xa<z]N...N[X, <z

On en déduit que

0 si z<a
r—a\" .
Fg, (z) =P ([, <a]) = (ba) si € [a,b
sio z>0b

Je vous laisse voir rapidement que les propriétés de Fs, nous permettant de dire que S,
reste une variable & densité de densité associée fg, telle que
n—1

(z —a)

Vx € R, fSn (CL') =n (b — a)n

1[a,b] (CL‘)

sur et nulle ailleurs.
Comme S,, est a support fini elle admet une espérance égale & :

B = | i wa

_ 7b T (Zl' . a)nfl

A =t

B b (w—a+a)(x—a)""

= /a n b—a) dx

_ b (xia)n b a(xia)nfl
= /an—(bfa)”der/a n—(bfa)n dx

(b—a)"

(x—a
n+1

a

1 n
B(S.) = ot oyt

ii. En calculant de méme E (S2) en supposant que [a,b] = [0, 1] on obtient facilement :

n

V(S = B(SE) ~ (B(s) = o

La transformation affine x — a + (b — a) x permet d’achever le calcul et donne :

n(b—a)?

YO

iii. La variable S,, est un estimateur de b en tant que fonction d’un vecteur aléatire i.i.d.
indépendante de b. En revanche comme E (S,,) # b,

S, n’est pas un estimateur sans biais de b
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iv. Puisque lim E(S,)=0b:

n—-+oo

| S, est asymptotiquement sans biais de b|

v. Comme E (S,,) < b on risque souvent de | sous-estimer b en moyenne ‘ en ne corrigeant par
Sh.
(a) Les mémes calculs conduisent a :

1
"ap——b

E(l) = =7+ 037

On fait les ‘ meémes remarques ‘ qu’aux questions précédentes sur les qualités de I, .
(b) On déduit :

E(I,) —E(S,
E(S,) = ——a+ — o= ") ~B(S)
n+1 nii—l — E(Sn)_lE(I)
n n —
E(l,) = —— b = n n
(In) n+1a+n+1 b n—1
A, = nlnn—:fn et B, = % sont des estimateurs sans biais de a et b

4. (a) D’apres le cours, la stabilité de la loi de Poisson pour la somme de variables indépendantes
nous permet d’écrire que :

(X +Y = PO+p)

Pour les mémes raisons on montre trés faciliement par récurrence que :

Sy = 3 Xp P (n\)
k=1

(b) La variable S, est un estimateur de b en tant que fonction d’un vecteur aléatire i.i.d. indépen-
dante de A. Comme S,, admet une espérance, M, en admet une aussi égale & :

_nmA_

B(M,) = ~B(S,) A

n
Ainsi B (M,,,A) =0 et :

‘ M,, est un estimateur sans biais de A

Comme S,, admet une variance, M,, en admet une aussi égale & :

1 nx A
V(Mn) = ﬁv (Sn) = =

n2 n

(c) » La variable T), est un estimateur de e~ en tant que fonction d’un vecteur aléatire i.i.d.
indépendante de e~ 9.
» Par le théoréme de transfert :

(T,, admet une espérance)

k
— E exp (qﬁ) P ([S,, = k]) est convergente
k>0

kY e ™ (n))"
<~ E exp (qﬁ) % est convergente
k>0

1 A
e~ 1A Z il (n)\e n) est convergente
k>0
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A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que

q
série exponentielle avec nAe” n € R. Dans ce cas E (T},) existe et est égale a :

+oo 1 k
E(T,) =e ™ = (n)\e_%> = e ™ exp (n)\e_%>
k=0 k!

E(T,) = exp (n)\ (e—‘% - 1))

» Comme E (T},) # e 9 :

‘ T, n’est pas un estimateur sans biais de e~ ‘

lim E(T,) =e %

n—-+oo

q
nA <efn 71> ~ _nM ~ —)\q
+oo n +o

car :

et la fonction exp est continue sur R.

» Par le théoréme de transfert :

(T, admet une variance)

<= (T7? admet une espérance)
= (Z exp (—q%) P ([S, =k]), k>0 est convergente)
B
) —nA k
< (Z exp (q%) %, k>0 est convergente)
k .

e 1 _2\*
= (e o (n)\e n > , k>0 est convergente
k .

A ce niveau nous constatons que nous sommes en présence d’une série convergente en tant que

2
série exponentielle avec nAe” n € R. Dans ce cas E (Tﬁ) existe et est égale a :
400 k
1 29
—n\ _
E(T;) = e ZE (n)\e n)
k=0
2
= e ™exp (n)\e n >

— exp (m <e% - 1)>

Conclusion : 'V (T},) existe et vaut par le théoréme de Hyugens-Koenig :

V(T,) = exp (m (e—%? — 1)> — exp (Qn)\ (e—% - 1))

lim E (T7) = e

n—-+o0o

2
nA (e_qu —1> ~ _2nAg ~ —2\q

et la fonction exp est continue sur R. On a aussi :

car :

lim (E(T,))" = e 2

n—-+oo
Donc :
lim V(T,)=0

n—-+4oo
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Conclusion : T}, étant un estimateur asymptotique sans biais de e~%* de variance tendant vers
0, ceci est une condition suffisante pour dire que :

| T, est un estimateur convergent ‘

(d) i. Comme g (S,) un estimateur sans biais de e~9*, E (g (S,,)) exite et vaut :
+oo o)
gog(k)P([Sn =k))=e™

e~ (nA)*

7l = e~ 9, soit encore :

—+o0
Soit > g (k)
k=0

oo g (k) g
Z I AR — p(n—g)A
& K

Nous en déduisons que :

et grace au résultat admis :

VkeN, g(k) = (”;q)k

Ainsi le seul estimateur sans biais, fonction de S,, de e 9* est :

Sn
Zn = (172)
n

ii. Lorsque ¢ > n on risque d’estimer une probabilité par un nombre négatif si 5,, est impaire !

Ly = (1 — %)Sn = exp (Snln (1 — %)) ~ exp (—qu>

| Z, est trés peu différent de T, |

iii.

et :

5. (a) Je vous renvoie a votre cours.

(b) Compter les objets de la catégorie A parmi les n revient a effectuer une succession de n épreuves
de Bernoulli indépenantes et de méme paramétre p. Ainsi :

Ny — B(n,p)
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Commencgons par réécrire la probabilité :

P([np— vnp(l—p) <N, <np+ \/np(l—p)D
- P([f\/MSNn—npé np(lfp)D

P(|-1<De_rr <1
np(1—p)

Deés lors par le théoréme de la limite centrée, la loi de IV, peut étre approximée par la
loi normale de parameétre np et np (1 — p), par suite celle de —Nu—np peut I'étre par la loi

v/np(1-p)

normale centrée et réduite. Ainsi :

lim P<[npf\/7m_]\fn < np+ m}) —&(1)— B(—1) = 0.68

n—oo

Au passage rappelons que :
VeeR, ®(—x)=1-2(z)

(c) Dans cette question l'univers est réduit a Pensemble des objets de la catégorie B, donc la
proportion p correspond maintenant & 100%. Notons p; (respectivement py) la proportiton des
objets de la sous-catégorie By (respectivement Bs), avec p1 + pa = p. Ce sont des proportions
absolues et si nous nous ramenons uniquement a la catégorie B, alors il y a une proportion
p1/p d’objet de la sous-catégorie By et pa/p d’objet de la sous-catégorie Bs. Ainsi la loi
conditionnelle de M,, sachant [N, = k] est la loi binomiale B (k,p2/p). La loi de M, s’en
déduit par la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements
([Nn = E])eo,n e qui donne pour chaque entier de i de [0, n] :

w

s
Il
Il

3 P, (M = ) P (N = )
= 0+ % Py, (1M =) P (N = )

= > () @ =i @t -

k=1
= Y T ) () T 0

- Z (n (Z)!_(Q! ) (n n!i)m (p2/p)" (1 —pa/p)* " p" (1 = p)" "

n) Zn: (Z : Z) (p2/p)' (1 = pa /)"~ pF=ip (1 — p)"*

I
7N
= 3
~~

3
)
(==} .
VR

3
=

~
N~

—
s
L\V]
=

\

s
no
/-\lQ

[u—
S
N~—

3

J

T

<

I
/—g
N———

=
(V]
3
M1
VRN
> 3
!
N———
=
|
=
(V]
<
—
|
=
=
<

en posant

(77> (p2)' (1~ o)™

<
I

7

En conclusion :

|Mn — B(”;pZ) |

Ce résultat n’est pas surprenant car nous sommes en présence d’une urne a trois catégories a
partir de laquelle les tirages sont effectués sans remise. On sait trés bien que le nombre aléatoire
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(d)

25/01/2014

de boules obtenues dans chaque catégorie suit la loi binomiale de paramétres le nombre total
de tirages effectués et la proportion d’objets de la catégorie en question. Nous I'avons déja vu
en cours lorsque nous avons étudié la loi multinomiale.

i

ii.

iii.

La variable T} suit la loi de Pascal de parameétres k et p, que vous ne devez surtout
pas citer en concours car elle hors programme, déja étudiée lors des fiches précédentes.
Autrement dit :

T,(Q) ={neN|n>k}, Vn>k P(Ty=n]) = <k1>pk(1—p)nk

Soit 7 un entier naturel compris entre 1 et k, la variable U; représente le nombre d’objets a
;éme

prélever pour obtenir le i™¢ objet de la catégorie B sachant que ¢ — 1 on déja été obtenues
lors de tirages effectués avec remise. Ainsi donc :

Nous avons de plus

Ty=U;, To=Us+T1=Us+U; etc..

et :
E
T, =>U (34)
i=1
. . Ty, e .
Montrons maintenant que la suite | — converge en probabilité vers la variable
E>1

constante égale & 1/p. Pour cela montrons que :

RIE

Selon (34) la variable T}, admet une espérance et une variance en tant que combinaison
linéaire de telles variables avec par linéarité de ’espérance :

Ty Eoo1
E(Z2f)= 22 =
(k) kp  p

et par indépendance des variables U;,

T\ _k(l-p) 1-p
V(k>_ K2p2 T kp? (3)

Ve >0, lim P ({
n—-+o00

qui tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini. Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

o ([ 122

et le théoréme d’encadrement nous assure le résultat selon (35).

T
La suite (f) converge en probabilité vers la variable constante égale a 1/p
k>1

. . , T
C’est une question de cours. La question précédente nous a montré que la suite (—k)
k>1

k

est une suite d’estimateurs (car T} est une fonction de variables i.i.d.) sans biais et
convergent de 1/p. Donc les variables T}, peuvent servir & estimer 1/p.

YIOTOTOT0T
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Loi binomiale négative, 12

Loi d’un couple, 16

Loi d’un couple et paramétre, lois marginales, indé-
pendance, 15

Loi d’un couple, loi marginale, 15

Loi d’un couple, lois marginales, 15

Loi d’un couple, urnes évolutives, 15

Loi d’un inf d’un sup, somme d’un couple de va-
riables géométriques indépendantes, 17

Loi d’un produit, 17

Loi d’un produit, loi d’'un quotient, 21

Loi d’une somme et loi conditionnelle, 17

Loi d’une variable fonction d’ue autre, 12

Loi d’une variable sous conditions, 13

Loi définie & partir d’une relation de récurrence, 11

Loi de (sup,inf) et lois marginales, 17

Loi de Gumbel, 26

Loi de l'inf d’un couple de variables géométriques
indépendantes, 16

Loi de la valeur absolue d’une différence, 15

Loi de Pascal, 12

Loi de Pascal et théoréme de transfert, 12

Loi de Poisson et loi gamma, 22, 24

Loi de variables extrémes, 21

Loi du plus grand numéro tiré, 11

Loi et partie entiere, 12

Loi géométrique sur IN, 11

Loi log-normale, 21

Loi normale et la loi du khi-deux, 21

Lois géométriques, somme et inégalités, 17

Majoration d’une probabilité, 8
Manipulations de probabilités, 8
Mix discret-continu, 22

Mode d’une distribution, 12

Nombre d’applications, 6
Nombre de partitions d’un ensemble, 5

Pair-impair, 12

Partie entiére et partie décimale d’une variable &
densité, 21

Parties d’ensembles, 7

Probabilités conditionnelles et la formule des pro-
babilités totales, 9

Probalité conditionnelle, 9

Probléme de codage : Bose-Einstein, 5

Probléme des dérangements, 6

Recherche d’une loi, 11
Recherche de lois, 15
Relativisation, 16, 25

Série double a termes de signe quelconque, 14
Séries doubles a termes positifs, 14

Somme de n variables indépendantes, 19
Sommes doubles, 4

Sommes orphelines, 3

Temps d’attente, 9

Temps d’attente dans un tirage sans remise, 12
Théoréme de transfert, 12

Tirage dans des urnes et calcul de limites, 9
Tirages avec ou sans remise, 11
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Tirages dans deux urnes, 9
Tirages de boules, 6

Une somme de produits, 4

Variables fonction d’autres, 17
Variables indicatrices, 11
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