Chapitre 2 : Rappels et compléments sur les
séries numeériques

A savoir faire a I’issue du chapitre

— Etant donnée une suite (u,), définir la série de terme général u,, expliquer ce que
signifie sa convergence et, lorsqu’elle converge, définir sa somme .

— Calculer la somme de séries simples a l'aide des formules de sommation des séries
géométriques, des séries géométriques dérivées et de la série exponentielle.

— Reconnaitre une série télescopique et utiliser les sommes partielles pour étudier sa
nature et, lorsqu’elle converge, calculer sa somme.

— Etudier la nature d’une série en utilisant les théorémes de comparaison et en prenant
soin de bien vérifier les hypothéses, d’équivalence et de négligeabilité, ainsi que la
convergence absolue.

Pour étudier efficacement ce chapitre : refaites les études sans consulter vos notes,
puis vérifiez dans un second temps votre raisonnement & ’aide de vos notes manuscrites.
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1  Approche naive des séries numériques

A partir d’une suite de réels :
U, UL, U2, U3 cc,

on peut construire la suite :

up

Ug + U1

Uug + u1 + ug

Up + Uy + Uz +us

Uug + Uy + U2 + U3z + Uy



—+oo
Lorsque cette derniére suite converge, on note E U, sa limite, on comprend que cette

n=0
limite s’interpréte naivement comme la somme infinie ordonnée des nombres ug, uy, us, - - -

Etude 1. Etudier le cas :

. 1 1\? 1\*
ung = Uy = — Uo = o~ us = -
0 ) 1 2’ 2 9 ) 3 2 )

On pourra interpréter les sommes partielles et la somme de la série que des aires de surfaces
du plan.

2 Définitions, notations

Définition 1. Soit ng € N et (up)n>n, une suite de nombres réels.
La suite de terme général

N
Sy = Zun, N > nyg,

n=ngo

est appelée série de terme général u,,, n > ng. Elle est notée Z Uy, 0U StMmplement Z Uy -

n>ng
—+0o0

Lorsqu’elle converge, sa limite est notée Z Uy et est appelée somme de la série de terme

n=ngo

général uy,.

On retiendra que, sous réserve d’existence :

N

“+o0

E U, = lim E U
" N—+o00 "

n=0 n

=0

Remarquons que E u, désigne une série, c’est-a-dire ici la suite de ses sommes partielles,
+oo
tandis que g u, désigne un réel (lorsque la série converge).

n=ngo

1
n(n+1)
1. Calculer les trois premiers termes de la série de terme général u,,.
2. Vérifier que :

Etude 2. Etudions le cas ng = 1 et ¥n € N*, u,, =

1 1
Vn e N*, u, = — —
n n—+1

3. Montrer alors que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme.

N
7 1
Etude 3. Pour tout N € N* on pose Hy = E —
n

n=1

1. Montrer que la suite (Hy) est croissante

2. Montrer que

—_

VNEN*,HQN—HN > =

[\]

1
3. Déduire des deux questions précédentes que la série de terme général — diverge.
n



On remarque qu’il est donc possible d’avoir u,, — 0 et pourtant divergence
de la série Zun

3 Rappels de résultats a connaitre parfaitement

n
PUNNY p 2.3 2z €
Théoréme 1. Pour tout nombre réel x , la série de terme général —ne N converge et :
n!

+oo "

E — = exp(x)
n!

n=0

Démonstration. Théoréme admis.

Théoréme 2. Soit x € R,
les séries de termes généraux x™, nx
seulement si |x| < 1; si c’est le cas on a :

1 1 2
n n—1 n—2
= = — -1 =_ 2
nz;)l' 1—2 nzlnl' (1 — :L’)2 Zn(n ).’I? (1 — x)g

n=2

=1 et n(n — 1)2""2, ou n € N, convergent si et

Remarquons qu’a partir de la premiére formule il est facile de retrouver ( retrouver, pas
redémontrer) les autres , il suffit de dériver ...

Etude 4 ( Preuve de la formule de sommation d’une série géométrique). Prouver le premier
résultat du théoréme précédent.

Etude 5 (Application des théorémes 1 et 2). Calculer

+ +oo
0022k: 0022

A:ZgT B=) =
k=1

=2

Etude 6. Soit k € N et x € R. Calculer

—+oo
> "
n=~k




4 Linéarité de la somme

Théoréme 3. Soit (uy,), (v,) des suites réelles.

o Si les séries > u, et E v, convergent alors la série g (Un 4+ v) converge aussi de

plus :
+o0 +o0 +oo
D (wntvn) =D unt ) va
n=0 n=0 n=0

o Si )\ est un réel mon nul alors les séries E U, et E Au, ont méme nature; de
plus, en cas de convergence :

+oo +o00o
Z AUy = A Z U,
n=0 n=0

Etude 7. Justifier l'existence et calculer les sommes suivantes :
+o00

+o00 +oo
1 3 n+1 1 1
A: — = — B: —— = — = ———
2n ; g © kz_:z<k k—l)

n=0

5 Des théorémes pour connaitre la nature d’une série

Définition 2. On dit que deux séries ont méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux
convergentes ou bien toutes les deux divergentes.

Déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle converge ou diverge (c’est-a-dire
st elle ne converge pas).

5.1 Séries de Riemann

Théoréme 4. Soit o un nombre réel.

La série de terme général — converge si et seulement si o > 1
n

Démonstration. preuve dans un devoir maison & venir.

O

Etude 8 (Application du théoréme). Donner la nature de la série de terme général uy,
dans les cas suivants :

1 3 1 1
I)un:ﬁ; Q)Unzﬁ; 3)Un:$; 4)Un:ﬁ; 5)Un=m
5.2 Remarque sur la nature d’une série

Théoréme 5 (Critére de divergence grossiére). Si la série de terme général w, converge,
alors la suite (uy,) converge vers 0.

Par conséquent, si (u,) ne converge pas vers 0, alors la série g uy, diverge.

Démonstration. On note

N
SN = Z Un, -

n=nq

Si la série converge, alors (Sn) converge vers une limite réelle S. Or, pour tout N > ng,

UN :SN —SN,l.




Ainsi uy —+ S — S =0.

Attention.
Comme nous ’avons déja remarqué plus haut, la réciproque est fausse : le fait que u, — 0

ne suffit pas a assurer la convergence de la série > u,,. Par exemple, 1/n — 0 mais la série
harmonique ) 1/n diverge.

Théoréme 6. Soient (uy,), (v,) deux suites réelles.
Si & partir d’un certain rang : u, = v, alors les séries E U, et g v, ont méme nature

MAIS pas nécessairement méme somme

Démonstration. On note n1 lindice du premier terme de u et no 'indice du premier terme de v.
On pose, pour tout n > maz(ni,ns) :

n n
Sn:Zuk Tn:ka

k=n, k=no

Soit N € N
On suppose :

Vk > N,ur = vg

Ainsi , pour n > N on a :

n n
Sn =S~ + Z ur = Sy + Z vp =SSN +Tn — TN
k=N 41 k=N 41

Donc :

Vn > N,Sp =Th + K

ou K = SN - TN
Ainsi, & partir d’un certain rang, les suites (S, ) et (T),) different d’une constante ; elles ont donc méme nature.

O

5.3 Trois théorémes a parfaitement connaitre

5.3.1 Comparaison

Théoréme 7. Soient (u,) et (v,) deuz suites réelles.
les propriétés suivantes sont valides :

1. a partir d’un certain rang u, et v, sont positifs.
2. a partir d’un certain rang u, < v,
3. la série E vy, converge

alors

la série de terme général u,, converge.

Démonstration. Le théoreme précédent permet de se ramener au cas ol

Vn € N, 0 < up <oy
Pour tout N € N, posons

N N
SN:Zun et TN:Z’UTL.

n=0 n=0

La suite (Sn) est croissante puisque u, > 0. De plus, par sommation des inégalités,
0< Sy <Tn.

Comme la série Y v,, converge, la suite (T'n) converge et est donc majorée. Ainsi (Sn) est croissante et majorée;

elle converge. La série Y u,, converge donc.



Etude 9 (Application du théoréme de comparaison).

Déterminer la nature de la série de
terme général u,, dans chacun des cas suivants :

1
1. up = ———
“ n?+1
2n
1
2. Up = Z E
k=n+1
Indication : on montre u, < 1/n?
l
)
n

Indication : On va prouver la divergence de la série .

Par l’absurde : on suppose qu’elle converge et on en déduit la convergence de la série
de terme général 1/n

5.3.2 Négligeabilité

Théoréme 8. Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles.
Si -

1. a partir d’un certain rang u, et v, sont positifs.
2. On awu, = (vn)

3. La série de terme général v,, converge

o
n——+oo

alors :

La série de terme général u, converge.

Démonstmtion. On suppose que (1) et (2) sont valides

A partir d’un certain rang w, = €,v, ou (€,) est une suite qui converge vers 0
A partir d’un certain rang, on a u, > 0, v, > 0 et €, < 1. Comme v,, > 0,

Up = €nUp < Un.

Ainsi 0 < uyp < vy
On applique le théoréme de comparaison.

O

Etude 10 (Application du théoréme de négligeabilité). Prouver la convergence de la série
de terme général u,, dans chacun des cas suivants :

e
1 u, = —
n
Indication : on montre u, = o(1/n?)
Inn
B Up = —~
n n2

Indication : on montre u, = o(1/n%) , @ > 1 a déterminer.

5.3.3 Convergence absolue

Définition 3. On dit que la série Zun converge absolument lorsque la série Z |t |
converge.

Théoréme 9. Si la série g uy, converge absolument, alors elle converge.

Démonstration. On écrit, pour tout n,

0 < up + |un| < 2lunl.



Comme la série Y 2|u,| converge, le théoréme de comparaison montre que la série > (un + |un|) converge. Par
linéarité,
Un = (un + unl) = |ual,

donc la série Y u, converge.

Etude 11. Montrer que la série de terme général u, = ~——=— converge absolument.
n

5.3.4 Equivalent ( c’est puissant)

Théoréme 10. Soient (u,) et (v,) deuzx suites réelles.
Si :
1. a partir d’un certain rang u, et v, sont POSITIFS

2. Onau, ~ v,
n—-+o0o

alors les séries E Uy et E v, ont méme nature

Démonstration. On a
Up ~ Uy = Up — Uy = 0(Vy).

Supposons d’abord que Y v, converge. Puisque
[un — vn| = o(vn)

et que v, est positif & partir d’un certain rang, le théoréme de négligeabilité montre que la série Y |u, — vy
converge. La série > (u, — v, ) converge donc absolument, donc converge. Par linéarité,

Un = Vn + (Un — Vn),

donc 3 u,, converge.

Réciproquement, v, ~ u,, donc v, — u, = o(u,), et le méme raisonnement montre que la convergence de Y u,
entraine celle de > v,,.

Les deux séries ont donc méme nature.

O

Attention. Il ne faut pas oublier ’hypothése numéro 1 : la POSITIVITE. On
1) 1)

peut en effet montrer que, en posant u,, = # et v, = (\f) on a U, ~ Up
n

U+ Vn

MAIS la série de terme général u,, n’a pas méme nature que la série de terme général v,,.

Etude 12 (Application du théoréme sur les équivalents). Dans chacun des cas suivants,
déterminer la nature de la série de terme général u,,.

p _ (n+1)

ST (Bn—1)2
n—1

S =t

3. u, =n“ ( 1+ ot « est un réel.

Exercices du chapitre 2

Exercice 1
Montrer que l'assertion suivante est fausse :

Si (uy,) est une suite réelle telle que : Vn € Ny u,, < alors la série Zun converge.

R
n2

Exercice 2
Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :




n = e
2. u, =In(1+ 1)

3. up =
“ nZ+1
4. u, = ne™ "
5. u, = el/n
6. uy, =e/m"—1
1
7. U, = —a On discutera selon la valeur de «.
n «
2
S, uy = nCa)
T nyn
10. up = —~
n?+1
11. u, =
T e
n?+1
12. u, =
RARRCESE
2
13. u, = ln(z)
n
In(n)?
14. u,, = 3
1
15. 4y = —
Inn
16, . = In(n+1) —in(n)
17. u, =27
18. Déterminer, suivant la valeur de «, la nature de la série : > (v/n+1—/n)°.

n>1
19. Déterminer la nature de la série

—1)"/n
Z( )"Vn

(n+1)2

Exercice 3
Retrouver les valeurs de espérance puis de la variance d’une variable aléatoire X de loi
géométrique de paramétre p; p €]0, 1[.

Exercice 4
On considére une suite (u,,) vérifiant

vneN, wu, >0,

E uy, est convergente.
n>0

1. Montrer que la série

§ eun

n>0
est divergente.

2. Montrer que la série

Z In(1+ uy,)

n>0

est convergente.



3. Montrer que la série

2
2 un

n>0
est convergente.

4. En étudiant les sommes partielles, montrer que la série

S (%)

n>0

est divergente.

Exercice 5
Séries alternées et équivalents

Partie A — Un résultat sur les séries alternées

Soit (a,) une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.
On pose, pour tout NV € N,

1. Montrer que, pour tout N € N,
San42 — San < 0.

En déduire que la suite (Sop) est décroissante.
2. Montrer de méme que la suite (San1) est croissante.
3. Montrer que les suites (S2n) et (San41) convergent vers une méme limite.

4. Montrer finalement que la série

converge.

5. En déduire que la série

converge.

Partie B — Deux suites équivalentes

Pour tout entier n > 2, on pose

= t = .
T Eyeve S T
1. Montrer que
U ~ 0
n——+00
2. Quelle est la nature de la série
S
n>2
3. Montrer que
1
Up — Vp = —
BV (S VEE VD)
4. Montrer que
1
Un = n—;\-.;-oo _E



5. En déduire que la série

Z(un — Up)

n>2
diverge.
6. En raisonnant par 'absurde et en utilisant la linéarité, montrer que la série

>

n>2

diverge.
7. On a donc

Up, ~ Un,

alors que les séries Y u, et > v, ne sont pas de méme nature.

Expliquer pourquoi ce résultat ne contredit pas le théoréme du cours concernant les
séries & termes équivalents.

Exercice 6
Séries télescopiques

Soit (un)n>o une suite réelle. On considére la série de terme général

Up4+1 — Unp-

1. Pour tout N € N, simplifier la somme

2. Montrer que la série

Z(un+1 - un)

n>0
converge si et seulement si la suite (u,) converge.

3. Lorsque (u,) converge vers un réel ¢, déterminer

—+oo

Z(unﬂ — Up).

n=0
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